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Die Grundformeln zur Integration der Gleichungen mit par-
tiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mit mehreren abhingigen
und unabhidngigen Variablen.

Dritter Teil?d).
von M. K. Kurenskyj (Kourensky).

XIII. In folgenden 4 Abschnitten XII-XVI wurden
ausfiihrliche Formeln der vom Verfasser verallgemei-
nerten Jacobi'schen Integrationsmethode von nichtline-
aren Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung
mit 2 unbekannten Funktionen von 3 und 4 Argumenten,
sowie auch mit 3 unbekannten Funktionen von 2 und 3
Argumenten vorgefiithrt; die Aufgabe reduziert sich zur
Integration eines Systemes von linearen Gleichungen
mit nur einer unbekannten Funktion. Das erlaubt uns ohne
prinzipielle Schwierigkeiten entsprechende Formeln in Falle von 3 und
mehr unbekannten Funktionen mit 4 oder mehr Argumenten zu bekom-
men und die Konstruktion dieser Formeln kennen zu lernen. Wir be-
merken dazu, dass der schwierigste von den Anwendungen der Theorie
zur Losung der Aufgaben z. B. der Differentialgeometrie und dazu auch
der am meisten komplizierte Fall, welcher in dieser Geometrie vorkommt,
der Fall der Gleichungen 1. Ordnung von 3 unbekannten Funktionen

1) Vgl. die Arbeiten des Verfassers in den Sitzungsberichten der math.-
naturw.-drztl. Sektion, Heft XI, 1929 (die Drucktehler: Heft X1I, 1930),
wo der Verfasser den 1. Theil der Arbeit ,Die Grundformeln..%
und den Sitzungsberichten..., Heft XVIII, 1933, wo derselbe den II. Teil
behandelt. Im II. Teile wurde auch die entsprechende Literatur zu den
beiden Teilen angefiihrt.

Im vorliegenden III. Teil wurden die Formeln, welche sich auf die
Arbeiten der Verfassers in folgenden Zeitschriften und besonderen Aus-
gaben: Bulletin de I'Académie de Belgique, XIX, 5, 7, 1933 ; XX, 7, 11,
1934 ; XXI, 12, 1935; XXII, 2, 1936; 1937 (sous presse); Comptes
Rendus (Doklady) de I’Acad. des Sc. de I'URSS, X, 6, 1936; XIV, 4,
1937; Communications de la Soc. Math. de Kharkow, t. VI, 1933;
t. XII, 1934, Verhandlungen des Intern. Math. Kongresss Ziirich, Bd. II,
1932; M. Kourensky - Equations différentielles, livre 2, Ch. IX, §77;
Ch. X, 8§ 78- 90 (en russe) beziehen, zusammengestellt In diesen Arbeiten
finden sich auch einige geometrische Anwendungen; dieselben wurden
in allen Teilen von ,den Grundformeln..® fortgelassen.

Weitere Teile (IV-V) erscheinen demnichts in folgenden Binden
der Sammelschrift der Sevienko - Gesellschaft.
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mit 3 unabhiingigen Variablen ist. Im vorletzten XVII Abschnitt
wurde die Verallgemeimerung der Charpit-Lagrange’
schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichun-
gen, und im letzten XVIII Abschnitt zwei neue Integra-
tionsmethoden derlinearen Gleichungen von n unbekann-
ten Funktionen mit m unabhingigen Variablen darge-
stellt. ‘Die ganze Theorie des dritten Teiles wurde auf 5 BeisPitﬁen
erlantert.

" Im Falle der Integration eines Systems von 3 unab-
hingigen Gleichungen mit 3 Funktionen 22,2 von 2
unabhingigen Variablen =, y,

Fixy 2,2 p0p,¢9¢)=0 (1=1,2,3) M
fiibrt das Adiungeren einer neuen Gleichung
D(x,y.22,2p,¢p,¢,p¢)=0 (2)

zu den Involutionsbedingungen der Nullgleichheit aller Determinanten
8 Ordnung der Matrix:

av 20 0P 30 2@ W0 W, o
de dp ap* ap" o9g o9g° ”

aF, oF, oF, Ry oF, OF, 3 o o o
dx dp op' op* o9¢ oy ag”

aF, oF, oF, oF, oFy oF, 0F, o o
de 9p op' 9p” 09 o¢° ag”

dF, oF, oF, aF, oF, oF, oF, 0 0

i iy i i 0

dz dp adp' ap” aq 89" 84"

ar 0O 0 0 oF, 9F, oF, oF, oF, yF,

dy op op' op" 9 B9 ag
aF, 0 0 0 oF, oF; oF, aF, aF, 4F,
1 dy op 9y’ op* By 09" gy |
aF, o o o 2F 0F OF, 8F, 0F; 4F,

dy op 9p' op” dg 8¢ g
40 90 30 a0 9B 9B 40
dy ap op* op* g y' g

wobei : »
.02 , 0z w 02 dz .oz . 02"
P=55; P:‘—'EE’ =z’ =@, q oy’ By

Wir nehmen an, dass die in der- Matrix umgerandete Determinante 7.
Ordnung von Null verschieden ist. Das gibt:



F,6F, F F.F, F, @
D(tw “s) 0; D(Fu-v-w ) 0,
(PvPrP * (P;Pu'o;g +

und wir bekommen die Involutionsbedingungen eines Systemes der Glei-
chungen (1), (2) in der Gestalt von 3 nichtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung mit einer unbekannten Funktion &:

@'p'ee)ep'p' P+ @r'd P@r'pe) + (pp'qd) PP ¢)=0
@'p"99") oP'P Y + (p*¢ D PP + (p'99") (p'P 9 =0
(pp'p"q) [epp'p”] + (pp'p" @ [yp'p" 9 + )

+ p'p“q) [ypep”] + (p'p"¢") [ypp'e] = 0,

wo runde Klammern die Jacobi’schen Determinanten von F\, Fy, Iy, @
im Bezug auf die Variablen, die in Klammern stehen, und gerade Klammern
die Jacobi’schen Determinanten mit totalen Ableitungen im Bezug auf
Variablen @, y bedeuten.

Das Bestimmen von partiellen Integralen @, = (), @, = Cj, ...
des Systems der nichtlinearen Gleichungen (3) reduziert sich zur Be-
stimmung der partiellen Integrale der linearen Gleichungen 1. Ordnung
mit einer unbekannten Funktion @ mit folgenden Formeln.

Indem wir bezeichnen:

(pplp“ (]:2 _ 1. (P_p‘ pll qll)
(]71"])“ q) ? (pp‘})“ q)

P=(pp'p")y; By=(qp'p"); P.=(@'p'p"); Py=(4"p'p"); Fe=(pqp")
Fy=(pq'p"); Fs=(pg"p"s By=(pp'e; Fy=(pp'e¢)s Fy = (pp'q"”)
Q=r99'9"% QA =99y Q=0"¢¢) Q&=0"77) U=>Gre"
Q= (qp'¢"; Q= Op"¢"% Q=(19'p; Q=09'p) Q=0>09p",

=l

und folgende Identitéten

ro.=|BR] ram | R ra=|}
ra= |33l ra-{RR] R |BR
ro.=| BBl ram|BR | s | BT
QPlz;g:gz; QP, = 8:8:, QF, = 8;32‘,
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in Betracht nehmen, bekommen wir eine kubische Gleichung zur Bestim-
mung der Fanktion 4 (x, 3, 2, 2/, 2%, p, p*,..):

Bl (520 58] 55D e o
4 1

P P, P, P, |P8P,l)2 P F|_

+( el tlaaltaall*Tloe =

sowie auch eine lineare algebraische Gleichung zur Bestimmung der
Funktion u (x, y, 2, 2/, 2, p, p’,.) :

_ P4+ (B—P)i—F
I“-_' PB—PTJI ] (5)

und das System der nichtlinearen Gleichungen (3) geht in ein System
von 3 linearen Gleichungen

ad D o0 8D 20
Pa—q.—'(Pz—ziP1)“a}'+(-p5_zin)@; + (F; — liP-,)W +1iP%
ad D o0 0D a0
P_q‘ﬁ”(ﬂ—!‘ipl)glj+(Po—ﬂiP4.)5P+(Pe—i’lP:)5F—.+#iPFQ—
00 o0 oD , o
P aw TPt P +5lep)+(1)1+tliP‘+ﬂiRz)X (6)

am a¢ a¢ 4 aﬁ “y [ a4 44 . 4 aQ
X '53—/4"6—29 t 70 t5ae )—([-’62’1’ T+ 4 [yqp“] + wilyp 9])5;+

00 Py
+((zppl+ lyp" dtmlyqpl) 5o +(epp T+ Alyp el +lypeD) 5+

r 4 4 aQ
+ ([yp'p"] + Li[yp"p] + Pi[yPP])Ea

iiber, wo 4; eine Losung der Gleichung (4) und y; ein entsprechender
Wert der Funktion x im Bezug auf 4; aut Grund der Formel (5) bedeutet.

Wenn wir 2 Integrale @, =C,, @#,=C, die in der
Involution unter einander und mit der Gleichung Fi=0
stehen, bestimmen, dann fithrt die Elimination der Va-
riablén 2, p“ ¢“, zur Integration eimes Gleichungsystems
mit 2 unbekannten Funktionen z 2z’ von der Form

H&y22,p,00,¢) =03 Je (32,7, p,¢,p'¢') =0,
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auf Grund der Formeln in den Abschnitten II[-IV des I. Teiles. Finden
wir 3 dhnliche Integrale @,=—=C,, @,= Cg, @,—=C;, dann bekommen
wir unbekannte Funktlonen z, z', 2 mittelst der Quadra-
turen von Gleichheiten:

de=pdx + qdy; de'==p’de+ ¢'dy; dz""=p"dx+ ¢"dy.

XIV. Die Formeln werden bedeutend einfacher fiir
diese speziellen Fille der Systeme (1), wo die Glei-
chungen nur 5, 4, 3, 2 oder 1 von allen 6 ableitungen

»9p,9, 0" " enthalten
’ Ejnthalten gegebene Gleichungen eine Ableitung

g¢“; 9 p“; 3yq¢'; Hp's 5 ¢ 6)p

nicht, dann haben lineare Gleichungen 1. Ordnung mit der unbekannten
Funktion @ und algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Funktion
A die Gestalt:

ad Y/
1) P _(P A P1)3—+(P5 A P4)6 ,-g—(Ps A ,)6 ,,+MP-5§
d¢ i 4
F-— + (P, + 21P4)—=([w19 p“]+Aifyqp ])——
+([wp”p]+[yp“q]) D v (opp] + tyap] + hlypal) o o
+{yp'p“] + 4 [ypp"J) 7@-
P, i34+ (P,—P)i—P,=0;
o® oD
2) Qép_(Qa zipl)_*'*'(Qf, 2 Q4)6 ‘+(Qg XQ'{)a 4,’*"&&%
2 r Q4 Q4) 2 e (p' T~ tily g ad %2 +
+ ([xq"p] + [yq"q)] + (fepp'] + [yqp'] + 4 [ypc/J) a i
+(lyr' ¢TI+ [y 9"1’])5;
QuA* + (Q — )i — Q=0;
po®

+ 4P

3) Pa,‘_a(P L +(P6 zip‘) D (P zP)a wt WP
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do a@ , 0P
Poeththib) g = T+ 4lyp'el) 55+

o0 00
+ (Lepp] + [yap']) 5om + (3P + 4 [ypp'D 5 +

a0
+ ([xp“p]+ [yp*q] +A(yqp]) R
P, A*+ (F,—F,) A—PF,=0;

4) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und Q unter ecinander und
umgekehrt,

o0 90 o0 T
5) PW=(ﬂ—liPs)a—p'+(]’s—1iP5)5}7 + (Fy— 4 Fy) ap"+'1‘Paq‘
d® dd ] 00
P %+(P5 +3iPs)@ = ([xp'p"] + [yQ'P"]-'in[EIP'Q'])%‘l‘

oD 00
+ (lop"p) + [y g pD) 5+ +([epp'] + [yp9'D) 5 +

_ 20
+ ([yp“p] + 2 [ypp']) og’
P, 2%+ (P,— B,) A — P, = 0;

6) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und Q unter einander und
umgekehrt.

Im Falle von 1), 2).... 6) muss man partielle Integrale @, = C,,
D, = (,,... die ecntsprechend die Variablen 1) ¢*, 2) p“,.. 6) nicht
enthalten, zu finden trachten.

Enthalten 3 Gleichungen keine 2 Ableitungen, dann bekommen
wir 15 Fille. Falls in den Gleichungen Ableitangen

1 p“ q“; 2) 9, ¢*; 3) p g

nicht vorkommen, dann fithren sie zur Integration eines Systems von
2 Gleichungen 1, Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen, falls wir
entsprechend: 1) z/; 2) z‘; 3) z eliminieren.

Andere 12 Fille, d. h. wenn die Gleichungen die Ableitungen

4 99" 9 py9”; 6) 9,9 D pg“s 8 ¢ty 9) php
100 ¢,p*; 11) pp; 12) g,¢'; 13) p,¢'s 14) ¢,p'5 15) pupt,

nicht enthalten, fithren zur Bestimmung von partiellen Integralen @, = (...

welche entsprechende Abteilungen 4),.. 15), nicht enthalten, irgend

einer linearen Gleichung erster Ordnung (oder anders — Integralen

eglnes Systems von gewdhnlichen Differéntialgleichungen), von der
estalt :



00D D D 00
) P =R+ Pt P

90+ n2-q 0, 5%
) P%f=P2%§+P5g+PB%§
8) P12—§+P5%=Psaa;f+ ng%
9 e2—0221 0202
10) Qz%fiqupggqif: QIZT{+PSZ_;¢;

00 . o o0 0@

o0 00 a0 a0
1) P =Py + P ¥ Pogg

o0 o0 20 00
13) QGW-‘I—PIW— Q55Z;7;+P3%
oD oD oD 0D
14) Qg@ + Pﬁqu‘-—" Q} W"}' PG_a‘?
o0 00 o0 00
oder einer linearen Gleichung entsprechend folgender Gestalt:

io . _dd . ., , 00 ST
4)P%+P1d_y+[‘”PP]$+([“’PP]+[3/9P])W'i“

o aq 00 . o, 0D
+ [yp'p'] 5 + [aw'e] + [yr'el) gpm =0

A d@ dQ i d 6@ i j i BQ
OB gy + Qg+ g] 5, + (eop"] T [y 50 +
@ _

¢4 aQ 4 4
+ [ T 5y + (xa'p] + [y’ 5



4@ r 09
6) P + 5,92 dy 2 ¥ lepp] 2 o 08 ([’ lva'p PNyt

v 10D . 90
+lyp*d o + (=Pl + [y Ol =
ao a0 vy 00 ) -l
0 B g Qo g Lo g+ (mp'e] + [y 55+
+1yqp’ ] +([wp“p'] +[yp”q‘])

d
8) By d@ + 0,2 2y % + fo" ‘] D+ lopg] + iy 2 o

, 0 09
+lyp'] 5(1— + ([zp'p] + [4p'9]) 00 =
o 4o 3D " 700
9 Qg+ Qg+ et T, + Ampr"] + [yr"] 55 +

+ [yq“q'] D+ (el + el F—O

i@
10) 2y + Q52 3y ? vl pq“] D+ (T Iy ])

+ [ym"] + (ap'p] + [y2'D) 5 6,2,,

00
11) Q5d +Q2 m e 99"] P =) +l) 5+
S
+ [y S, o7 D+ (fap'a] + tyyal2, aqu

o do oy w722
12) P + By g+ [app] 619,,+([avzo‘1f>]+[y9 PDop +

+ [yp'el - 3g" D+ (fapp"] +lym“]) 2+o

L
13) P, o=+ Q57 dy 2+ [apg] L o 28 (o] + [yqq“])

Y
+ [yp'al S 2y D (e e'] + [y ] i



o d0 | dD
W K+, [wqp} B Cap ] + [y ) 22 ap

+ [ya'p] 2 o7 G (Capp ) + [ypq"])ggn =0
15) Q, 22 o 2 Q2 Iy 2 + g <1] o D+ (top ] + [yq”q'J)

o
+ [yo] W + (fep”] + [909°D 5= 0

Enthilt das System 3 Ableitungen, dann gelangen wir in 12 Fal-
len zur Elimination der Funktion z, oder 2/, oder z* und zur Integra-
tionen eines Systems von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Funk-
tionen, Die ibrigen 8 Félle sind diejenigen, wo das System folgende
Ableitungen

1) g9 ¢4 9“5 2) p, ¢ 9“5 3) ¢ p' 9“5 4 p, P 9¥

5) ¢, ¢, p“; 6) p, ¢, 25 1) 9, P’ »*; 8) p, p*, P
nicht enthilt.

Im Falle 1) muss man partielle Integrale, die ¢, aber nicht ¢/, ¢*
enthalten, von der folgenden linearen Glelchung

dd
1) Pa-m— + [ap 3 op ? e pp“i + [xp'pl 5 u+[yp” ‘]

oder Integrale, die ¢/, aber ¢, q“ nicht enthalten, von der lmearen
Gleichung
d¢ 44,4 ¢ 44
+ [app J—+[wpp ] D+ eyl aP.‘+[3/1ozr> ]——0
oder endlich Integrale mit ¢*, aber ohne ¢, ¢’ von der Glelchung

dd
Po— -+ zxp"p‘] +[wpp“] Dt (el 22 [ypp] 8(2,, =

apll
bestimmen.

Fiir andere 7 Fille haben die Gleichungen folgende Form:

2 P1 + [xp“p ‘J 2 ¥ by +[yp R ap" o [yp“p‘] 5 =0

P‘d?*”[y?l"“]—““[ww” o [Pan 7 +[mp"ﬂb?=0

9 il
Pl dx +[yp9]aqu+[ ’}P“] + [p/]] 6 - + [mpl IJ%=O
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o
8) Py +[yqp13(,,+[w9pla D AL p“cz‘]~—+ [wm“]—“—O

dd 20 0D oD 8D

- htinall dindy T UIPY N il ‘ ~ u =

id
i +[ajop“J +[yp"97 +[yfsz u+[ypp“J

i® 00
4) By g+ 1y qJ .,+[w1 f/‘]a Otz P“fz‘]afl ¥ [29p"] 55:=0

d@ Iy am 4 3@ e 6® i 5@
By g+ lepql g+ lyiel g + [y 9]5+[y9p 57 =

i@ 00 , vy 00
Bo gy (map®] 5 + [y1f le “+[yp‘9‘] 2+ lyer*] 5=

iP ,
5) Byg + [er's] 5 o 2+ v J— + [JM“]a -+ [or's] o aqu

4o d b d a Y
Pgdx+[y9’pJ +[x9p]a +[m]a,+[mpf]5—w—0

(D

P 0D
-t [ym”J +[ ?"P‘] 2+ [2pg“] 55+ (2p'p] 5 =0

00 , 00
6) Qsdr+[./fm“] gy fzfz“] +/w9”19’]@+[wp(2]6,1‘.-—‘-0

i
U gy + (21 p] +[y<zz)“ ~—+ [ 5 o oy q]

41_

Q32 &y D + o /J 7 2+ vap 1 22 o7 b 3 D+ )2 a,,.
- d@ ‘ 0@ “ 3 g, dd 4 BQ_
0 Qg Iy o+ [l Hﬂtfuv]a D+ oy 9]5—0

Q39 rm 2 oo 7% 4+[ym“] +[yqp] aqu"*'[./’l"‘)']

Q5 F %+ fegn o “+[ym“] +[yqp]a 44"5‘[9?"‘1']—"0
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dQ 4dnd 6@ : ¢ a
8) Qg+ vl + v ;

(/] 0D
.+ [ye'e]

80
i3
7 aqr TRV 5 =0

do i 0D 00 o, 00 vy 00
Qg+ el 5y + [yag") 50 + [yi'e) 500 + [#00"] 50 =0

ad GL o0 , 00 D
Qg T "I 5q + yaa"l 50+ [y9') 50 + (209 50 =0

Enthilt das gegebene System von Gleichungen 2 oder 1 Ablei-
tung, dann fithrt die Elimination der Ableitungen zu 1 oder 2 Relatio-
nen zwischen 2, y, z, 2%, 2, und das fiihrt zu der Aufgabe der Inte-
gration von linearen Gleichungen mit einer kleineren Zahl der unbe-
kanten Funktionen.

XV. Fiir ein System von Gleichungen mit 2 unbe-
kannten Funktionen z 2 mit 3 Argumenten x,, x,;, x,,
F (), @, %3, 7, 2, Py, Pas Por 'y Ploy P3) =0, (i=1, 2)

o Oz , 02
v P =%z P oz

(k= 1,2, 3)

hat die entsprechende Matrix folgende Gestalt:

40 0@ 30 00 30 a0 08 o o o o

le 1P1 1Py 1By Py Py Py 0 0 0 0 0
SXI. 2.P1 2P1 ng 2P‘2 2P3 2P's 0 O O 0 0
X 0 0 ,p, ,P, O O P, ,P, ,P,,P5 0 0
2X2 0 0 2P1 E‘P‘I O 0 2P2 QPS SP‘E 2_P‘3 O O (7)
ad /)]
2 ap, ophy dpy Ops Op'y 9p%y
1 X 0 0 0 P _1P'1 0 ,p 0 Py P P,
2 X5 ) 0 0 0 P, P, 0 ,P, 0 P, B, Py
a0 00 0@ a0 00 o0 o0
2 0 0 o0 o0 2 0 & o 22 92 97
dic oy op'y apy op', Ops ap's|l,
wobel
oFy | oF; oF:

i X 3_{14'3 + 9z Pr -+ '67 X

P, = oF: o ___a_Fi

il'x an ) il'g a}"x
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Fiir die in der Matrix umrandete von Null verschiedene Determi-
nante 8, Ordnung schreiben wir die Ungleichheiten :

F,F, F, F, O
) D222t Y30: D22 " )30
) (pl-p‘l);to’ ) (pup‘g,pz)*

und indem wir die Bezeichnungen:

A=(ppyp); B=(pphpPy); C=(mppYi D=(@npY;
E=@pp'y); F=@:sp04); G=0:p'ps); H=(psp' ps);
I=@ipep); J=(uPsp)i EK=[pp'%]; L=Ipsp'a];
M=[p,pyas]; N=[pp'i2]; P=I[pp:®s]; Q= [pp""2];
wobei gerade Klammern die Jacobischen Determinanten mit totalen
Ableitungen beziiglich z,, 2,, 2, einfiihren, bedeuten, bekommen wir
5 Involutionsbedingungen des gegebenen Systems in der Gestalt:
AD=BC; IAE=BFI; A(EG+FH)+ (BI+ AJ)E=0
A(DF+HA)+ B(IB+AJ+A4G)=CFA
A(AK+ AL+ BM+ FN+EFP)=(AG+ BJ)Q.

Der zweiten Gleichung wird in folgenden Fallen:
1) entweder AE =BF; 2) oder I=0; 3) oder I=0; AE=BF
geniige geleistet.

Untersuchen wir genau den ersten Fall. Andere Fille fihren zu
einer grosseren Zahl der linearen Hilfsgleichungen 1. Ordnang, damit

man_partielle Integrale @, = C,..., die in der Involution zu den gege-
benen Gleichungen #; =0 stehen, finden kdnnte.

Indem wir in Betracht nehmen, dass

A+0, wenn I-+ 0, oder 1=0,

. B D E
wobei: T=C=TF -2
F (?r+il__r
A"_“w A -

und indem wir die Identitit

(21 P') (Ps Ps) + (P 2s) (P P4} + [Py P21 [Py s 1 =0
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erwigen, denn gelangen wir zur Integration eines Systems von 5 line-
aren Glewhungen 1. Ordnung:

o
(p: 7' 2)'1 +[(Px? 2)+(Papl)}l] (Paply)ap_41 +

1)
+ [(p's p2) + (Pspy) zi]@T;

a0 oo
(Plpl)j +[(P3P1)+(P1P3)'z] =(pp")) s +

80
+ [(p's p) + (P ps) 4] prre
/B
tl a@ [ 4 i 4 «
[(0's o) + (Paps) 2] Zia_" + {(P s 2)—[(ps P)) + (p's pI] Ai+

oD ad
+oosp1m} o+ () + () W] 25— ©

o0
=[(p'sps) + (P2 10) 11]8—, + [(pe 2"V + (P po) 'Um

[0 ps)+(p, 0")) 4".] +|_(103101)+(P1Pg)ﬂ.]6 -
@) m% o=
(PIP'I)% + (P2 2" + (p1p.) 2] 3—% + {2y p'V) + (1 py) 4] yi;ifis +
+ ([p'y 2]+ [P 021 24 + [2 2] Ai ”‘)g +
(] + Lo ps) + [ w w0 o+

od
+([py 2] + (e ps 1A + [p'y 05 i + (s py ] Zi pii) 0_372 =0,
wobet 4; eine Wurzel der quadratischen Gleichung
(p1ps) A* — [(p1 '5) + (P'; )] A+ (pp'y) =0 (10)
‘bedeutet, und g; mittelst 4; auf Grund von der Formel:

[Py pe) + (2 py) 2il s + (s 1) ¥ + (s ') + (1 p3) 4] =

‘wo # eine beliebige Funktion bedeutet, bestimmt werden. Die Willkiir.
lichkeit der Funktion » kann man benutzen um die linearen Gleichungen
:zum Bestimmen von Integralen @ =C,, (D =C,,... abzukiirzen. Indem
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wir z. B. =0 setzen, bekommen wir Term u; mittelst Losung 4; aut
Grund von der Formel:
= (P ps) + (psp) A .
@'1p2) + (D2 p1) i

Die dritte Gleichung {9) kann man auf Grund von der Elimination

der Ableitung g von der dritten und vierten Gleichung (9) dndern. Auf
2
Grund von Identititen

(P2 ps) (prP")) + (Ps 1) (P2 ') + (Papy) (P4 s) =0
W'sp) (P 'V (P P’V (P P's) T (a1} (s P =0

bemerkt man, dass das Resultat der Elimination gleichbedeutend mit
der zweiten Gleichung (9) wird, falls /Z; eine gemeinsame Losung der
quadratischen Gleichung (10} und der Gleichung

(P1Ps) A —[lp p's) + (P p)] A + (01 p%) =0 (11

ist. Dann reduziert sich das Integrieren zur Bestimmung der partiellen
Integrale des Systemes von lediglich 4 linearen Gleichungen (9) und
gwar l-en, 2-ten, 4-ten und d-ten. Indem wir die Resultante der Glei-
chungen (10), (11), gleich Null setzen, bekommen wir als Bedingung
fir die Gleichungen des gegebenen Systemes

(01 22)y (P2 0') + (P'2p0); @9 0
0, (p1 ps), (pe p'y) + (P's21)s  (P'y2%3) —0
(prps)s (P32') + (P 1)) (0 p's) -0 '
0, (P, P3)s (ps ') + P'sp)s (2 9%)

und die Formel zur Bestimmung der Funktion 2; in der Form:

(pr23), (8, 2')

— (p1 p3), (2'; '5)
(P22, (9. 9°) + (p'2 1)

(P, 03, (ps P') -+ ('3 P1)

Beispiel
F =p, —p',=0; Fo=p' —p,=0.

Nehmen wir die von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung
der Matrix (7); dann bekommen wir die Ungleichheit



15

Wir haben ein System von 5 nichtlinearen Gleichungen, die den Glei-
chungén (8) entsprechen: '

d® a0 8D

—_— i —_— ‘ N — =

da, % "Opy s op's 0
050 00 (00 00 0800 00 (0 00y,
opy O0ps  O0p'y \Opy 9P, " Op'y Ops  Op, \ops  0p', )

Die zwei letzten Gleichungen:
00 o0 0- 9P 9 o0
opy  Op's T op Ops

fiihren mit den 3 vorgehenden zu den Integralen

=0,

D =p, + p'y = Q(Xe, 23); D,=2p") — py = W (@e,23).
Auf Grund der gegebenen Gleichungen und der Bedingungen
dpy _dps. dp'y _ dp%
dxy  dx,’ dx, dx,
bestimmen wir die Funktionen ¢ und ¢ und bekommen:
7=, ' (xy) T W (23); 2y =, W' (wy) + L(xy),

wobel W (x;) und Q(z,) wie auch ihre Ableitungen W' (x,) und Q'(x,)
beliebige Funktionen bedeuten.

XVI. Die Gestalt der Systeme der nichtlinearen
Gleichungen (8) und im Zusammenhange damit der line-
aren Gleichungen (9) hdingt davon ab, welche von den
Determinanten 8 Ordnung der Matrix (7) wir als von
Null verschieden annehmen werden.

Wenn wir z. B. die Determinante aus den Vertikalreihen 4, 5, 6,
8, 9, 10, 12, 13 und allen Horizontalreihen, die 3. ausgeschlossen, bilden,
bekommen wir fiir das gegebene System eine Beschrinkung in der
Gestalt:

o(Fuls

D F,F,®
\py, P’ !

0
s D3, 2):1: ’

)#0;

und indem wir noch neue Bezeichnungen

Ay =epsp’y); Bi=(ps040%); Ci=p40%; D= (p.ps0")

E =(p,p,p's); Fy=(pp'0); Gi=:2%0"); H =psp'50")

L={np525); Jy=[psps%]; K =[pmpz]; L =[pr5%]
M, =[p; p's ;]

einfillhiren, bekommen wir statt eines Systems von D nichtlinearen Glei-
chungen (8) ein folgendes System :
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A,B,=CD,; A CE, =(ID+ F,0)D,; GICD_‘?- (GD, + A,E,)D
A, (A,H+ C\E,)= D, (DD, + B,(C); 8"
4, (A + I\D, + M E) =D, (K,D + M, 0;

desgleichen bekommen wir fiir eine Determinante, welche zu den Be-
schrankungen

FFS F, I, ® F,F, @
p(fultypo, p(Ltul)po, p(Zule¥)4
D3, P s)ZfZ \D2:P3:P 2 + P1sP2rPs +

fithrt, indem wir noch die Bezeichnung

A = [ppy 2]
einfithren, folgende 5 nichtlineare Gleichungen:

AB =CD; AAE =DCF; D (DI+4 CF)=A4,EC
4, (IH1 +JE) + CE1D1 =0; I(AlIl + 1D)= A1A2E1~

Dementsprechend dndert sich die Form des Systems
der linearen Gleichungen zur Bestimmung &,=C,.. Li-
neare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung der
Gleichungen @ =(,,.. kann man auch unmittelbar aus
der Matrix (7) bekommen, indem wir entsprechend eine
von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung wihlen,
oder anders, indem wir die Gleichungen F,=0, F,=0,
@=C mittelst anderer Ungleichheiten beschrinken. Man
muss in Betracht nehmen, dass man verschiedene Systeme
von linearen Gleichungen fiir verschiedene der Null
nichtgleiche Determinanten 8, Ordnung schreiben kann.
Ausserdem kann man selbstverstindlich die Involutionsbe-
dingungen nicht schreiben auf Grund von Determi-
nanten 9. Ordnung, die wir bekommen, indem wir zum
Minor 8 Ordnung, der Null identisch ist. Horizontal-
reihen und je eine Vertikalreihe zuschreiben. Als Beispiel.
einer dhnlichen Determinante 8. Ordnung kann eine Determinante aller
Horizontalreihen, die erste ausgenommen, und der Vertikalreihen 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 10. dienen., Endlich muss man auch bemerken, dass die
Nullgleichheit der Involutionsbedingungen der Null-
ungleichheit cines entsprechend gew#dahlten Minors
nicht widersprechen darf Z. B. fiihrt die Nullungleichheit jeder
Determinante 8. Ordnung von den Elementen aller Horizontalreihen,
eine von drei letzten ausgenommen, und der Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 10 zu den drei verschiedenen Gestalten der Systeme von 5
linearen Gleichungen 1. Ordnung, von denen je zwei der Nullungleichheit
des entsprechenden Minors 8. Ordnung widersprechen werden. Diese
Gesetzmiassigkeiten kann man fir die Systeme von
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehr unbe-
kannten Funktionen von drei und mehr unabhingigen
Variabeln beniitzen.

(8)
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Eine von Null verschiedene Determinante 8. Ordnung der Elemente
aller Horizontalreilien der Matrix (7), die letzte ausgenommen, und der

Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4, b, 8, ]0 12, 13 fiihrt zu den folgenden
Beschrinkungen fiir die Glelchungen F =0, Fy=0, &=C:

F, P @ (FvFa;@
F,F, 2'1,Pe:p"/] P1,p
1 D 12 ‘2) 0; 2 &2 2 2) 1 1 0 12
) (P3’P3 + ) (EJF2)@) D F, F,, @) + a2
Py D P's \Pes 1. D1

und erlaubt folgende 5 lineare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung
der partiellen Integrale @, =C,... autzuschrelben

0 ad
(PsPs)a. +(P3P2) "f‘(Ps 3)

o0
(1’31’3) + (1’31’2) + @’21’3)0 =0
o0 o0
(}73}"3) +@3P1)—+@1P3)a; =0 13)

aa‘)
(pap‘a) + (v’ pl) — + (p: 1’3) =0

(p3 Pla) dixs + (2 xa] + [ Ps]

wobei: (l@ o0 8@ D ,

d—%=a+— s + P

so dass das letzte System nur 4 unteremander unabhingige Integrale
0,=C,,.. 0,=C, geben kann.

Indem wir in den Ungleichheiten (12) p, und p‘y mit p, und p’,
und umgekehrt vertauschen, und p, und p‘, unverindert lassen,
oder indem wir in dieser neuen Vertauschung p, und p’y mit p, und p*,
und umgekehrt tauschen und p, und p’; unverindert lassen, kann man
statt (13) folgende 2 Systeme von lmealen Glelchungen niederschreiben.

(?’2 plg) a,; + (P‘g 271) 0 (Pl Pz) 1
D 0D ,
(s 2's) (,,—, + (p’zpl)— + (0" 2s) a_p‘, =0
. oD
(P2 p 2) + (»* 21’3) + (s ps) Py =01
Ve

oD
: PRI ‘ —
(p: 2'9) 5—‘}"3 + (9% s) op, + (p's 23) 3__1"2 0

, . 4D . o0 oD
(sz’z)’d—% +[P2%]0_P; +[x2Ps]E =0
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oder

8D Qj
(P p 1) + @' P:) + (ps P1) =0
@
(plpl) +(191P2)_+(1’2P1) =0
¢ ')—‘Zj @ 2) 2+ pp) 22 =0
P ¥y 3P3+ P11 Ps op, Ps P1 apll——
., 00 , .00 . o0
(P1P1)F+@1Pa)“+@sp1)—‘7=0

Cpl.pl)dw +[p1901] +[1 1]

Das System von linearen Gleichungen zur Bestim-
mung von partiellen Integralen @, =C,,... so wie auch die
Beschrinkungen fiir die Gleichungen F, =0, F,=0,0=C
werden bedeutend einfacher, wenn das gegebene System
eine oder mehrere Ableitungen p,, p,,... p; nicht enthilt.

Z. B. enthilt das- gegebene System die Ableitung p’; nicht, so
bekommen wir die Bestimmung der partiellen Integrale, welche die
Variable p’; nicht enthalten, bei folgenden Ungleichheiten :

FUF)#:O 2

(PL Py )y (P P2 Pla)| 0
P’y Py

1
) D (P, 1 P's)s (7'y P2 D)

b

vom System von nur 4 linearen Gleichungen

@21’3) + (ps Pz) + (1721’2)

@
(Pﬂps) +(P3P1) +(P1 2)——=0

Qj
(v Ps) ap, + (s ]’1) + (P p 2)

. dﬁ .
@EPS)‘ES + [ps xs]ﬁ-i-[xsps]@zo,

und bei den Ungleichheiten:
F,, F,

1) D
Pes P

)=i='0: 2) (ppps) 05 3) P peps) F 0,

oder

F,F , ) ,
1>D(—‘ ,")*0; 2) (py P's o) 05 3) (' ps #4) F 0,
PP
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vom System

(py 2) + (p’ 9?3 + (Ps Pz) =0
( + + a‘p —0‘
Psz)a 7 Papl) (I’sf’z)ap‘ =
oD
(I’z?s) + (172171) '|' (» ps) 6? =0

@2pz)dx + (¢’ 2] +[2P2]64=0J

oder

o0 6(15
2 Z’x)?"‘(}’lpz) +(P2 'P1) =0

oD o0
(1’1]’1)3 ’ +(P1P2)—+(192P1)ap‘ =0

,,00 . 00 adﬁ
@1?1)6_""(1’1173)6 +(1’sP1) =0

(PxPl)dx +[’P1x1] +[1P1]64 =OJ.

Um das System von 2 nichtlinearen Gleichungen
mit 2 unbekannten Funktionen £z mit 4 unabhingigen
Variablen x, x,, x5, 2,

Fi (2, @y, 2, 2 pro 94 97 P)=0 (=12
zu integrieren, bilden wir eine entsprechende Matrix mit 12 horizon-
talen und 21 vertikalen Reihen und nehmen die der Null gleiche Deter-
minante 12 Ordnung. Indem wir eine von Null verschiedene Determi-
nante 11. Ordnung, die zu den Beschrinkungen vom Typus:
Fy, F F,F,, D
) + ) P2:D 2, P3 +
(Pz Peps)s (D'apsp'y)
(P2 2's Ps)y (22595

fithrt, bilden, bekommen wir das folgende System von nur 7 linearen
Gleichungen zur Bestimmung von @, = (...

(14)
40

Y APV JNU T B
(P4P4)@+(P4Ps)a—'+@5?4)a_t— (15)

Y] oD
(P;P';)a_ + @4?3)_+ (ps 2s) op . =0
'Ps
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oD

(pgm) +(p4ps)—+(pzp4)6pl=0
00

@4?4)—‘1‘(2"4’?3 +(P2P4)a. =0

6 [ a 4
(74 P‘4)5}7‘ +(P‘4P1)a_"+(1711’4)a—4 =

oD 8@
(py 2') 71— o, + (p's Pl) + (24 1’4) =0

@41)4)dm +[P4 1] +[1 4]64"'_'

Man kann analog Systeme bllden, in welchen die letzte Gleichung
totale Ableitungen in x,, Z;, :c4 enthalten wird. Die Ungleichheiten (14)
kann man durch andere nur 2 Ungleichheiten, z. B. von der Form:

1) D(FI’F>4:0 2) D(ﬁ F’” Qj):#
Py Ps

tauschen ; dann bekommen wir ein System von 10 nichtlinearen Glei-
chungen, von denen 3 von anderen 7 abhingig werden; es eriibrigt
dann diese nichtlineare Gleichungen auf ein System 'von linearen
Gleichungen mittelst algebraischer Gleichungen zu iiberfithren, so wie es
schon frither fiir den Fall der Systeme von zwei Funktionen mit 2
und 3 Argumenten gewesen,

Um das System der Gleichungen mit 3 unbekannten
Funktionen 222 der 8 unabhingigen Variablen =, a,, @,

Fi(xy, 2y, 5. 2,2',2", py, pe Dby 2'1,0%,9%, 0", p's, 2Y) =0 (:=1,2,3)
zu integrieren, nehmen wir 8 nullgleiche Determinanten 12 Ordnung
von einer Matrix mit 12 horizontalen und 19 vertikalen Reihen. Indem

wir eine von Null verschiedene Determinante 11. Ordnung wihlen,
welche z. B. zur Ungleichheit

K, F,
1 Ly Py, £ )
) D D3, 0's; P +0
(@' 0" 059’5 )s (P2 050”5 0y) +0
(Pe 0" s 13 2's)y (P20's P"'s P3)
fithrt, so sind wir dann sicher, dass eine von 8 entsprechenden Deter-
minanten der Null identisch gleich ist, wihrend di¢ anderen zur Be-
rechnung von partiellen Integralen @, = C,,... eines folgenden Systems
von 7 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion @ :

2) (9% s ') (py 2 2" ") +

. 0D 80
(@5 p"s p*3) 5173 + (p; 2": "'y) “r +

0D
+(p8 PaP 2)6 u +(P3p sPs)a 7] =0
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(1’31’3?2) +(p3p‘ap +

ap ls

i Fi aQ a4 [ ?9‘__
‘l'(ps_PsPs)@"’@sPaPs)ap,g*-o
Y Y
(Pspai”z) +(P31’2P 3)6‘ +

¢ a@ 4 4 a@
+(P32’3P2)m’ +(P3P'3Ps)% =0

u 00 ad
(P’s 2% p") ‘E + (s p"1 p"s) 6_' +

=0

1] a0
+ (95 25 2 1)0 z + (ps p' sPs)a )

20 . oD
(Psl’ 31’1) +(I"31’1Psa—f +
P 3
¢ 4 6® 44 4 @_
+-(p3.p3_p1)apus +(.p3p SP}})apl] _O
o0 w. 09
(r's p' 31’1) +(P3P1.‘P 3)6‘ -+
i a@ 4 ¢ a¢__._
+ (03 p's 1) E'F(Psp ”’3)617,_0

00 . o0
[Psl’sxl] +[P'3P3m1]ap: +

4 d dQ
+ [Pspswl]a @ t (psp aPs)%l‘—— 0
fithren.
Analog bekommt man Systeme, vo ‘die letzte Gleichung totale
Ableltungen in z; oder wx, enthalten wird.
Wihlen wir eine andere von Null verschiedene Determinante 11
Ordnung, z, B. gleich dem Produkt:
(1 11 "1 - (01 9’1 91 28,
wobei es :

1) (p, 2,20 F 05 2) (p, 9"y 2”1 2) F 0,

sein muss, dann bekommen wir ein System von 8 nichtlinearen Glei-
chungen von der Form:

@ A+p, B+y, C=0
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oM+ N+ 3, Ftow, Q=0 a, M+ N+e¢, P+ d, Q+e B=0
M+ Y, N+ 4, P40, Q=0 ag Mt by N4 cyg P+ dy Q+ey ¢ =0
s M+ Y, N+ 2 P+ o, Q=0 ayM+ b N+oeg P+dy Q+e; T=0

WO Oy @;yee Gypeee A, T die funktionellen Determinanten 4. Ordnung
bedeuten. Diese Gleichungen muss man auf das System von 7 linearen
Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer unbekannten
Funktion @ reduzieren.

Das Gleichungssystem:
fi@yzp e oy, 2, 0,¢)=0, (=1,2) (16)

wo die unbekannte Funktion z von zwei Argumenten x,
y abhingt und die andere unbekannte 2’ eine Funktion
der zwel anderen unbekannten variablen 2z, y ist,
kann man analog betrachten wie jenen Teilfall des Systems:

Fi(z, y, «, .’9‘, %0 m 9 s ql; n, #, ', ') = 0 17

mit zwei unbekannten Funktionen z und §, jede von 4
unabhingigen variablen z,y,« y' abhingig, wenn wir

9o o _or_ . oF_0F_oF _oF_
ox' oy ox oy ' ap' 08¢ om  dx '
WO :

0z . 0z g . 0

?— %,,.. q = -a?, n = ax,... n = 7

Die Matrix des Systems (16) bildet jenen speziellen Fall der

Matrix fiir das schon behandelte System (17), wenn wir entsprechende
Elemente gleich Null setzen.

bedeuten.

Als Resultat, wenn wir z. B.
1 D .fl) f2 0; 9 .D (fl)fg) tp) O t:
) (pl, pl ) :#: ) P, Pl, ql :i: 2 s€ Zen)

bekommen wir zur Integration der Gleichungen (16) folgendes System
von 3 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion ¢, indem
wir zum System (16) die Gleichungen zurechnen:

® (29,20 ¢ =y, 0 ¢) = Const.
9 4 o2 o _

(29 w T (r ) 3 +@Gw el
.09 0P 9 _

@95, + @) ag T 1P 55=0

‘o a9, . 09 . 200 N nap
('] + [g'yD 5, + [ pln+ [y ol 5.+ 08) g+ (9) =10
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Fiir die Beschrinkungen

2 ()s0n 00 () vo

bekommen wir:
. 099 (g0 09 _

4 a_(p_ la;p llai=
(q q)ap.+(qp)aq,+(p ‘”ag 0

3 3. « 0 , . d , d
(lew] =las) 50+ o915+ 9150+ @D g, + @ 0g =0

Analog kénnen wir andere Systeme von Gleichuugen
mit unbekannten Funktionen 2z 2z, u. s. w. mit verschie-
h 3 . ot 4 ;
denen unbekannten Fanktionen:a,, x,, x;,..; °,, o'y, 2, W.5. W.
betrachten.

XVII. Die ersten Arbeiten iiber das Integrieren der Gleichungen

mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer uubekannten Funktion z
stammen von Euler, welcher die Bedingung:

w0, 0 0 ae)

9y = oz ox 02 ¥
aufgestellt hat, damit der Ausdruck:
dz=pdax +g¢dy (19)

ein totales Differentiale sei, wenn p und ¢ als Funktionen von z, y, 2,
durch die zum Integrieren gegebene Gleichung

F (z, D g = O) (20)

gebunden sind, und stellte die Aufgabe auf, die Integration einer Glei-
chung mit partiellen Ableitungen (20) auf die Integration eines Systems
von gewdhnlichen Differentialgleichungen zu tiberfilbren. Lagrange hat
das umgekehrte Theorem bewiesen, dass die Formel (19) eine Glei-
chung mit totalen Differentialen bestimmt, falls die Variable ¢ (x,y, 2)
die Eulersche Bedingung (18) erfiillt, Charpit hat als erster die
Methode zur Bestimmung einer zweiten Gleichung

@ (x,y,2 p,q) = 0 angegeben, (21)

um aus dem System (20), (21), zwei Funktionen p (x,y,2) und ¢ (z,y,2)
zu bestimmen, und zwar: man muss ein partielles Integral @, =
einer linearen Gleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung

(22)
11 8D 09 o0 o0
PE“I' Q@‘f‘(PP"FQQ)a—Z_ (X +PZ),@“(Y+ QZ)ﬁ:O

1

bekommen, oder anders — ein Integral des Systemes von entsprechenden
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gowthnlichen Ditferentialgleichungen finden, wobei X, ¥,.. @ partiells
Ableitungen der gegebenen Funktion F in =z, y,... ¢ bedeuten. Die
Charpitsche Methode, die Gleichung (22) zu bekommen,
erfordert die Ungleichheit: iy
F, 0
p(Z%) %o
»q *

Jacobi hat zwei, fiir die Strenge der Charpit'schen Methode nétige
Umkehrungstheoreme bewiesen. Lagrange hat dann spezielle Fille der
Gleichung {20) untersucht, die Resultate der noch nichtgedruckten Char-
pit'schen Arbeit wiederholt uud ist mittelst einer mehr komplizierten
Weise zum Auffinden der Charpit'schen Gleichung (22) gelangt. Diese
Gleichung (22) bleibt auch in allen spiteren Integra-
tionsmethoden der nichtlinearen Gleichungen (20): in
der Cauchy'schen, Jacobi'schen u. a. Methoden dieselbe.
Die Charpit'sche Methode kann auch fiir das System von
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehreren un-
bekannten Funktionen 2z 2. verallgemeinert werden,
falls die gegebenen Gleichungen nicht'alle Ableitungen
der unbekannten Funktionen 2, z/,... in unabhingigen Va-
riablen z, y besitzen. Schliesslich bekommt man eine
Verallgemeinerung der Charpit'schen Gleichung (22) fiir
einige unbekannte Funktionen; diese verallgemeinerten
Gleichungen werden eben die Gleichungen, welche wir
in fritheren Abschnitten als Resultat der Verallgemei-
nerung der Jacobi'schen Methode fiir die Gleichungen
mit mehreren unbekannten Funktionen bekommen haben.

Es geniigt, wenn wir das System von nichtlinearen Gleichungen

Fi (=, Y, % 2, 29, p,9) = 0 (t=1, 2) (23)
untersuchen, Um 4 Funktionen
?(x,9,%2), ¢ (x,y,272), p' (2,¥,22), ¢ (x,y,2 2), z2u finden, (24)

welche das Bestimmen der unbekannten Funktionen z, 2/ mittelst der
Quadratur von 3 Gleichheiten

dz=pda+qdy; dz'=p'dx + ¢’ dy, gestatten werden, (25)

indem wir die Verallgemeinerung der Eulerschen Bedingungen

o o 0 , 9% 09 . 09 . (26)
FIA =R Sir =L Sl e e L
o o 0w of o
oy Tl T ot T T Pl
oder anders:
dp _dq  dp' -dg’ .. (26%)
@——%, d—y*— e élf‘ullen,

zu finden,
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muss man zwei neue Gleichungen von der Form:
D (x,y,2 Z.',p, 9 »*,99=0 finden, @7
welche zusammen mit den Gleichungen (23) die Funktionen (24), die

die Bedingungen (26) erfiillen, bestimmen.

Bei Behaltung unserer gewdhnlichen Bezeichnungen gibt das
Differenzieren der Gleichungen (23), (27) in Bezug auf (26):

. 4 ! d_g. dl ,4dp' :d,pl
Xl+le+ Zl_P +Rdw+Qldy+R%+QlEy_= 0

80 ,, 80 dp

oD oD , o0dp | aBdp' | o dp'
5;+%p+_‘p+§dx bl S g =

= — 2 —
og dy ~ Op'dx  9¢'dy (28)

- . 4ot A _‘izl d_q _ld.pl ] dgl

o0 b o0 , o0 dp  oBdp , 3D dp' aBdg’
gt Rl Tl Y ay e ay Yapay Yagay =

Enthilt das System (23) z.B. die Ableitung ¢’ nicht, dann miissen
wir auch die Gleichung (27) suchen, welche diese Ableitung ¢, g—g =0
q

nicht enthilt, um einer von den ersten verallgemeinerten Euler'schen
Bedingungen (25) geniige zu leisten und mittelst der Quadratur die
unbekannte Funktion z von der ersten Gleichheit (25) zu bestimmen.
Wird die Ungleichheit
F,F, @
D —1’—2—;*) 0 erfiillt
g o /O ST

welche die Charpit’sche Ungleichheit verallgemeinert, dann bekommt
man auf Grund von Elimination von 5 unbekannten dﬁ, dﬁ, dl, d_fi, ﬂ

da’ dy’ da’ dy’ dy
in 6 linearen Gleichungen eine solche lineare Gleichung 1. Ordnung
zur Bestimmung der Fuuktion @, welche die lineare Charpit'sche

Gleichung (22):
o0 @ 80 o, ira 0D
@' oy @) 5 p @D+ ) H P DT+

] oD 29)

0D 8 , .
+[xp]@+{[pw]+[qy]} @F+[yp]5=0 verallgemeinert. (

Es ist eben die Gleichung, welche wir im Abschnitt IIT des Teiles
I durch die Verallgemeinerung der Jacobi’schen Integrationsmethode
bekommen haben. Analog bekominen wir auch andere, im angetfithrten



2%.

Abschnitte erhaltene “lineare Gleichungen, wenn das System (23) eine:
von anderen Ableitungen p‘, ¢, p') nicht enthilt.

Nachdem wir ein partietllles Integral @, = C, gefunden und auf
Grund. des gegebenen Systems F, = 0, F; =0 die Variable p‘ eliminiert
haben, finden wir p (x, y, 2, 2’» und ¢’ (z, ¥, z, 2’} und gelangen mittelst
einer Quadratur zur Relation

z2= @ (x, Y 2!, 01! 02)’

dapn fiuhrt die Substitution des Gliedes fiir z in eine von den Glei-
chungen F, =0; F, = 0 zur Integration ‘der Gleichung 1. Ordnung mit
einer unbekannten Funktion z. Nachdem wir zwei Integrale @, = (|,
@, = C; gefunden und die Ableitungen p,q, p’ mit der Hilfe der
Gleichungen. ¥, =0, F, =0, eliminiert haben, bekommen wir

P (®,y, %2, Cp, Co) = 0.

Man kénute die Gleichung (29) und analoge andere Gleichungen
auch auf einem anderen Wege bekommen, indem wir p,q,p’ ¢' als
Funktionen von 4 von einander unabhingigen Variablen «, y, 2z, 2/
betrachten, Dann bekommen wir mittelst der Differentiation in ux,y,z,2*
statt des Systemes (28):

. ?ﬂ QSL ,:% .,a_g‘_ ?_(_D ?ggl‘__
Xit Ry + Qg B+ QG =0 gt ¥ ghigy = 0
. pop g ,0p’ Oy _ . 09 o9 oq’
i+ P-4+ Q-+ A+ Q' =0 —+ ..+ ==
9y By oy oy oy 0g' oy (30)
Zit Bl 4 QoL+ Bl Qg =0 L r =0

LR 0% gD .00 . 00 0Pog" _
Zx + anz; + Qlazd +F1 6Z‘+ Ql ‘*01 62‘+ 39‘32‘_

8z’

Ist Q‘=0Q,'= g-?, =0, dann fiihrt die Substitution der Ausdriicke
g op !
%,.“ a_z‘,
den Bedingungen (26) zur linearen Gleichung (29).

Man kann das System von linearen Gleichungen

asp+big+ai'p'+ g+ =0 (f=12) “(31)

wo ai.. ¢ die Funktionen von a,7,2,2 sind, manchmal
auf das System von linearen Gleichungen iiberfiihren,
welche eine von den Ableitungen p,q,p, ¢’ nicht ent-

0.

die vom System (30) gefunden wurden, in die erste von

1) Die Bezeichnungen z, y, 2, 2’ statt x;, ay, 2, z, habe ich in den
Abschnitten III, IV des I. Teiles eingefiihrt, sowie auch entsprechende
Gleichungen in § 81 Ch. X meines Buches ,Equations différentielles,
livre 2, Leningrad, 193+ aufgeschrieben,
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halten, und auf ‘eine in diesem Abschnitte dargestellte
Weise integrieren. Zu diesem Zwecke fithren wir neue Funktio-
nen { und {‘ ein, welche mit den fritheren durch die Transformations-

formeln
z=f(xy,5); &' =Ff (2,9, §) gebunden sind.

Dann ist: af af af o 8f af*
A T A LR Sl vt Sl T A

wobet : o, __of, ,HB_C’_ 3@'
iy o' Tt Ty

Dann bekommt die Gleichung (31) die Gestalt:
( f+alaf n+( +“‘a§') +(l Y45 )x+

0%
07‘ L AL S L/ S
+(60§‘ ) +a 1 + 4 by law+bl ay+"1—0.

Sollte die Gleichung z B, die Ableitung #' nicht enthalten, so muss

of ;.0 . (32)
0§'+b 8{." =0 sein,
und das gibt

byt by =b,' by (33)

das fiihrt zur algebraischen Relation, welche die Transformationsformeln
J und f* mit einander verbindet:

Q [w) yaf(x; Y, é', g))f’ (x, Y, g,- l)] =0, (34)

Eine Funktion f* driickt sich durch die andere f mittelst von (34)
aus, und die zweite wird mittelst der Integration der homogenen Glei-
chung (32) mit einer unbekannten f gefunden.

Beispiel.
Fi=xq+tap'—2'=0; F=xp+ 2yq—2=0
Die Gleichung (29) hat die Gestalt:

204 22 y6—+ @ p+ 20y

8P o0 0P
+ @' + 21‘1/1)?—’-395?*- 2 ’2—~0

Wir haben zwei partielle Integrale, die die Ableitung ¢/ nicht
enthalten:

1 =xq=0y; O, =g
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Mit Hilfe der Gleichung F, = 0 finden wir xz = (] y + C, z* und
die Gleichung F, =0 gibt mit Hilfe von @, = (|, 7' = xp’+ C,; dann

bekommen wir das totale Integral:
xz=Cy+ Cya?; 2’=C, + Cyx+ C, zy.

Man kkonnte die zweite gegebene Gleichung abgesondert integrieren
und auf diese Weise dieses totale Integral bekommen.

XVIII, In frilberen Abschnitten wurde die Verallgemeinerung der
Jacobi’schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung, der Darboux’schen Methode filr die nichtlinearen Gleichungen
2. Ordnuung, und zuletzt der Charpit-Lagrange’schen Methode fiir die
nichtlinearen Gleichungen 1. Ordnung dargestellt. Wir gehen nun
zur Integration der linearen Gleichungen 1. Ordnung
iiber,

Die einzige Integrationsmethode solcher Gleichungen ist die Ham-
burger'sche Methode. Im Abschnitt I. des I, Teiles wurde das System
der linearen Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion
tiir den Fall, wenn gegebene Gleichungen homogen sind und wenn die
Hamburger’schen Formeln nicht angewandt werden konnen, vorgefiihrt,
Im Abschnitt I. des I. Teiles meiner Arbeit: ,Die Grundformeln
der Integrationsmethode..* Kyjiv, 1931 habe ich die algebra-
ischen Bedingungen, die die Hamburger'schen Bedingungen fiir homo-
gene Gleichungen vertraten, angefithrt und eine Methode dargestellt zum
Finden von partiellen und totalen Integralen fiir die in Jacobi'schen
Determinanten linearen Gleichungen mit 2 und 3 Funktionen und einer
beliebigen Zahl unabhingiger Variablen, wenn die algebraischen Ham-
burger'schen Bedingungen keinen Platz finden.

Die Hamburger'sche Methode beschrinkt die gegebenen Gleichun-
gen miltelst einer Reihe von algebraischen und differentiellen Bedin-
gungen fiir die Koeftizienten, so wie auch die Gestalt des Integrales,
welches die Form:

@ (Uy, Uy wetim) = 0; WY (V,,Vp. V) = 03 ...,
haben muss,

wo @, ,.. beliebige Funktionen von wu;,.. um; ¥y. ¥m, welche
ausgerechnete Funktionen der abhingigen Variablen 2z, #.. und
unabhingigen x,, x,,... zn sind, bedeuten. Die Hamburger'sche Methode.
griindet sich auf das Erlernen von Relationen zwischen den Gleichungs-
koeffizienten, welche bei der Differentiation der Gleichungen (34) in
24,00 2 Buftreten. Wir behandeln weiter eine Methode der
Integration von linearen Gleichungen, fir welche die
Form des Integrales lediglich dureh die Moglichkeit
der Autlosung imBezug auf die unbekannten Funktionen
z,2'... beschrankt wird. Diese Methode erfordert dieselbe
Zahl (n—1)(m—2) der algebraischen Bedingungen fiir 2
unbekannte Funktionen der m Argumente, wie die Ham-
burgersche Methode, doch sind jene Bedingungen andere
als die Hamburgerschen und werden dann angewendet,
wenn diec Hamburger'sche Methode zur Integration un-
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tauglich ist Diese Methode erlaubt allgemeine totale und partielle
Integrale aufzufinden, ist ebenso giiltig fiir homogene, wie auch fiir
nichthomogene Gleichungen, anders wie bei der Hamburger'schen Me-
thode, welche fiir die homogenen Gleichungen versagt. Diese Methode
ist auch dann giiltig, wenn eine Gleichung solche Ableitungen, die in
der anderen Gleichung vorkommen, nicht enthilt d. b. auch fiir solche
Gleichungen, fiir welche unméglich ist, die charakteristische Hambur-
ger'sche Gleichung zn bilden und seine Integrationsmethode zu ge-
brauchen, Diese Methode erheischt keine algebraischen Bedingungen
fir die Kosffizienten der Gleichungen mit n unbekannten Funktionen
von nur zwei Argumenten wie in der Hamburger'schen Methode.

Fiir ein System von Gleichungen mit 2 Funktionen
z,2" von 2 Argumenten x,y:

aip+lig+a’p’ + 8¢ + =0, (=1,2) (35)
muss man das Integral in der Gestalt von endlichen Gleichungen
F (z,4,2,2) =0} Fy(x,y,272) =0, (36)

welche die unbekannten Funktionen z(x,y) und 2‘(x,y) bestimmen,
tinden, Wird eine von den Gleichungen (36) z. B. in 2z’ aufgeldst, dann
schreiben wir:

2= w(x,y,2) 87y

und die Einfithrung des Ausdruckes (37) in die Gleichung (36} gibt
Ji(x,y,2) =0 und f, (x,y,2) =0 zur Berechnung von z= ¢, (z,9),
2 == @, (x, y). Nehmen wir an, dass die Funktion @ (x,y,2z) bekannt ist,
so bekommen wir:

=0 to;p; =0, + a9,
wo
dw dw dw

1 = o Y2 T B’ Ws = 2.
Die Substitution in die gegebenen Gleichungen (35) gibt:
(a, + a'y wy)p + (b, + 8, w3)q + (0, 0, + V', w3 +¢,) =0 (38)
(as + a's ) p+(by + V5 05) ¢ + (a'y 0, + Vywy +¢,)=0

Die Gleichungen (38) miissen dquivalent unter einander sein und
sie bestimmen die Funktion z(z,y) mit Hilfe der Integrierung einer
linearen Gleichung mit einer unbekannten Funktion z. Wir bekommen:

a+aywg b+ 0, oo, +b o+ ¢ (39)
a, + a'y wy; by + Wy  ayw + byt

Indem wir die Bezeichungen
é
a’y ¥y

4
a'y b
al bl 4

P

. 07 . o gt
; (a'b)= ay by 770 einfithren,

(a'b) =
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bekommen wir aus der Gleichheit der ersten zwei Beziehungen (39):
Y] dw\® ‘ o 0@
@ 89 (Z2) 4 @) + @191 22 4 (aty =0, (40)

und aus der Gleichheit der letzten und ersten Beziehung, oder der
letzten und der zweiten :

(1) 22 4 [(a¥) + (@' V) a]%’ Flao+@ga]=0 #1)

tij
[(ba?) +(ba )a]%%-{- (564 é’ F b+ M) =0, (414
wobei o eine von den Autldsungen der Gleichung (40):
88—;0=q(x, ¥, 2, @) darstellt, (409

Ist das System der linearen Gleichung (40°) und einer der Glei-
chungen (41%, (41*) integrierbar, dann konnen wir die Funktion @
finden. Die Substitution der Ausdriicke w, w,, w,, @, in die Gleichung
(38) ftithrt zur linearen Gleichung 1. Ordnung von der Form:

42 % L o—o
ox oy
zur Bestimmung der Funktion z (x, y).
Beispiel:
2qg—9'=0; @y+Pp—yp'+yz=0

Die Hamburger'sche Methode findet hier keine Anwendung. Die qua-
dratische Gleichung (40) ist:

(ac - —(Zg) (acy + I—ya(,)—(:) = 0.

Die erste Auflgsung gibt mit den Gleichungen (41¢), (41*):
bo__ .. 00
oz oy

wobel @ (x) eine beliebige Funktion ist, Die Einfiihrung der Funktiou
#' = w(x,y,2) in die Gleichungen des gegebenen Systems gibt

=0; w=xzz+9¢(x),

% fd—q) = (0 und fiilhrt zum alloemeinen Integral des gegebenen
Systems :

=y p@)+Y@); =@y + Do +zv@),
wo ¥ (y) auch eine beliebige Funktion ist. Die zweite Auflosung gibt
‘mit den Gleichungen (41‘), (41%)
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dw __
9z

L a—w=2; 0=z +f7+ W(y)

und fithrt zu einer anderen Gestalt des allgemeinen Integrales:

e=ylp@)+TW); =@y + Do —zyT(y),

welches in die erste Gestalt iibergeht, wenn wir die beliebige Funktion
des y mittelst der Formel

Wy) = —y T(y) bestimmen,

Fiir das System der Gleichungen mit zwei Funktio-
nen 2,z der 3 unabhingigen Variablen x,,x,,x,,
Qi Py + agi Py + agips + a'iip'y +dbipy +abips +5i=0, (=12
bei der’Bezeichnung
® fe 0, = e
T’ Tt s

(k=1,2,3),

bekommen wir analog

i & [
tyy + o'y @ _ %21 + a'y; @, _ % + a0,
7 — 7 VI -
o+ @'y Wy gy + @9 By dgg 1 Al 0y (42)

4 i L

_ @1 0y a0 +als, @ + b
4 ¢ ¢
a'yg Wy F 'y @y + 0’y 5 + by

Auf Grund von Bezeichnungen

4 4 :
Ayy Tgy

4 al
A1y Qo

4
ayy gy |,

. 73 .a’ —
(@ 05) ayp tlag |’

(a'y d’y) =

bekommen wir aus ersten zwei Beziehungen (42):

(a'ya'y) 2 + [(a, a'y) + (a'y a,) J o, + (ag0,) =0
(e’ als) w2+ [(a, a‘s) A (') ag)] 0y + (24 tg) = 0,
und das fithrt zur algebraischen Bedingung fiir die Koéffizienten
fa’y a'y), (a, a’y) + (a"l as), (a1.02 )f'. 0
0, ‘ (a’y a’y), (ag a'y),+(a"1dy), (a) ag)
(a’y a'y); (a a'y) T (a aa)z; (ay ag), 0
0 (a'y a's), (a; a's)+ (a'y ay), (a, ag)

=0 (43)

und zur ersten linearen .Gleichung zur Bestimmung der Funktion
© (x5, 2y, X9y 2)
dw (44)

a_z= a (xl‘a Ly, Ly 2, w),
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WO
l (a, ay), (o' a'y)
(ay a3), (a') a'y)

= .

(a’y a',), (ay a’y) +- (a'y ay)
(a'y a'y), (ay a'y) + (a'; ag)

Die Gleichheit der letzten Beziehung (42) mit einer vorangehen-
den fithrt zur zweiten linearen Gleichung zur Bestimmung der Funktion w:

, 0w , . dw
(“1“1)371+[(“1“2)+“1“’)“]a?2+ (45%)
[l a'y) + (0 @'y @] 5o + 0y )+ (a4 ) @ =0
3

9 L\ 0 45
[(a, a'y) + (a'; a')) @] 6_:(;)1 1 (az a'y) 6‘_::, + (5%

)
+ [(aya'y) + (ay a'y) @] 6_:,,—,_ (a3 b) +(¢'y D) a=0

[(ay @) + (@' a') @] 2 + [(ay a'y) + (@' ) o] 3 + (45)
1 2

+ (ay a'y) f,% + (a5 8) + (a%y by a =0,

Auf Grund der Bestimmung der Funktion @ aus der Gleichung
(44) und einer von den Gleichungen (45%), (456*), (45“‘), kommen wir
nach der Durchtiihrung der Substitution z= @ in eine beliebige von
den gegebenen Gleichungen zur Integration der Gleichung von der Form

9z gz 0z
A1E+AS{E+A3M+A—-O

zwecks Bestimmung der Funktion z (z;, x,, ;).

Beispiel:
@y 2 Py + By Py — 4y Py — 2 2 Py =0
@y (05 — Ty Xg) Py — (%5 — 3 X)) p'y + Ty (w2 —2) =10
Die erste der quadratischen Gleichungen fir w, wird identisch

erfiillt; es gibt also auch .die algebraische Bedingung fiir die Koéfti-
zienten. Die zweite G]eich&ng wird ;

Zy 0, — (2 23 + 25} 0, + 2y 2 =0,
Fir die Losung w, =2z, aus den Gleichungen (45‘) — (45), von
welchen die ersten zwei identisch erfiillt werdsn, haben wir:
dw

0w ’
= % (x4 @, wxs)ﬂl—:mz (0 — x,2)
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W=ay2z + (x5 — &y Ty) P(Xg,33),

wo ¢ eine beliebige Funktion ist. Das Einfilhren von 2= w in die
erste gegebene Gleichung gibt

0z dp
N “ dacy

und — indem wir mit ¢ die zweite beliehige Funktion bezeichnen —
bekommen wir das allgemeine Integral:

Z =&y @ (Lg,205) + W (g, @) 7 20 = xy Y (), Xy) + X5 P (T, T5).
Fiir das System von zwei unbekannten Funktionen
mit m Argumenten
m m m m
Baypit Saly p's+ 5, =05 Zoay pi+-2ayyp'i+ b, =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
bekommen wir nach der Elimination von wgpyy aus m—1 quadratischen

Gleichheiten m—2 algebraische Bedingungen fiir die Koéffizienten:

(a’ a‘y), (a, a'y) + (@) ag)? |(ay ay), (a*; a’y)
(a’y @'y, (ag ay) -+ (a’y 03)| T |(ay a3), (a’) a’y)

(a'y a's), (aya’y) + (a'yas)| |(4ya,), (a'ya’y)
(a'y a%s), (a, a%5) + (a’y a3)| * |(ay a5), (a’y a’5)

G=34...m

+

2

(a, ;) o’ a')+

[(a;a%) +(a*ya;)]=0,

so wie auch ein System von zwei linearen Gleichungen 1. Ordnung
fir die Bestimmung der Funktion w:
(a’y a'y), (a; a'y) + (a’y a3)
(a'y a’y), (a, a’x) +(a’; ax)

i (a, a*) (a’s a’y), (a; a'y) + (a’y ay)
1 (a’y a’y)y (ay ') + (a’; ax)

(a’y a'y), (@) a'y) + (a’; ay)

(a'y a’y); (ay a'y) + (a'y ax)

. a_"—’ — (a, a,), (a‘y a’y)
0z (@, o), (a'; a’y)

(ay a3), (@' a'y) | 0w +
(a, ax), (¢, a'y) |0

(o az), (‘1/1 a"g)
(ay av), (a'y a’x)

- +(all a%

i=1

+ (a, 1) + (a'; b) =0,

wo k& eine von den Zahlen j =3, 4,.. m bedentet. Die Funktion
z (... ¥w) finden wir durch das Integrieren der linearen Gleichung 1.
Ordnung, indem wir die gefundene Funktion 2= @ in eine von gege-
benen Gleichungen einsetzen.

Das System von n Gleichungen mit » unbekannten Funktionen
Zy e Zzn der m unabhidngigen @,.. xn reduziert sich zum System von
n—1 linearen Glelchungen mit n— 1 unbekannten Funktionen z,...
251 der m unabhingigen, falls entsprechende m — 2 Bedingungen fir
die Koéffizienten .erfiillt werden. Wir gehen nun zum System n — 2

3
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unbekannten Funktionen z,.. z,—2 bei neuen m — 2 Bedingungen fiir
-die Koéftizienten iiber und haben im allen

(n—1)(m—2)

Bedingungen fiir die Ko&ftizienten, um zur Integration einer linearen
‘Gleichung mit einer unbekannten Funktion z, zu gelangen, Die Inte-
grationsmethode erfordert keine algebraischen Bedingungen im Falle
von n Funktionen und 2 unabhéngigen Variablen x, .

Es geniigt die Detailformeln fiir das System von 3
Gleichungen mit 3 Funktionen gz 2,2 der zwei Argu-
mente x,¥:

aip + bi q + l.'{i‘-"p’ + bi‘ QI -+ ai“p“ + b.i” 9” + ¢ = 0 (i= 1, 2, 3)
-anzufithren,

Hitten wir eine von den .notwendigen Gleichungen des totalen
oder allgemeinen Integrals F(xz,y,z2 2/,2)=10 z: B, auf Bezug von 2“
aufgeldst, so dass " '
2=w (r,y,272),

-dann hitten wir
D=0+ ogp+ 0, p; gt =0y F w5 g+ 0.,
‘wobei : dw dw i 9w
w1=a?’ wﬁ___a’ ws =—6-;.’ Wy = %:.

Das Einsetzen der Funktion @ und der AB]eitungen p* ¢" in
-das gegebene System fiihrt dann zu den linearen Gleichungen mit zwei
unbekannten Funktionen z, z*:
(ait+ai"wg) p+ (b + & wg) ¢+ (0 + ai’ w,) p'
+ 4+ w,) ¢+ a0 + 5wy k=0,
Eine von diesen Gleichungen muss aus zwei anderen Gleichungen
folgen, und das fiihrt zur Nullgleichheit aller Determinanten 3. Ordnung
der Matrix:
‘alytatioy, Ve, o tatiey, b+bY e, atie + 0" o, +°1‘
a'y +asy, U+, aytatywg, bytb05, a0 0w,k .
aytatywy, by 180, a3+ atyoy, by, a%o, Hb Y0yt
Fiit die Nullgleichheit aller Determinanten -8, Ordnung ist es not-

wendig und geniigend, dass nur 3 Determinanten, der Unterdetermi-
nante 2, Ordnung zugeschrieben, null seien, Z. B wir bekommen aus den

Elementen der ersten zwei Vertikalreiben — bei der Bezeichnung:
i i i 74
a', b a, a’, ) a,
('l a) =|a'y Uy a,l|; (@'l a) = |a’y by ay |5..., —

‘ ‘ LR
|a's Vg ag aly Uy ay
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zuerst
(W'l @) + [(a'V" @) 4+ (@ ¥ )] 0, + (@b @) 0, + [(a' b a*') +

(@ 1a") 0,] @y =0
@V + [@V0) + (@ VO] w, + (0“4 ) P, + [(a'V 1) +

+ (30 a") 0] wg =0,
was eine Gleichung 3. Grades fir o,:
(a“ba), (a' D)

8
(a5 at), (@i by | @ T (46)
(@b a), (a*") (@' @) + (a* b a), (a" b o) | .
-+ { (CL' a’’ b‘), (al FRL b:) + [al bt Z)) + (au Xl b)’ (au b Ll) }("24 +

L @YD+ (@), (ot a b))

(@' 6“b) + (a” V' b), (o' b &)
(@' b a), (a' ¥ b)
(al au l)l), (a‘b“bl)

N (o' b a)’ (a: b b)
(a* " a’), (au b”b’)

s

..l_

=0

und eine lineare Gleichung 1. Ordnung

L@V a") + (o' a*) a] %—‘z" + (a'b' @) +[(a' b a) + (a" ¥ )] a +
+(a“la)a?=0

gibt, wo @ eine Liosung der kubischen Gleichung (46):

47

a .
37((4): @ (@, 2 2, @) Ist, (48)

und zweitens wir bekommen noch eine folgende lineare Gleichung zur
Bestimmung der Funktion w:

3w dw
Jat Ll “ll + a’ bll all = + (‘blb(‘ _|_ bl bllall al —
AtV att) 4 ¢ 2L e (G Va] 5t “9)
(@ )+ [(@ 1 Q) + (@b )] at (a5 c) a* =0,
Ist fiir eine von den Liosungen der Gleichung (46) das System
von 3 linearen Gleichungen (47), (48), (49) integrierbar, dann fithrt das
Einsetzen der gefundenen Fuunktion @ in das gegebene System zur

Integration ven zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten Funktio-
qen z, z, von der Form:

A,ip‘l' Big—[—A‘jp‘-}-Bliq'-’r Ci=0. (1:=1, 2) (50)
Beispiel:
—yp Y g =g+ #=0; 2azp—I+yp' + p" +22=0;
Crz+ 32 g9g—2yp’' —o' + 2p'=0,
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Die kubische Gleichung (46) wird dann:
20% —32y+ N +(6y*+6y+ N, —y Ryt +3y+ =0
Fitr die Auflosung @ =y haben wir lineare Gleichungen (47), (48),(49)-

ow , o 0w

- g0 o
=Y s oy TP0

und finden w=yz+4+y(x+y), wo 2z eine beliebige Funkt?éim von
u =+ y ist. Das Finsetzen der Ausdriicke fiir z*, p“, ¢* in das ge-
gebene System gibt zwei lineare Gleichungen (50) mit 2 unbekannten
Funktionen z, z‘:

2mzp——p‘+z2+§—z=0; (2ez+32%)q9g—q' + 2%-: 0.

Indem wir z' = Q (x,y, z) bezeichnen, bekommen wir quadratische
Gleichung (40):
2% —z(da + 32) 2y + 2222 (22 + 32)=0,
Fiir die Auflosung ¢ =2wxz geben die Gleichungen (40‘) und
41%), (41
d
—=2sn =2+ 2k Q0w b y@ry +yy),

wo 3 eine neue beliebige Funktion ist. Das Einsetzen der Ausdriicke
2', p%, ¢* in das System (50) gibt eine lineare Gleichung zam Bestimmen

der Funktion zu, z. 3 2% g—; = j—;’j — %, und wir bekommen

B=p@)+H) —x+y); =+ +r@+y);
=zylt+yp@)+T+ yxe+y),
wo @ die dritte beliebige Funktion ist.

Leningrad, 2. X. 1935,
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Nachtrag.

Die Integrationsmethode der linearen Gleichungen, wie sie im
letzten Abschnitte dargestellt wurde, bleibt richtig auch fiir die in Jaco-
bi'schen Determinanten linearen Gleichungen; die Koéffizienten der
algebraischen und Differential-hilfsgleichungen werden lediglich mit
neuen Kosffizienten, die leicht zu bestimmen sind, vertauscht.

Der Verfasser hat heuer in ,Comptes Rendus de ’Academie des
Sc. de I'URSS“ eine zweite Methode der Integrierung der in Jacobi’schen
Deterininanten linearen Gleichungen entwickelt, wobei es nicht nbtig
ist, ein System der linearen Hilfsgleichungen mit einer unbekannten
Funktion zu integrieren, sondern es geniige eine spezielle lineare Glei-
chung 1. Ordnung mit einer Funktion zu integrieren. Folgend, man
kann der Reihe nach jede von n Gleichungen des gegebenen Systems
mit den n unbekannten Funktionen z,..z, integrieren, Zuletzt es ist
nicht nitig die algebraischen Hilfsgleichungen n. Grades bei n unbe-
kannten Fuunktionen, wie in der letzten Methode und auch in der
Methode von Hamburger, aufzuldsen.

Um die Gleichung:

Ap+Bg+ O+ Ap'+ B¢ + D(py'—9p) =0, @
welche bei der Bedingung 4 B‘ — BA'=C(C'D ein allgemeines Integral
von der Form

uy (2,952, 2) = @ [ug (2. y, 2,29)] In
wo @ eine beliebige Funktion ist, besitzt, zu integrieren, filhven wir
die Bezeichnungen '

d (ugug) (uy, ug) 0 (u, 1),
g " s P G — €

ein, Dann bekommt man durch die Differentiation der Gleichheiten
u, (0, 1,22)=1¢,, u(x,y,22)=c
(z2)p+(x2)) =0, 299+ @2)=0,... (22)0(p¢'—qp)—(xy) =0
and statt (I) die Gleichung:
(x2)A + (yz)B—(22)C+ ) A’ + 2y B' —(xy) D =0. (III)

Andererseits bekommen wir durch die Elimination dz‘ aus den totalen
Differentialen

%&%4-%‘@ + ‘%dzq- %dz'= 0 (i~1,2)
(xz)dax + (yz')dy + (z2))dz =0, avy
Wenn wir also eine solche Funktion w, (#,y,2, 2*) finden, dass:
dz _dy  dz

4 B —C
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ist, dann ist fiir jede Funktion wug(x;y,22°) die Gleichheit (IV) der
Gleichheit:
(x2') A4-(y2)B—(22') C=10

dquivalent und statt (III) bekommt man:
() A4 (zy) B — (ey) D=0,

Wenn wir also die Funk§on wu, als ein partielles Iutegral einer
folgenden linearen Gleichung 1. Ordnung mit einer ubekannten Funktion

of of o _ (V}
Agy tB g —00=0

bestimmen, so bekommen wir w; als ein partielles Integral der linearen
Gleichung mit einer Funktion:

Y
du o ou
(A uy + Dum);ﬁ_— + (B, — Dun)a—;- — 4y, + B u”)a-z:O’
wobei :
du ou o
6_.7;’ Uy == a—y‘, Uy = 6—; bedeuten,
Die Variable 2/ wird in den Gleichungen (V) und (VI) parametrisch.
Man konnte auch w’, aus einer analogen Gleichung (V) bestimmen,
wobei A und B mit 4, B‘ vertauscht werden, und z in der Ableitung
bei C'in 2’ tibergeht; dann wird Glg. (VI) zur Bestimmung von wufy
entsprechend umgearbeitet,
Fiir die Gleichung mit zwei Funktionen 2, 2 von drei Argumen-
ten Lyy X9, X3 *
A;py+ Aypy + Agpy + O+ Ay py + A ply + Al p's + (VID)
+ Dy (s P's = PsPY) + Dy (py 0’y —p1 %) + Dy (i 0"y — o p') =0
geht die Gleichung (V), wenn wir das allgemeine Integral von der Form:

Uy (g, Xy, Xy, 2,27) == P [1g (1),...2°) 7 U (@1y0e 2]
suchen, in die Gleichung:

A,?i+A23—{+A I _ ¥ (VIILy

8 dxg 8z

iiber, und wir bekommen statt (VI):

‘ du du
(“11’““‘-_'1)2”1.“:’i"Dé’.""12)6E‘{"(A'z“14._D.*3“11‘|'D1"013)8—5732 + IX)

4 6"6 4 I 4 au
+ (4% vy — D, wyy +D2u“)0_903 — Ay + A2“12+A3U13)E =0,

wobei ou ou
U =1, ... u, = — bedeuten,
iz 9z
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Analog schreibt man lineare Hilfsgleichungen fiir zwei unbekannte
Funktionen mit beliebigen Argumenten z;.. au.
Fiir 3 unbekannte Funktionen z 2’2" — fiir z, B.zwei Argumente-
®,y — wenn wir
wg (eyz2'z)=c« (k=12,38)

betrachten und die Jacobi'schen Determinanten 3. Ordnung einfithren,.
geht die Gleichung:

AP_{_ BQ + O"I“ A'p"-l- qul -|-'A“p“ +-B'“?""+‘
+ D (00" =P )+ D (p 4= 29V + Dy (g’ — ' =0
in die Gleichung:
(wz'2") A +(yz'2*) B + zxz') A + (zy 2*) B!~ (z2' ) A +
+ (z2'yY B — (22'2") C — (zey) D, — (y2'x) Dy — (xy2') D, =0
iiber.

Drei totale Differentiale du, =0, duy=0, duy, =0 fithren zur
Bestimmung eines partiellen Integrals %, der Gleichung von der Form.
(V) mit den Parametern z‘z“ so wie auch zur Bestimmung eines
partiellen Integrals v, einer in den Jacobi’schen Determinanten linearen
Gleichung mit zwei unbekannten Funktionen wu, u, der Argumente
x4, 27,2 . Analog werden die Gleichungen mit 3 Funktionen der
3,... m Argumente integriert u. s, w.

Spezielle Falle: 1) Sind die Koéffizienten D gleich Null, dann
hat man den Fall der Integration der linearen Gleichungen 1, Ordnung,
einer unbekannten Funktion 2.

Beispiele. Fiir das im letaten Abschnitt untersuchte System

29—q¢'=0, (xy+)p—yp'+yz=0,
wenn man die Hamburger'sche Methode nicht antwenden kann, gibt die-
Glg. (V) v, =2 —ax2, und die Glg. (VI) v, =2 und wir bekommen :
2 —xz=0q )
Die zweite Gleichung fithrt zu den Integralen
ug = (y + Dz —yz', u,=y
und gibt die zweite Abhingigkeit des allgemeinen Integrals des Systemes :
(xy+Dz—y2’ =P (y).
Fiir das zweite Beispiel:
— @ @, Py oy Xy Py 0y 2% — Xy 2P’y + X, 2y (9 Py — P2 YY)+
+ @, 03 (py Py — 21 p'y) =0
gibt die Gleichung (VIII): w;, =2, + 2/, und die Glg. (IX) wu,= o, x,.
Ausserdem. gibt noch die Glg. (VIII) uy = o, 25, u; =, 2; diese Inte-
grale gentigen der Glg. (IX). Das allgemeine Integral ist:
X2 =@ (x, +2; x,2).
Leningrad, am 25, Mdrz 1937.



MUPOH SAPHIILKMHA (JIsgiB)

Cy4rHHUKY KOpensiuii B Teopii MaTeMaThU4HOI
CTATUCTUKHM.

Y saxigHoeBpomnelicekux Haponis i B AMepuni 624mMo0 B nicuas-
BOSHHHX POKAX He3BUYaflE0 iBTeH3UBHUN PO3IBUTOK CTATHCTHYHOL
TeXHIKH, a 3 Jpyroro 60Ky uHcaeBHI mpaui MareMaTHKIB, IPUpPOIO-
3HABLIB i exoHOMicTiB MOKJIANHM fAcHI OCHOBH Nia aGeTpakTHY Teopin
mareMaTHuyHOl cratveraky. IlloftHo HaltHOBIII pOKH NpUHeCIH HAM
Touni medimimii crarHeTMyEMX NOHATH i Jorigei cdopMynoBaHEA
upobaeM TeOpPeTHYHOl cTAaTHCTHKH. ¥Yeci, mo im 6yia moTpi6Ea cra-
THCTHKA MDY iX cHemifsdbHUX AOCNinax, sposyMinu, o TinbRH MaTe-
MaTHYHA aHAJdi3a I a6cTpakTHa Teopid IHMOBIDHOCTH MOMKYTH JaTH
HayHKOBY OCHOBY X0 OyIOBM CTATMCTHKH # X0 iHTepnpertanil ii Bm-
‘CHOBKIB ¥ IPHUI0MKEHHL 10 eKOHOMIKY, COLioOril it IpUpoI03EABCTBA.

Y mac memw IUIAHKOL Ie HiXTo He 3allikaBuBes, A dYelike
TIpo0JI6MHE HayKoBOI CTATHCTHKH MOIVINOM CLOlOAHI 3aiHTepecyBaTH
He TinbkM MmareMaTHriB. CTATHCTUYHUMHE MeTONAMH IOCIYTY6ThCS
KOKHUM (i3VK, aHTPOIIOJIOT, s00J0r i 60TaHIK. AJe MalyTh Haliblnpmme
KOPHCTH NprHecaa 0 HayKOBA CTATHCTHKS JOCIiZHUKAM eKOHOMiYHOIO
SRUTTA Hamoro Hapoxy. Homma — i maiiMerma i BaftGinpma —
©KOHOMiTHA yCTAHOBA 3JIaJys NepionuyHo ,6inaHcun® i, cTarmernyni
BYKa3n“, ajle BOHM RalOTh Xu6a TIABKH cupuil Marepian mo craTu-
CTUYHEUX nocdinis. o HuX Tpefa IMOMHO NPHKIACTU LM MaTeMa-
TUYBEMH auapar Teopil CraTHeTHKM, IOOM Ha OCHOBI MAaTeMaTHIHUX
ofanceRs MOxHA Oyiao mogarw aAxich saranbmEi BucEOBEU. [{{oftHo
MaTeMaTAYHA aHaJai3a CTATHCTHYHHUX Talelb MOMe N0BECTH A0 AKOIChH
igTeprperanil GesaiyyM YHCIOBHX JAHHX, II0 iX moAu6y6MO y BUKA3AX
i GimaEcax. MareMaTmyHa CTATHCTUKS BiZKPHBAaS 3BA3KH MisK eKo-
HOMIYHMMH SBUINAMHU i mojase 4wucla, UI0 OUIHKITH CTYNIiHDL 3aJeik-
HOCTH Mik eKOHOMiYHUMH (paKraMu, [IpaKkTHK-eKoHOMiCT BUKOPUCTOBYS
Ui BUCHOBKM IJST NOTIABHOI0 OPIraHI30BaHHS eKOHOMIMHOTO SRUTTA,
4 TeOPeTHK NOCHiye IPUIMHEN I HACHIAKH BiIXPUTUX MATEMATHKOM
¢axkris 1 fopMye 3araidpBi 3aKOHH TEOPeTHYHOI €KOHOMIKM.
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Ile Bce HaBemo MeHe Ha AYMKY MOJATH KOPOTEMIt (parMeHT
i3 Teopii HailtBOBimOl craTmeTHKM i 3'imoCTpyBaTH AeAki craTACTHIHL
MeToIH Ha GlIAHCAX KOONEPaTHB MpHHATeKHNX 10 Pesisittroro Cowosaa
Yrpaigcpknx Koomeparus y JInBoBi.

I

Dyny sasmauyBati OCHOBHI DOHATTA TeOpii CTATUCTHKM CHM-
BodaMu, 10 iX yBiB npodecop yHiBepcurery B Ocmo 4. Yynpos
¥y cBoiit 3EaMenuTift Momorpadii: ,Grundbegriffe und Grundprobleme
der Korrelationstheorie“ (B. G. Teubner, 1925) i axux yKUBawTSH,
i33a X mpocroTH U MONiALHOCTH, Malixke Bei HOBImII aBTOpH, AK HUP.
R. Risser - C. E. Traynard y cBoiit xEusi ,Les principes de la
Statistique mathématique“ (Gauthier - Villars, 1933).

BeanunBy « HaspBaeMO NPHIAZKOBOX 3MIHHOD BeIHYHHOWL )
k-T0r0 CTYMHSA, KOJM Il BeIMYMHA MOMKe MaTd % PisHUX BaprocTei
i Ko €& BCe TOYHO O3HAYeHA NMOBipHicTH, 110 BOHA (yZe MaTK
AKyHeOyab i3 Tux Baprocreit. Koau Hmp. MaeMo y ckpuHi 5 KapToK
i3 uncmom 1, 3 i3 wwmemom 2 i 2 i3 gwcuaoM 3 i TATHEMO Ha CJIIlIO
OAHy KapTKy, TO BeJIUYUHa NOOYTOT0 Ea KapTIi YMCI3 MOME MaTH
Tpu pismi Baproctu: x;=1, x,=2 i x,=3. Ilpuriu imosipmicrp, 110
6yne x=1, e piBHa =1, iMOBipHicTS, 1110 =2, 6 1%, a HMOBIpHicTs,
o x=3, 6 #—=1. OrTme pobyre 3i CKpHHI YMCIO 6 MPUNIAAKOBOI
3MiHHOI0 BeJMYMHOWO 3-THOTO CTYIHS.

Ilpunyerim, mo ABi nmpunaakoBi aMiEEI BeJIHYNEN 2 | ¥ MORYTH

MATH BAPTOCTH :
x=x], xg, as,... Xk

Y=Y1> Yas Y5+ .- Yo

CuMBonOM p;y 3a3HAUyeMO UMOBipHiCTE, IO BeJWIHHA x HicTaHe
BapTiCTh a;, & BHAK pj; e HMOBIpHICTH, 1[0 OyZe y=y;.

CuMBoOX "py; Hexall 3asHauye HMOBipHiCTB, 10 a=ux; i piBHO-
YacHO y=y;.

3mak py@ ne #MoBipHicTH, 0 3MiEHA x 6yAe MaTy BapTicTh aj,
KOJIX Bie 3HAEMO, 10 BeIHMYWHA y Maeé Baprictb yj, & p;i¥ ue iimo-
BipHicTh, W10 GyAe y=yj, KOJW Bike 3HAEMO, 0 X=w:

IIpunmanxoBi 3MiBEI « 1 y HasHBA6MO CTOXACTHYHO %) He3aldek-
HUMI BeMWIHHAMM, Koin pV=p; mua <=1, 2,... &k, j=1, 2... L
Toni mMaeMo Takosm: pyP=py maa i=1, 2,... %, =1, 2,... L

1y zuféllige variable Grosse.

2) CnoBo ,croXacTHIEEA (Bim oroydlomws = Bigrailylo, HOZYMYyKCH) Mae
3HaviHEA OPHKMOTERKA KO HASBH ,TeOpis HMoBipEOCTE“. ¥ HiMenbri#t MoBi Maemo:
stochastisch - wahrscheinlichkeitstheoretisch, Tamxo B mamift MoBi mafiTH Bigmo-

BiZEEN TPEEMETHHK, W0 XapaKTepASy3aBOE Te BCe, N0 BiXHOCETHCT [0 Teopii
#MoBipEOCTE (8K HIp. 60TaBika-GOTaHIYHmI).
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IoctatHbow I HeoO0Xi1HLOI YMOBOK HE3aIeRHOCTH BEJHIVH
x 1 y ¢ piBEicTb: pij=pi * pii-
I1.
MovenToM cTyuHs f+4 ¢ Ha3UBAEMO MATEMaTNyHe CIOAIBAEHA
no6yTEa af « 48, OTiRe:

1
Mpjg = Eaxte Y8 = = Epi]j xf YyiE.
i=1j=1
MaremaTuuBEi cIONIBAEES:
k 1
utg=E (x — my)o ) (y — mq), )8 =i__21' Jé;Pil.i (i — myjo)f (y5 — Moy )

Ha3WBaeMo cepeidiMu BigxunemmaMmu. lle MoMerTH BijHOCHO
TOYKH : X 1
@y = Myl = S @, Yo = Mol = A pij Y
= J:

BenuuuBn u, = 6% 1 #y), = 6% Ha3MBAGMO OUCHEPCIAMU Be-
IMYMH x { y (e KBaApaTH cepeAHIX KBaJpaTUYHHUX BiAXHIEHD).

Uucmo m,;, 6 MaTeMaTHIHNM CIONIBAEHAM 3MiEHOI x, & mg), Ie
MaTeMaTU4He CIOJiBaHHA BeJHYMHI ¥.

S6ip ycix MOMINMBHX BaprocTeil BeaUYNHA 2 i BiATOBiAHKX
iMoBipHOCTEH, MO 2 Oyne MaTd KOTpyHeOYAb i3 TUX BaprocTefl, Ha-
3UBa6MO 3aKOHOM PO3AlNYy NPHOANKOBOL BEANYHEU 2.

Koaus Maemo aBi mpunanxoBi smiEai BeauauBM z i y 8 ix
MORIMBUMI BapTOCTAMH i 3HA6MO, AKa 6 WMOBIDHICTH KOMHOL mapu
THX Baprocreif, TO KameMO, 10 3HA6MO 33KOH BAJEHKHOCTH 000X
BelnynE. OTie 3aKOH 3aJeXHOCTH [1071a6 BCl BAPTOCTH &, op. Ls,...
ax 1 ¥y, Yar Ygoe 31 1 BCL UMOBIpHOCTH pij; 71 i=1, 2,... ki j=1,2... 1.

36ip ycix BaprocTell, AKI MOMe MaTM BeAMYMHA y TOAl, KOIA
3HA6MO Bike, N0 BeNHIHHA x Maé AKYyCb TOUEO 03HAYEHy BApTiCTh
w=uxi,1 36ip ycix imoBipHocTe#f, mo y Oyne MaTH KOoTpyHeOynAb i3
cBoix Baprocrelt, (IpM RaHIM x=a;) HA3HBA6MO YMOBHHM 3aKOHOM
posainy BeamynHEN y. OmKe YMOBHHH B3aKOH pO3AiNy BeIWYHEH y
(Ra x=ux;) MycUTh MOAATH BapTOCTH BeamduH p;¥ and j=1, 2,.. 7.

Konn yMoBHWIt BaKOH PO3XiJy BeJWYHH y € TAKHMIl caMuil ;is
Beix BaprocTell BeNHYMHM x, T0 y € CTOXACTUYHO HesaJemHE Bix
BEeJRYHEU ¥.

Tpe6a Toyro BiEpi3HUTH TOBATTI CTOXACTUYHOI BaIEKEOCTH
BiZ NOHATTS (QYHKUIRHOI 3ATEKHOCTH MeMM IBOMA BelUYHHAMIUL.
Beanynea y 6 (YHKIiEHO BeJHYMEM x, KOJM 6 NaHWI! 3aK0H, HA
OCHOBL AKOT0 KOXHIIl BapTOCTH BeIHUIMHHN x BiANOBifae sxack ofHA
BapTiCTh BeIMYUAN ¥, 860 KOIU JIS SKoICH BApTOCTH ,apPCYMEHTY 2
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BeJNYMHA y MOKe MaTH pi3gi (ajle TOYHO 03HAYEHi) BAPTOCTH, IPHUiM
He MOMHA TOBOPATH IIp0 HMOBipHicTH, 10 y MicTaBe OJBY 3 THX
Baprocrett. Koau mup. y=Ve, T0 174 2=4, MOoXke OyTH y=-+2 abo
y=—2, ajJe Ty He MOMHA IHNTaTH, AKa 6 I(IMOBipHicTH, w0 6yne
y=+2.

YMOBHUM MaTeMATHYEUM CHOAIBaHHAM BeJINJHEIl y HA3UBAEMO'
MaTeMaTHYHe CNOAIBaHHA BeJUYMHH ¥y, KOJH x Maé AKyCh TOYHO
03HAaYeHy i3 cBoix MoIMBUX BapTocTeit. O3HAYy6MO Horo dopMyoo:

1-
EOy = 3py;.
ABaIOriyEO 03HAUYEMO yMOBHE CIOJAIBAHHA BeJHNYUBH x:
k
EW g = Z'pq(j) Xi .
i=1

YMoBHe MaTeMaTH4He CHNOJIBAHHES BEIUYHMHH y 6 (YHKII6O
BEeIUYMUEY 2. .
B @ EOy = F ().

Ile pisramas HasMBa&MO piBHAHHAM perpecii BeNMYHHEU y BiTHOCHO
BeanenEn x. PiBpamasa EV x=@ (y;) e piBEaHEAM perpecil smiEHOI «
BiraOCHO 3MiEHOI y. OGpasy THX piBEaHD HA3HMBAGMO JMiRiAMHU perpecii.
Ti ,aigii* 6yxyTh CKJIAAATHCA OYeBUAHO 3 MOOAMHOKUX TOYOK, SIKIIO
MOMJINBI BApTOCTH BEeINYME x | ¥ He TBOPATH KOBTIHyyM.

Pearson HaszwBae 3MiHBY y KOpeXsSTHBHO (He-) 3aJeXHOD Bix
3MiEEOl #, KONIW YMOBHE MaTeMaTHUHe CHOAIBABHA BeIMYMEN ¥ 6 (He-)
3aJIeskRHe BiJ BApTOCTY BeJHUMHH z. lIpH KopeJATHBRIiN HeaalemH0CTH
BeJINYNHY y Bix BeanauHN o MaeMo: E® y = const, a ximia perpecii y
BiAHOCHO 2 € mpocTol piBHEOGIKEON A0 ocH X,

I3 croxacTnyHOI HezaJeRHOCTH BUXOIUTh He3alemHICTb KOpe-
JATIBHA, alle 3 KOPeJAATHBHOI He3aJe:KHOCTH He BUXOAUTH He3alex-
HIiCTH CTOXACTUYHA. 3 KOPEJNATHBHOI HEe3aJeKHOCTU BeJWYUHHN ¥
BiIHOCHO x He BUXOAUTH KODEJATHBHA HE33JIeKHICTb BeJNYUHN
BiZHOCEO 7.

MosxeMo Tako® HOCHiZkyBATH CepelHe KBaApaTHdHe Bigxu-
JeHHs BeJMIUHEN y NPH SARiMch TOYHO O3HAYEHIH BAPTOCTH x = xi.
SazHauuMo toro cuMBoaoM ¢@(y). Ile 6 yMOBEe cepeiHe KBaapa-
TAYEe BiAXMAeHHa Beanunun y. PiBramEs o@ (y)=f(x;) BasupaeMo
CEeNacTUYBEUM DIBEAEHAM BeJHYUEH ¥ BiJA0CHO BeJHYMHH x. PiB-
HaHHEA 0O () = @(y;) Ha3MBaEMO CKeZACTHYHUM piBHAHHAM BeJju-
YMHY 2 BifHOCHO BeauduHU y. oam o® (y) = const (gaa i=1,2,.. k),
T0 H83UBAEMO BEJIUYUEY ¥ I'OMOCKeNACTUYHOI BiZHOCHO BeJUUMHY x,
roau oW (y) = const, T0 y € rerepockegacTHIHe BIAHOCHO 3MiHEOI .
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I11.

OcHOBHOWO TIp0oGJAEMOX TeOpil CTOXACTUYEOL BATERHOCTH MiMK
IBOMA NPHIAAKOBHMM 3MiBHMMH BeJIHYMHAMHM 6 MATeMATHYHe 03HA-
YeHHSA TOl BAJEREOCTH. 3MiHA OAHOI BeJWYMHH MOMe MeH4Ye abo
6inbme 3MIEATU DPO3NOAIN MOKIMBUX Baprocrelt Apyrol BeXwYUHH
i ix imoBipHoCTeit. OTae Tpeda TAKOK O3HAUHTH AKOCH Mipy B3asMHOL
33JIeRHOCTH MisK XBOMA NPHNAJAKOBUMH 3MIHHIMU BeJUINHAMU.

Pearson yBiB Mipy, Ky Ha3BaB CepelHHON KBAJIPATHYHOK
crmumicTio (Mean square Contingency) i aky osEaumB piBEicTH:

e _ 3 3o —pi )
iS1=1 pi e B

P

Koan BexnywHy 2 i y 6 CTO¥ACTHYHO HE3aJeRHI, TO MASMO pij =

= pi « pj, oTske @ = 0. Kouu y 6 QyHKUi6H BednYNHT x, To:l=1F%
i Mmaemo: @, =%k — 1.
Orxe BeanumHa

2

-
Vk—1)(d—1)

€ Mip0OI0 CTOXACTHYHOI 3AJIEMHOCTH, AKOI BapTicTh JekuTh Miok 01 1,
BaJeHHO BiJ CTYIHA 3aJesKHOCTH, BiJ MOBHOI He3aJeskKHOCTH aX M0
(pyERUifiEOI 3amesuocTil, YHeno 22 Ak Mipy saldemBocTy YBIB 3aMicTh
@? A. Yynpos. Koan k—» co, I —» oo, TOAi Tpe6a B KOMHIM BUTAAKY
JIOKa3aT! icHYBaHHS rpaEuni lim 72,

Hafipampimum wuemoM y Tteopil kopeaamii € CyYMHEHMK
Kopeaxsnii osgageEnit GopMymron: '
Ml
O 05 Vg * Bl

Koan = i y € croxacruggo Hesamdesni, To », =0. Axe 3 piB-
HOCTH 7y, =0 He BHXOJNTHb CTOXAaCTHYEA He3wIeKHICTb. 3 APyroro
Gory piBEHiCTL 7, =1 Be 6 HeoOXigHOW yMoBOB QyHEKNiHiHOI 3a-
JerHOCT] Mim x 1 y. Tinpkn Toai, koaum aigil perpecii y BizHOCHO
i x BiZHOCHO y 6 WpocTi, BUXOAUTH 3 PIBHOCTH 7, = 1 (yHKUilHEA
3aJekHiCTE Misxx BeaugmHEaMH x 1 y. Maemo Bce: 0<%, <1.

e igmoi0 Mipoko 3aeRHOCTH € ,KOpPEIATHBHE BiTHOMEHHA:

(p?

1=

Pe=1— 1 zk"Pil uyg.
v Holg i=1 2

Kom perpeciz e mpocroxmimitra, To #%,,, = %%, 4 B immux
BUNagKax & Bce 72, < 9%

Koan %= 0,70 « i y € KopeAATUBHO He3aleXHi, axe AJIg Aa-
HOTO z = 2; MOMe OyTH PI3HA AMILNTYNA 3MIH BapTocTel BeJHUHEY y
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1V,

Jas imocrpanii noaanw o6YHCIeHHS CTATHCTHYHHX CTAJHUX Ha
ONHIM KOHKpeTHIM mpukiaani, ne 1iMoBipHOCTH 6 zamEi a priori. IIpu-
nycriM, mo B ckpuRi A e 3 KapTkM 3 WHeaAOM 1, ABi KapTRH
3 UucJaoM 2 i 0HA KapTKa 3 YHCIOM 3,a B CKpHBiI B 6 IBi KapTku
8 gyrenoM 1 i ofHa KapTKa 3 uMcaoM 2, TareeMo piBHOYacHO O4HY
xaprry 8i ckpuBi 4 i 0aEy KapTky 31 ckpuHi B. Hexait x sa3mauye
gncao mobyTe 3i ckpmAi 4, a JdiTepa y Hexall 3a3HaUye CyMy uucea
0o6yTvx 3 060X ckpmEL. [Ilo6W mOCHIAUTH CTOXAaCTHYHY 3aJeKHICTD
MexH IPHIaZKOBUMII BeIMYHMEaMH x i y, BUNIIMeMO Bci Mosmauei
Bunagku. Tomy, mo B ckpuri 4 € 6 xapTok, a B ckpuri B 6 ix 3,
gicrapeMo 18 MOKIMBHX BRIANKIB: 1)

x=1,1,1,1,1,1,1,11,2 2, 2, 2,2 2,3, 3,3

z =1,1,%41,1,1,2, 2,2, 1,1,1,1, 2, 2,1, 1, 2,

y = 2,222 2,23 3,3,83,3,3,8,4,4,4 4,5

MagMo: ¢==3, j=4; o, =1, 2, =2, a3 =3; ¥, =2, y, = 3,
ys =4, y,=05. Ymeno MomanBux BumaakiB N = 18. 3asmauim:

™~ 7 ==9NUCJO0 BUNAIKIB, y AKUX x==a;, %);= YHACJO BHNAJKIB, y AKHX
Yy = yj, Mij=dHCIO BHUAAKIB, y AKMX 2z =a; 1 DIBHOYACHO y=y;

Kopenanitina raGeas.

V1i=2yy=3| ys =4y, =5

. 4

2z =1 6 3 = Zn ;=29
j=1
4

=2 4 2 ny) == Znyj = 6
=1
4

w3 =3 2 L | ng= Sngy=

j=1

3 4 3 4
nk.—.G n|2=7 Ny == 4 n), =1 N—-.:;,';m = jzz';ilj-_:z’ 2;11|j=18

i= i=1 j=

TaGexi fiMmoBipmocTefl.
3
hi=4% =% p=H% ig"ll’il‘:l L
4
Ph=% Pa=rtTs Ps =% Du=1% EIPIJ' =

1) Jlirepa = 3asHAuye 9mcao jgobyre 3i ckpmmi B.
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=3 V=3 ps® =0 pO=0; Jé'lpu“’ =1 IL
2,7=0, p® =% p,®=1% 2.0=0; é’lrum =1

29 =0, 2@ =0, ;=14 pO=4; ;21 p® =1

2V =1 p0=0 p;P=0; élﬁil‘“ =1 HL
2= 4 pO=4 p®=0; Ip®=1

i=1

3
2® =0, p,0 =14 p®=4; Tp®=1

i=1
3
BO=0, p®=0, p®=1; Ip®=1
4
=% pn=% =0, pu=0; ji?llj = Iv.

4
P20 =0, pp=% =% Pu=0; 5_21 Paly = Ps)
4
=0, 2=0, py5=1% 234 =3 jﬁ D3li = Ps|
3 3 3 3
.E"Pilt =P, Apiy = D3> .23’513 = Dls» ‘Epiu =Pl
i=1 i=l1 i=1 i=1

TaGexs MaTeMaTHUYHHX CHOALIBaHB.

By =3 Ey® =10 Ey®—1s; Ey—3 V.
EaxW=1 Ea® =11 Ez®=3j Ea®=3 Ezx=1}

=)

Ta6ens MOMEHTIiB.

myg =13, Moy =3, mgg =5 my; =&, my =3 VL
Mo = 0, Holy = 0, Moo = %’ By = %) Hzlo = %‘

Juenepeii: 0% = plglo = §, Oy = Mol = §-

3 Tabeli MaTeMATHYHUX CIHOAIBARD NiCTA6MO PiBBAEEA perpecii:
By = + 4 DBaummo, uo xdimgia perpecii y BigHOCHO x 6 TpocTO0.

Komm perpecino x BifHOCHO y IpefcTaBUMO DIBHAHHAM TPETHOTO
CTYIHA, RicTasMo Iapabodio TpeTboro CTyImHS:

Bal = — 31yt + 1ty — %y + H
Ha6awexera aimittma perpecis x BigECCHO y Mae ¢opMy:
Eal =} — .
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TaGeaa BIAHOCHHX MOMEHTIB.

s =3, wa® =3, =3

pe V=0, u,® =13, py®=14, p®=0.

I3 net raGeni 6agumo, 0 ¥ € BIAHOCHO x TOMOCKeIacTHYHE,
8 x BiIHOCHO y reTepoCKeIacTHIHE.

Cy4uHEHHE KopeXauii: r, = V% = 0,845

Cyumsavkn perpecii: b, = $, &, =1.

Binmomerra wopexauii: nyx*=4% 7xy® = #4.

MagMO 7xjy == 7,};, 60 perpecisa y BizHOCHO x 6 JimiliEa.

CepenEs KBagpaTHYHA CTHUHICTH: @2 = $§.

Cyunmrur Yynposa: r*= —47‘13/? = 0,418.

V.

PosrnsabpMO Temep KOPeNATHBEY 3aJde€KHICTE MeHRHM KOIMITAMH
agmimicrpanii # oSoporamu sa 1935-uft pix sBHYallHNX KOOIIEPAaTUB
ans sakynmy i 36yTy 00’6/{HaHNX B OKPYRHHX OcepejlKax TepHOMIJIb-
CbKOTO BO6BiACTBa !). He BUMCHIOL Ty IypriBeHb, KOOIEPATHB 3 MO-
JIOYAPCHKUMHK BiAjinaMu, aml KpeAHTOBHX KoOIepaTHB. Po3riaagan
TIIBKH KoolleparuBu ymimemi B ,DBinascax® mix spaxoMm 8 a)i 3 Hux
BiIKMAaKW 1me KimzbKajecATbh KOOMepaTUB, 110 iX 060poTH € Gimbmi
aK 25.500 ax.,, abo romTw aaMimicTpauii OGimemi ax 1.850 sa. Ti
HEysINIAZHeHI KoollepaTMBM 3aHAATO PiAKO DO3CifHI B KOpEeNATUBHIN
rabeni it ToMy He MOKHA 10 HHX IPHUKAAJATH CTATUCTHYHHX MeTOH
Jochiny.

Y KopelsaTuBHill Tabexdi GyneMo 3a3HAYYBATH JITEPOD x 060pOT
KOOTIEPATHBH (B THCAYAX B0JOTHX), & JiTepol y KOMTH aAMiHicTpanii
(y corrax zomorux). Ilosunias x=n obiliMae KooNepaTuBM, IO IX
000poTH JexarTh y Mexax: 1000 n — 500 < 2 << 1000~ + 500, a mo-
3ULiA y = m o00iliMaé KOONepaTMBY, IO IX KOIMTH axMimicTpanii
Jexarb y Memax: 100 m — 50 <y <100 m + 50.

Tpe6a mamaTaTH, 10 KODEJNATHBHA Taels € TYT eMIipuYHA
i Tomy Beci fiMoBipmOCTH He 6yayTh nami a priori. BmcHoByeThea ix
Baprictb 3 YHCIHOBMX MNAaHMX Tabell HA OCHOBI 3aKOHY BeJHKHX
gncen. KopenaTusri napamerpn Oyny 00UHCAOBATH Tak, AKOH HMO-
BipEOCTH Oyaum naHi a priori, orke moMuEan (BHpoUiM Aye Maui)
CHCTeMaTHIHI MOXMOKH IPH 06YMCINBAHHEI KOPEJATHBHEHX CTAJUX
3 eMIIipUYHOI'0 MaTepidy.

1) Binsxcrm KOONepaTHB NpEEadexAHX Mo Pesisifimoro Cow3dy YrpaiHCBEEX

Kooneparas y JIsBoBl, 06’6IHAEAX B OKp., Ocepedkax TepHON, BoeBim. JIbBiB, 1936.
Hakanamom Pes, Cowosy Ykp. Koonm y JIbBOBi.
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Kopexsuiftaa radeuas.

y123456789101112131415161718 3
x

1[1]1 2 |
211 |21 4|
3|1]1|4|4|3]|1 14 |
4 3| 4/ 1 8 |
5011 |2/3/8]2 17 |
6 1/ 7|5| 5|2 20 |
7 1] 6] 8[12] 3] 1 31 |
8 106994 2|2 33 |
9 310[15(10| 3] 2| 1| 2 46 |
10 1] 3)18i11|11] 1| 2 47 |
1 11| 7t012] 3] 1 35 |
12 a7l s{1] 22l 1|1 a2 t
13 1 6/14| 93| 6] |1]| |1 41
14 2| 7/ 6/11| 5[ 6] 2] 1 1 41
15 104 3/ 3[8|3] |2 23 |
16 2/ 214/ 5[6| 1|4/ 1|2 27
17 1 5/ 33| 44|1]3|1 25 |
18 21 3|3/ 2[1]1 12 |
19 1/2/5/5/5] |5 |3 26 |
20 2/ 33|78 2|1 a1 |
21 1 1032/ 2|5|4]4| 1] ¢ 27 |
23 1 413 2] 1| 2} 1] 14
23 3| |11 1] | 2| 8}
24 11111 1] 6}
25 1 2] | 3] 6]
3 | 4| 2|10|25/41|48(67| 65| 74| 54| 42| 40| 28| 29(18 13| 9| 7| 576 |

Cepenmi (apurMernyni) BapToCTH @ My = 12,7; mg, == 9.
Hucnepcii: 0.2 = 28,5; 67 = 12,

CyanEEMEM perpecii: b, =1,28; &, = 0,54.
CyunsEHK Kopexsanii: »,, = 0,83.

CepenHa KBagpaTH4YHA CTHYHICTH: @2 = 2,76.
Cyausruk Yynpoma: %= 0,14.

Is ropexaruBroi raGeni i (goxaanmime) 3 BeaMKol BapTOCTH
SYYUHEMKA 7y, 6a9uMo (BOpOWiM caMosposyMianit (akr), 110 KOmTH
aaMimieTpanii € mo3MTHBHO 3saJeXkBEi Bixg 0060poTiB. Jlerko Takos
BHACHUTY NPHYMEY BeJHUKHX Baprocreit gucnepcifi. Pimae TyT Be-
THKA DisKHOPOJHICTH YHCIA HACeJeHES i Ma6TKOBOI'0 CTAHYy TalHIb-
gkux cinr. CyuuBHHKM, 10 A iX 06YMCINB, He JADTH INe B3MOTH
BUCHOBYBATK sAKich ramémi sadeKHOCTH Mi% IOOAMHOKHMHM II03U~
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1[iAMK KoolepaTrHBEUX GiasHuciB. TpeGadn 1e IpocaigATH 3ajeRHEICTD
KOmTIB agmimicrpanii Bin iAmEX AaEWX GingHCIB, HIOp. BiJ BeAHYHHA
‘TOBApOBHMX KpenuTiB a6o Big Beauuuan yaixis. Tpeba ranpasurn
nesaki npykapeeki moxubku i 3BepndikyBaTi eBeHTYaJbHI NO3MMIi,
110 € HacJAigKoM T. 3B. ,abpukauii* Gimsmcis. [ikasi Gyanbm auign
BapTOCTe! CTATHCTHYEHX CYYHEHHKIB, koan6 OparH DOix possary
H00llepaTHBY BCiX BO6BiACTB, NOCAIAUTH 3aTeHICTh JAAHHX OiISHCIB
Bill MaliHa rpoMaj, Bif BeJIMYWBW KOHCYMIII adbpKOToJdD, Bix duro-
KTyauiff BapTOCTH rpoma i MOpiBEATH CTAaTHCTHIHI NapaMeTpH YKpa-
THCBKUX KOOIeDAaTUB 3 BiANOBIZHMMH CTATHCTHYHAMH CTAJHMI
GinaEcie koomepatnB =Heo6'ensamEnx Pesis. CowsoM YxpaiHCHKEX
Koonepatus. ExoHoMicTst MoranGm wepes iHTeplpeTamilo MareMa-
TAYHWX DAHWX He TITbKN CTBEpJKYBaTH (aKTH eKOHOMIYHOrO po3-
BHTKY, alle I{ HaXOQUTH BKa3iBKM JJ8 OPAaKTHIEOI POGOTH.

s xoriB TyT momarm TinbkyM Manufi ¢parMeHT 3 NPUIOKEHHS]
MaTeMaTH4YHOI CTATHCTHKH IO eKOHOMIKH mis imocrpanili OCHOBHUX
TOHATH | METOAH AOCHiAY MOMEPHOI CTATHCTHKY.



3EHOH XPAUJIMBUA (JIusis)

OcHOBHI NMOHATTS €NEKTPOLUHAMIKA A& YHi-
TapHa Teopis nons.”)

3a ocraEHi JecATKH JiT JOBOAMJIOCS Le OXHE pa3 NiAnaBaTH
pesisii Hafi6izbIO hyERaMEeBTANBEL MOHATTS Qi3UKM; B0KpeMa IO-
HATTA MakpoQisuKy Mokasaaumcsas HenpunarEi B Mikpodisnmi.
UMHEEBKOM, 1[0 COPOBAIMKYBAB IepeBOPOT Y TpaaumiliEOMy ommci
npupoan, 6yJa TOJOBEO KBaHTOBA Teopid. Age TyT Gyde MOBa Ipo
PeBi3il0 0CHOB eJ6KTPOJUHAMIKY, TepeBeleRy 6e3 3y/KATKOBYBaHHS
KBAHTOBHX igeff, TakOll cKazaTH KiadcuYEHME 3acoGamu. I[o pesisip
I1epeBOJAUTL YHITADHA TeOopifg monsa, mo il nounm nae =10232. p.
Bops?), a posbynysaau Dopr 3 Imdensmom.?)®)*) Boma mpuxonnts
Ha 3vigy gaBHifimnM TeopisM MekcBeas Ta JibopeHmna.

EaexrpoHoBa Teopis JIbopeHua 6 ayadicTHuHE, TOOTO Bii-
pisHwe gBa okpemi Ta 10 meAkoi Mipm npoTucraBEi ¢isHYHI IHH-
HIIKM, & caMe HacHary (sapan) Ta nmoae, Hacmara, posmimena
B IPOCTOPi 3 T'yCTOTOW @, € IKepeNOM TWO0JA; BOHA TOALIeHA Ha
okpeMi 1imocti — exnekTpoEn. Mumo ycuixiB Teopii nBa ocHOBEI
OUTAHHAA BOHA Mycina sanmmurH Ges BiamoBimi: 1) sixa € cTPYyKTypa
€JI6KTPOHY, To6T0O B SKHMH cCIOCI6 B HbOMY poO3MillleHa HACHAra,
2) axi cHan npoTHAioTb B3A6MEOMY BiAMTOBXYBAEHI OJHOHMMEHHUX
HAaCHAr B eJ6KTPOHi, Ta ¢IOBDITH Jforo B 0JHY NiMiCTh,

[ux tpyxnmomis mHe Gya06 B yHiTapHIfl Teopil, AKka 3Bas
TiZIBKH IIoJe, 663 BIAKNX IIPOCTIpEHX HACHAY, [JIA AKOI eJ6KTPORN
e TITBRH TOgkH, ocobanBoceri moad. Toni, oueBHIHO, “EeMa KO-
NOTIB Bl CTPYKTYpOI eX6KTPOHY — HPOCTO TOMY, 10 TOUKA HisKel
crpykTypu He Mae. Taki myBEkTOBI HacHarm noanGyeMo Bike B Mekc-
BeJd — 10O, KOJIM Yy HLOI'O BIAcHA eHepris eJ6KTPOHY-TOYKH
BUXOMUTE Heckigwenolo. Oroxx HoBa Teopis Doprma-ladenbna e
yHiTapHa, a BCEX-TAKN a6 CKiHUEHY €HepIil eISKTPOHY.

*) Pedepar, Burosomenni Ha V1. 3'13ni yxkpalBCBEKEX NPHPONBEKIB Ta dixapib
17. Tpasusg 1937. p.
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lo6n mopiBEATH HOBY It AaBHI Teopil, BufigeMo 3 ix Aude-

PeHLIANBHNX PIBEAHD:
Mexcseas-JI0peRIy

Bopa-Iedensn

19K W 18D
(D 1otﬂrszm+4ngv (I th_c_W
T N oo 13B
{an th_,—-c—ﬂ () »ot E = Tt
(Il siv E=4ne (If1) stv D=0
(V) sivH=0 IV’ v B=0.

(v e BEXTOp CKOpOCTi pyXy BacHarm).

Koan naBmst Teopis onmcyBama mmosge 3a JONOMOTOKR JBOX
BekropiB E, H, To HoBa Teopis y:KUMBa& 10 IbOT0 & YOTHUPHOX
BeKTOpiB: nBoX exskrpmuEnx E, D Ta nsox MmarHeTHMX H, B. Aze
TIIBKH JiBa 8 HIX 6 HesaldesmHi; nBa igmii sBAsaHi 3 BUMH X0JAaTKO--
BUMH (2AbI'eOpHYHMMH) DiBHAHHAMHY

B=iH

@) B—1D k= (D, 1)
abo

D=!E
@) H=!B t=1 (B E)

Kopuerywounca mumu sBsskamu, mokEa p. (1) — (IVY) nepenu-
caTd Tak, 11001 B HUX BHCTyNaJa OJHA TiILKH Napa Bekropis E, B,
abox tinpku napa D,H. Oazmage Toxl AudepeHNisNbHI DIBHAHHSA
nepecraloTh OyTH JMiHITHEMI; I XapakTepHCTHUHA IJA HOBOI TeOpil
06CTaBMHA 6 NPUYAHOKL BeJHKHX aHAJITHYHHX TPYHNHOUILE.

Tpe6a poaarw, 1o icEye Hexinpka BigraayseHb Teopil (ki
B TOJOBHOMY BeAYTb A0 iNeHTUYHHX BHCIiZiB), TOMy 110 3alpollo-
HOBaHO pisHi (opMHM CYYHMHHHMKIB k, [.%) [[nckycia Han Ho0OpOM T3B.
JlarpamxoBoi 1a I'aMminpToHEOBOI (YHKNIN, 3 AKHX IX BHIIPOBAIMKY-
0Th, TPUBANA LOCHTH HOBro, uioitno ocraHEg pobora [odpmana Ta
Ingennnat’) amasrbea il saxingye. Ilicia nux aBTOpiB MOBHAHO GyTH
® k=g

14 —i
Beesk Taku 1o Temep MOBOAMAOCA omepyBaTH pexsAmisui (1), (2) y ix
saralbHOMy BHAi, Oe3 crmeuisnisanii cyYuEEHKIB %, /.

EnexrposoBi B cT0YMHKY BiANOBiAas cTaTHYHAZ IeHTPANbHO-
CHMeTPHYEA p03BA3Ka AudepeBNisapENX piBRAEL noas. Lli pispagEs
B @J6KTPOCTATHYHOMY BHIZIKy 3BOAATHCA A0

(b crama, T3B. aGCOJTTHE IIO0JIe€,
pany 105 oa. cgs)
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div D=0
@ rot kD=0,

AKLI0 T0Je OUHCYBaTHMeMO BextopoM I); a aKmo nochysumocs
OpyruM eJeKTpRIENM BekTopoMm E, TO

) - diwlE =0

rot E=").

062 wi cmocobn onucy moas, oueBHAHO, pisEoBapTHI. [icas mepmroro
JicTaHeMO pO3BABKY
(6) Dr =

€
r2’
a mo div I =0, To pocTipE0 po3MiINEHNX AAepes EeMAE, 3 eNEKTPOH
© Touron. Ilicas apyroro cmocoby

e 1 e 1 e
@ =m = (P=ra)

Zr T
TyT div E 4= 0, oT:e jpskepedo mouas He € NYHKTOM, BOBO PO3MilleHe
B IIpocTOpi 3 rycroTon
1 .. erry®

(8) Q=4—ndw E=W—|Tw'
1ls rycrora ,,cB0GiAHOI EaCHATH® TIPaKTUYHO piBHA HyJIi M03a Kyleb,
AKol TIpOMiHE 7, € pagy 10-¥ cm. Tar omke Teopia Mae HaveG ABa
ACNEKTH — eJ6KTPOH WMOMHA BBasmaTH ab60 32 TOUKYy (,yRHiTap-
CTHYHE CTAHOBHINE), a00 38 KyJbKy HAaCHArH (n¥BazinyasicTHYHE
CTAHOBHIIE"), 3aJesKHO Bifl TOro, KOTpHit 3 BEeKTOPiB- IpHIMeMO 3a
ocHoBHUM. [l0Bro HeposBs3aHe ITMTAHHA, YI eJNSKTPOH 6 TBOPOM
NyEKTOBAM YU IIPOCTIPHHM, HAXOJUTh HeMJAaHY BiANOBiAL: BiH 6
onsuM i apyrum. CopaBa TyT cTOiTh NOZiI6HO SIK 3 (OTOHAMHU Ta
IBHJAAMH B ONTHIL.

Ane HaBiTH, KONM CTaHEMO Ha ,KBa3iAyadicTMIHOMY® CTaEO-
BHIII, TO I Taxk Ile MisK HOBOK & JaBEBOI Teopiel 0cTaHe 0Chb AKA
OCHOBH4 pisEung: y Jlvopesma nacEara Oyia IEPBUHEHAM CaMo-
crifiEuM (isMYENM IMEHHEKOM, TOAI, 4K y BopHa-Irdenbaa nepsnEHa
piu [e TINBKE IOJe, 8 ,cB0OiNHA HacHAra® 6 JOMOMIYEUM DOHATTAM.
¥ Jlboperna mpobaeMu GOPMYNOBAHO MATEMATHYHO TaK:@ SHAWOTU
posMilleHAS Ta CTaH pyxXy HacHar, Hafitu 3 p. (I)— (IV) BuTBOpEHE
HUMH II0JIe; & B HOBIfi Teopil mpo6maeMa 3By4YHTH: A06Upa0dYH Bif-
TMOBiAHI 1109aTKOBI Ta Kpa#tHi yMoBH 3 piBEams (I)—(IV‘) (B Akmx
¢ He BHCTYIA6), HATH II0Je, a ToAi Bie MOMKHA BHYHCIUTH pOs-
MilleHEST @ y HpoCTopi. 3 LBOro Taka KOHCEKBeEWid. B nammitt
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teopii fo p: (I) —(IV) ak HeoOxizme mONOBHEHHS noJaBadu Jlbo-
peH10Be PiBEAHHA pYyXy
dy

V) e
sKe TIPABHTh PYXOM eNeKTPHYHOCTI NiJ BNJIKBOM 30BHIMIHLOrO MOJS
Ile 6ymo oxpeve 3anoseHHS, omepre Ha eKclepuMenii. B mHosift
Teopil, ARIIO TAKHIl 3BA30K Mis HacHarow a IoJdeM icHye, BiH He
Moske OyTH OKDeMOI TiloTe3010, 3 XmGa TLILKM BYCHOBKOM, SKHI
MO:kEHA BUIpoBaautd 3 pisHaEb noas (1) — (IVY), mpm nomomosi
AKIXCH IIPOCTIHX, caM03po3yMinux ymos. [ificEo spobuau ne Pigbeprs)
ta Ilpatic?), omepyoun BexTopoM D, Memixk ®)°) Bramocs spoGuTH
Te caMe 3 ,KBasinyadicTHYHOro“ CTAHOBHILA, IIPH YoMy Tpeba 6yiao
TITBKH TPUMHATH, 1IN0 ocobausicTs mons D e 3aBman igeHETHYHA
3 IeHTpoM MacHu (eEeprii) monsa (,nocrynar onHo3HavHOCTIY). Ile
3QJI0JKEHHA HACYBAa6THCA €aMO ¢€06010, 8 B CTATUYHOMY BHNAIAKY
BOHO ABTOMATMYHO CIIOBHEHE.

TaxknM YHHOM Take OCHOBHE IIOHATTA eJ6KTPONUHAMIKY, fK
HacHara, mianaxo pesisii i Habpamo 30BCIM HOBOr0 3HAYeHHS.
BusiBunocsa omicas, wo moxi6Ea mycuts 6yTH moas moreBuiday.

EnexTpocTaTHYAUM IIOTeELisNIOM HA3WBAaIM B JapBHil Teopii
¢yEKUiD @, SK0i BiAeMEMII rpafieHT DiBHHE eJEKTPUYHOMY BEKTO-
poBi modsa:

o(E +c£ [vXH]) (o=rycrora Macn),

—grad p = E;
B moai nyEKTOBOr0 M KYJLKOBOTO €J6KTPOHY BUXOANIO

P = i- (KyJIbOEiB TmoTeRNis).

Sxio B magift Touli IBOTO NOJA HAXOAWUTHCS iHIDA HacHara e, TO
B3a6MHA IIOTeHIiANbHA eHepris o6oX HacHAr

e,

:7_ =e Q.

IsmuMu cxoBaMu, IIOTEHLIAI MOxHA Te® 3hedirioBarm AR NHOTeH-
HidJbHy eHeprio, 10 NpHIlajae Ha 0OIUHKI HacEarH; o6i Aedimimii
notennisny 6yau B maBHif reopii srigmi. Iexro 3 mocuimEmkin!?!)?)
npuitMaB MOBYKM, LIO TaKk BOHO & Tesk B HOBIlt yHirapmiit Teopii.
Ha pinix ng srigeicts ofox pediminilt € maveld IPUIIANKOBA ; HeMa
Ii B HOBiIlt enexkTpoAuMHAMINI, N AABHEBROMY MNOHATTIO NOTEHINAIY
BinmoBizaloTe nBi oxpeMi BeauwuwmsH @ i @, 3medimioBami TaK:
©) — grad p=E
(10) o D=17.



55

[lepmy 3 Hux ofuucawemMo cmocobom B npiEnini mpocruM. Kopm-
CTyOYUCA HIIP. PO3BA3KOD (7), MaTHMeMo

1) ¢(a)= SE,da O{V82lga’iz:o:;§i:° N

41
v2n V2 /. (aV2 Ve (a V2 )
+—4-——Ta;ctg( . —1)-—-Taoctg . +1 .

Hemo 6inpm ckmanua cnpaBa 3 ¢yrkuisw @. lIpaBuipEa KOpOra
Iis HalinemEd ¥V (8 3 TMM 1 @) Gyna6 oce aka. CrOHCTPYYBaBIIH
TI0J6 3 JBOMa OCOOGNMBOCTAMH (HIIP. + ¢ Ta —e) Tpe6al 0OTUCAATH
Noro nixy eHeprino; Koau6 Bix Hel BimiMHTH BIacHY eHeprin 060X
HacHAT 30KpeMa — oOcCTajgal BiIacHe NOTeENisdbHEa eHeplis V. Tax
po6uayr y MexcBenesit Teopil. OgHadge ma jpopora B HOBIH Teopil
He Befle 0 Wi, 60 1) piBHAHEA NOJSA He HONYCKAWTh CTATHIHOL
PO3BA3KH 3 ABOMA 0COGAUBOCTAMY, 2) HACHIAKOM HedimittHOCTI AMde-
PeEIiAIbENX piBHAHD PaxyHKH CTa0Th BaATo TPYAEuUMH. OCTasTHCSH
Apyra Ropora, Tex JacoM CTOCOBaHA y AaBEilt Teopil. Depemo mim
yBary OAHY JNIYHKTOBY OCOOMMBICTL -+ ¢, & XPYry MOBepXHEBY, Kyiu-
CTy, 3 I[IIKOBUTON HACHAIOK — ¢ PO3MILIEHON HA KyJi 3 IpOMiHeM a;
JajaeIme moerymaeMo sk nepeame. Ilefi coocié € mosBodenuft mpu-
HaliMeHIIe, KOJM BiAcTyN « 060X YACTHHOK SHAYHO GimpImu#i Bim
KPUTHYHOTO NPOMIHHA 7%,
JittcHO, cTarmuEl piBEABHS (4) NONyCKATb M. iH. POBBABKY

[
(1) Dr=)7 <%

0 (r>a)
Take moae MosHA BBaMATH 82 3JM0KeHE 3 IO MYEKTOBOI HACEATH + &
(12) Dr® =-3
Ta [0S HACHATU — e, POBIOMKEHOI HA KyJi 3 NMpoMiHeEM a
0 (r<a
—50>a),

Binittaapmu Bin emepril uinoro moxs emeprino mine D® 1a DO,
B3ATUX OKpPeMo, AiCTasMo

704 V2. a4 are V2 + 702
@) v =i gt (1450 ) R SR

+%aa'ctg(“y2—1)+—aoctg(a]/2+ 1)——- ”}

(13) D —
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€061 Bami moreRnianbHEi. GyEKuil, piv AcHA, T4 BeJHKHX BiggaleHb
-a nepexolarh y IHaBHilT KyawomiB morenniay:

—e2( 7, 1 r,8
{15) —e¢f\3—7T{7—-{)—7‘b—5+...}
—et( 7 1 7,5
VNT-;{?‘%?’f }

Hanpuxiani Ttpe6a me monaTtn, mio miza COpaBa BHEHKHYJIA
TIpY HATOMAI POSrAAAAHHS KBecTii, Ha CKiNbKM 3MiHAThCA eHepIe-
THYHI piBBI aTOMy BOJHA, KOJAX B KBAHTOBOMY piBHAHHI XBIHIi
sacrynumo naeHift (Kyuasogie) norernisa mosuy (BoproBny). Jocmign
niggsTo B Hamii, {0 y BucHifl SHMKHe Xpi0Ha pisEnNUA, saka e
icEye Misk BapTOCTAMH eKCIIepUMEHTANBHUMHU a TeOPeTHYHHMHU (14
pisEuIg BizEOCHTHCS OO0 BimeTyNiB UeBTpiB CEIANOBUX y Ay6aeTax
-cnewTpy). l'emnsp i MonY), a omicna MatikcEep !*) 3a NOTeEUiAIbHY
-€Heprilo NPOTOHY 3 €JN6KTPOHOM IIpUiiMaTh, AKX MH OavlId, He-
CIymHO, — e@; s Npo0yBaB 3po0UTH Lle caMe, IOCAYrOBYWOUUCA
¢ysxniel V. Bucnin He BumpaBAaB NMOKI3ZaHUX HaXiff; MOIpaBKa
QI8 eHepreTUYHNX piBEIB BUXOAWTEH Y BCAKOMY BHIAAKY EaATO MaJja.
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0. MOHIIIBOBIY (JIsBin)

Exeventn sopi SU Cygni.*)

Bske o6GcepBamii cHABHHMX MicHeBHX 3MiH Ha IIOBePXHI COHIS
miaepskyoTh Hac B TOMY, LI0 CTaTHYHHUN MOJIeJb 30pi, 1m0 Bei 6i
YACTHHHU 6 B CIIOKOI, MOKHA PO3YMITH JHII K Ilepllie HaOJHsKeHHS.
Yacro Ha6aHskeHHS I1e BIOBHI BHCTApYas, 03BOJA6 HAM IPOHUKHYTH
B CyThb OpUpPOIH 3ip Ta He OOTAKY6 HAC CKOMIUIIKOBAHNMH yMOBH-
gavyu. OnHaue MOskHa BKasaTH Iy rpomaiay 3ip, IM0 AJd HHX
CTATHYHAN MOJIeJTh HABITH B IepHioMy HaOJMskeHHI0 HeIpHIaTHHIM.
Ile smimmi 30pi, 10 IXHA ACHICTH 3MIHA6THCA HACHIIKOM HE3HAHHX
HAM TiraHTCHKHX IIpOIeciB, 110 BinOyBawTbcd HA IIOBEPXHI YU
y BHYTPilIHKX IDapax 30pi.

[lepmi Bami BimoMocTi mpo 3MiHHI 30pi carawors XVI. Bigry,
ronu 1o Pabpunift B 1596-My poui BiAKpPHB Iepioy B3MiHHY 30pi0
Ha3BaHy ,/luBHON“ aGo 3 JarmHcbka ,Mira“ B cysip'o Kura (Cetus),
Ilst 3ops sBerbes Tenep Mira Ceti. B 1800-My poui 3HaHO ycboro
aum 11 3miEHEX 3ip, B 1854-My — 24, Ha movatky 1935 poky
6ansbko 6200,

Skio saMiHa AcHOCTH 30pi BiZOyBaeThesd HABOPOTHO, IEPi0IHIHO,
TO HACYyBaeTbCA IUTAHHA, BUBHAYHUTH €JE6MeHTH 3MiHM SCHOCTH 30pi
a60 KOPOTKO ,eJ6MeHTH 30pi“.

Jlo BeanumH, IO XapakTepH3ylThb 3MiHYy SICHOCTH 3MiHHOI
30pi, HaJeskarh : :

1) P — mepioga, OpoTAr dYacy IIOMIZE aBOMAa CycCizHUMHU
maxrim-aMI 91 minim-aMU.

2) Euoxa — e ¢ vac 7%, 1[0 BiJf EHOT'0 3aYHHAETHCA UHCICHHS
nepioan. '

3) Amnairyna A — pisHHUA SCHOCTH B maxim. i minim.

T gy

M—m 3 “
4) Beamuuga ——, 10 XapaKTepusye aCHMETPi0  KPHBOI

SCHOCTH.

*) Jokaan unranui#t Ha VI 3'i3xi ykp. nmpmpomumkiB i aikapiB y JIbBOBi
17. tpaBHa 1937.




58

Ha ocHOBi Bule CKasagOro MOMEHTH HKOI‘OHe_ﬁleb mazim., 300
minim. BUSHAYYIOTHCSA Q)OpMy.HOiO:

T=T,+ EP,
ne 7, moyaTkoBa emoxa, P mepioga, a £ CKIIBRICTE Iepionx, 1mo
MIHyJa BiJ] ITOYaTKOBOI eIOXH.

Komusk mepiona sMiHHOCTH mijJArae He3HAYHUM IepioAHYHIM
BarasHAM, TOJAL J0JydaeTbCdA I1le TapMOHIfiHHII BHpas, Tak 1o
IicraeMo (opMy.Jay:

T—=1T,+ PE + Asin(kE + B).

B Bumagky BikoBHX 3MiH Iepiosn 3MiHHOCTH YKHUBA6THCA IIa-

paboaiunoi ¢popmyau: T'=1T, + EP + R P? ne R ne osHaueHA CTAJIA.

Sopa SU Cygni Mae piBHEHHKOBI cypaami: e = 19® 40™ 48s
=29°1‘4 i BD + 28° 3460. SmimHicTh ii GiIecky (sICKpaBOCTIH)
crepauiau  yuepme Miiller i Kempf B 1897-my poui B [orenawvi.
Ilismifinri oGcepBanii MOTBEPAMIN Il BIIKPHUTTSA Ta 3’sCyBai, IO
3MiHH SCHOCTH BiZOYBalTbCA NEPiOAMYHO, NPUIIM 30pd HAJIERATDH
710 HOpMaJbHHX 3MiHHHX 3ip THmy O Cephei, ce6To Takmx, 110
ixHa nepioja Jemuth B rpaHnnax Big 1—45 nmis. Ilepiona ii amin-
HOCTI BHHOCHTH mpubausHO 3%845. KpuBa sacHocTn 11ei sopi, sk
s BiRe srajgas, 6 sOamkeHa g0 tany o Cephei, ce6to mMas mHeci-
MeTpH4BHIl IepeOir. 8pict sAcHOCTH 0araro IMBUAMINIT Hisk ii CIIAI0K.
PisEnng B 30pgHHX BeJHYMHAX SCHOCTH maxim. i minim. BmHO-
curp npunomusHo 0™, 8. Pax BusmauHEX aBTopiB sk Luizet, Helle-
rich, Robinson, Parenago 3 mopas 6iapmon TOoKJIaTHICTIO BU3HAUY-
BaIM eJ6MEHTH HaBelNeHoI 3opi fi Tak Luizet momae och Taki
eJI6MEHTH :

. Max. : = 24142024826 (cep. wac Iapuk) + 39,845612 E

Hellerich: Max.: = 2414202%855 + 31845472 F

Robinson: - Max.: = 2421278 435 + 39,845442 F

Parenago: Max.: = 2421278503 4 3845507 £

PiBHOYacHO BH3HAYYBAHO CIEKTPAILHMI THII, BIACHIH DX,
napanakcy Ta iHmi BaactmBocTi 30pi. B meft cmoci6 mporsarom
npuGau3no 40 git si6pasu Beankutt oGcepBamiffEuit MaTepisa 3opi
SU Cygni. Moa miap Gyaa ompamoBaTH OZHOPOJEO Bei xoreme-
pimEi goctynmi meni oGcepBamii, w0 Aae mizcrasy JokdagHIHMOL
ft Giabnr iMOBIpHOI meBEOCTH eJEMEHTIB 30pi.

OnnpaBest 1 ma 184-0x omiEKax fACHOCTH 80pi, NepeBegeHIX
MeTO/I010 Apreidsiepa, mo ix BUKOHAB ITIpo¢. JbBIB. yHiBepcuTery
ap. E. Pn6ra B Bapmasi B porax 1926-1928. 11 Merona moasrae
B TOMY, 110 fAcDicTb 3MIHHOI 30pi IMOpPIBHIEMO 3 sCHiCTIO Hepyxo-
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MHx 3ip s Bizomon scmictio T. 8B. 3ip mopiBmamms. Ilpn
ONIHKAX YSRUTO 6 3ip IOpIBHAHHS.

MoMeHTH uacy MDOOJAMHOKUX OI[IHOK 3peAyKOBaHO 10 Telio-
LIeHTPUYHOT0 Yacy I'pimiu, TpUuOMy UYHCIEHO B 0JISHCBKIX JTHSAX.
II{o6n1 Gya0 MORIMBO IOPIBEATH Tak po3kHHeHI oOcepBamii, 004H-
caero (asu MOOAMHOKHX obGcepBamliff Ha OCHOBI B30py:

/- % (J. D. — 2400000)

[lotiHO TOXI 3TPymOBaHO PasoM I ABafinAThL oOcepBailit, 00YUCIEHO
cepe/lHi apuUTMETHYHi, 110 TBOPATH T. 3B. ,HOPMAJbHI TOIKHY,
ARl TO3BOAWIN MeHi BH3HauuTH KpnBy sicHoct:m sopi SU Cygni
(TIop. pHCYHOK)

o — o " N — “.

£ 3l

oo 7 % 03 i e e o S W—TT

Iloni6ni nepeunciaenssa 3poGaeHO i3 BeiMm iHmMNMH oGcepBa-
uiaMm, mo B cyMi pano okoao 2000 oxHOpPOAHO 3PEAYKOBAHHUX
o6cepBarilft. HaBeneni aBTopm IOCIYyroByBaJmCs He JHUOI METONAMU
BisyannbHOI oGcepBamii, ame TAaKOE BeJHUMHAMH (PoTOrpadiuamMy,
¢ororizyaapEIMHI Ta oTOMETPHIBUMU. B €BOIX paxyHKax sMylme-
HOit g OyB KopHcTyBaTHch Ge3locepelHIMH, IOJEKyAUM Ine He
omyo6aikoBaHIMHA o6cepramisvin. Jnm saBasku BeiwmBocTu IlBspesa,
acrporoMa IlyakoBebkoi o6GcepBatopii, Ta Kywapriga i duabopii
3 acrpoH. imctutyty im. IlltepmGepra B Mocksi, Mir s TMOKOpHCTY-
BaTHCh IXHIMHI HeAaBHIMI o0ceppanisgMul, Ie JA0Telep He OT0JO-
TIeHNMH.

Hatigacritime BskmBammnii enocié Bu3HaYyBaTH IlepioJH crmpa-
6THCS HA TOMY, 1[0 BU3HAYAETHLCS eNOXM [OOJAMHOKHX max. SCHO-
crufi. OxEark 3 orasay Ha Hejnasmi npani Hertzsprunga, K Takok
nocaian mpog. Pnru mokopueryBaBea 4 iHOIOD MeTonow, a caMe
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MeTOJ0I0 SCHOCTHII cepenBboi Toukn. Ha spocratwuill raaysn KpmBol
BHOMPA6TbCS TOUKY, II0 JesKUTb Ha CepeJUHI IIOMisk BapricTio
maximum i minimum Ta BU3HAUYETHLCA MOMEHTH, II[0 B HAX 30pd
IepexoauTh Yepe3 I Touky. KoHeuHe nputoMy € B3aJOMKHTH, IO
TpupicT sicHocTH Ha 3pocranduill ranxysi e npavonigmiiigmit. Ile samro-
skeHHST € B Bunanaky 3ip tuny J Cephei onpaBnagme. Ilpun Tak Bein-
Kiff CKITBKOCTH OIIIHOK SCHOCTH 30pi He oOMemHBCA A 10 HOKIAN-
Hilfmoro BU3HAYeHHS IIepiodd, BATOMICTL 3aHABCS A NHUTAHHAM
IocTifiHOCTH TIepioAn 3MIHHOCTH, & caMe, Y B BHIAJKY 61 3MIiHHO-
CTM 6CTBYIOTh BHUPasU TapMOHIYHO-NIEpiOAMYHI UM JHUII BUPA3H
BikoBI — kBaaparoBi. PosBasynunm paa HOpMaJAbHNX pIiBHAHD BJA-
JI0Ch MeHi BiIKpUTH BiKOBY 3MiBY mepioay sMiHHOCTII ACHOCTH 30Pi
SU Cygni, a pasom ycraantu Bapricth crajtoi R ma = 0,0036.10°,
Ilepiognyaux 3MiH (10 NpHYMHI HEBEJIKOro IIPOTATY dYacy) He Mir
s 3aBBaskuTH. OCTaTOYHI eJ€MEeHTH 30pi BUHOCATH HAa OCHOBL MOIX
004uCleHb :

Med. magn. = J. D. hel. t. Greenw. 242127820691 +
+ 29
+ 348455114 £ — 04,0036 £2. 10,
+ 10 + 12
Bigemurutt sEak mompaBku R Bkasye Ha Ie, 110 Iepioja 3 6irom

yacy 3MeHMaeTbCs, 10 3rigHe 6 3 Teopielo Kddingtona sip Tumy
0 Cephei.




Dr. JULIAN BOHACEVSKYJ (Stryj)

Transformation der Laplaces’chen Differentialgleichung im
n-Dimensionalen auf generelle Koordinaten.

Es seien n zueinander ortogonale n-dimensionale Gebilde gegeben:

Ji(xy g 250 203) = @
Jo () 25 g 0) = Qg

1)
S (% %y Ty X0) = n
Nach Anflésung nach x,,2,...25 erbhalten wir:
@y = P1 (€1 Q3+ €n)
Ty = 3 (01 0o+ €n)
(2)
@ = ¢u(0; Q2. 0n)
Die Ortogonalititshedingungen sind:
dp, 09, | 0p, 0, dg™ 0Py 071 ¢
S 2 =y — =0
09, 0y 00, 00, + 00, oo, gagl 294
aq)l awl ap, a‘pz . 00y 8¢ = aqy 0q;
0% 09y | 0% 09y | L 00 09n QU 091 _ g
09, 0g3 00, 0 S 8o, 0p, &l 0g 3

n
09, 09y | 09y 0@y | 0Tu 0w _ w091 07i
00u-10¢n  0¢n—10¢a T 0gn—180u don 00u—1 ag,.
i=:

oder auch:

Ogy 00s. , 00100, | 0000 _QlG06_
Ja, Oy, = Oxy0xy  0an Oxa < O2i O

j=
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90, 3¢5 , 00, 905 . _}_601 90y _ 1091 005 _ 0
dx, bx, | Oz, O 0y Oz, aax. i 4

00n1 0¢n | 00u1 B0n | 00a1 Bou _ Q01 O0n _
dx, 0x, oxy 0x, ' "' Oxn Oa i Oxi O2i .

Es sei nun die Potentia.lgleichung gegeben :
ooy

2
47= "+0x2 Y

-0 )

und diese Gleichung moge auf generalisierte n-dimensionale Koordinaten
transformiert werden. Die neuen Koordinaten seien ¢, ¢,...¢x und sie
mogen mit den Koordinaten z, x,...xa durch die Glelchungen (1) und
(2) verkniipft sein, Wir haben nun mfolge 2):

oV 3V ae, , 3V do, v oo .
_——— = —————— == 1 2 s 6
o 0, 0m T aggam " T dgnim (E=12...n) ©)
&V v ag) a_*z(%) b 0 6&1)2
da gt \da 805* \d1; T Ben \ay
+2 o 0V dgude | Vo', ov o', 37 0
Doxdg D Dai | By it + b dw® "V dgadart  (T)
YTy (t=1,2,...n)

Addieren wir die n Gleichungen (7) und beriicksichtigen die Orto-
gonahtatsbedmgungen (4), so erhalten wir:

P
gV+ V+' + =4, 7=
Ly

=4 (91) & V 1((’2) o V+ .+ 4 (Qn) 2-1-' 42(91 aQV-]— ®)
1

+4 (o,)"’V+ (e O

Dabei bedeuten A,(¢)) und 4,(¢;) die verallgemeinerten Lamé- schen
leferentmlparametel

sy = (L ) (ax,) () @

A= XL Lo O (10)

O, 0,2 T Bt
Diese Differentialparameter berechnen wir wie folgt:
Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach z, erhalten wir:




0P 00,
09, dx,
a(p, 691
90, 0, Oy

99x00,
00, 0z,

p, 00,
09, oz, t+.

6‘1’? 602 +

a0, 0, 6x1

6¢n ags
20y Qg 6.'1,'1 +.

ot
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ap, agu
00n Bxl
003 000 _
agn 8:.!:1

.+ =1

(11)

0¢ad0s _
900 0,

Multiplizieren wir nun die erhaltenen Gleichungen bzw, mit

00, 0py s
o, B, """ dg,
sich )
%)
_L\d @,
[ 6%)
-—] +
| \90,
_ 3‘1‘1)’
— ] +
L\0 ¢,

9@,

und addieren mit Beriicksichtigung von (3), so ergibt

de, _ 99,

0%)”“

891) ...+ T | o, — e, und analog
09y 0ga)] %0y _ 29,

6o,/ to 601)— oy, 8¢ (12)
Yy ()] o

99, T 30,/ 1 dxa dg,

Quadrieren wir und addieren diese Gleichungen, so ergibt sich

[(2oy (52

o

)le(el) ==

20,
_{op, 6%) ¢
001) de, ot 691)
und hieraus
4, (0) = =
0@, dpa\?
(091) 691) + +(agl)
Analog
Al (09) =
¢y 09, (Otpn)
a02) : eg) ot (13)
1
4 (o) =
42y 0, 0n
c’)g,.) agn) Tt agn)
Fiihren wir noch die Bezeichnung ein:
¢, 09; ¢ )
601) 89,) +eet 901) =4 !
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dann bekommen die Gleichungen (13) die Form:
1 1 1
Aled =g Ales) = g Aled = (13a)

Die Parameter 4,(g;) berechnen wir nach Lamé wie folgt: mit
Hilfe der Bezeichnungen (18a) erhilt die Identitit (8) die Form:

10V, 10V 19V (8a)

Az(V)=EW+I_{;@+ +Hag=+A(‘)_

+4 (92) + -t 4 (e n)
In dieser Identitit setzen wir der Rethe nach: V=g, V=g,,.. V=g
Es ergibt sich

109, 1%
H, 00,® ' H, dg,®

1 9% op,
Fohgraon t Ao Gt +

09 09y _
<+ 4,(0,) 50, +...+ 4,(00) %0

_1f6%p, 1 9%q,
AT H d0,®

1 o2 % a%

0
+ A2(9 )aq’g + + 2(@") (p2 0 (14)

1 aﬂq-n 1 aq‘n 1 aq‘n 0¢n
H6912+H692+ +Hag“‘+2 69+

31. an
+m@)¢ +Amo¢

Daraus konnen wir schon A4,(p) bérechnen. Multiplizieren wir
namlich (14) bzw. durch aw‘, g—gﬁ g—% und addieren, so ergibt sich
1 1

mit Riicksicht auf (3)

0%q: dqy 1~ 0% 0;
H2maa H, 0,50, T (15)

1 aquaql
+E239 350, T 4 (@2} H,=0.

Nun ist aber

0, 0%s_1 0 ( )]
09, 89,* ) 301 00, (16)
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und

v 091 0*qs _ 1 0H, (163)
i 00, 00,F 2 D,

Differenzieren wir wieder die erste der Gleichungen (3) nach g,,
so ergibt sich

o O 071 N 0%i0° T

bl 00,00, 00, = A 00, 005>
i=1 i=1

G OB 00 P 1ok,
i 50, 30,° dowi 005 00,00, 2 ¢,
i=1 i=1
und analog . og; 8% 1 0H; b
99, bes® 2 0g (o
i=1
o
oqi 9%y 1 0Hw
4 13@, 0()112 2 099,
i=

Hiemit ist;

1 8H, , 1 0H,

+

By(01) = T 2H*9p, " 2H,H, g, (a7
o e T g
oder 4,(0)=— 5%{_1 3%1 (lgHgH—Ii..l'/:)
Analog Ay (0y) = — 2%1, % (Zglﬁ) . (18)

J— 1 a Hu
A0 =~ 577 50 (9 H)

Um nun negative Vorzeichen durch positive zu ersetzen und den’
Nenner 2 fortzuheben, setzen wir noch

1 1 1
H, =Kgr H, =Er~- Hﬂ"":h—ngﬂ'

dadurch erhalten die Gleichungen (18) die Form:
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8 h
— LA 1
AZ (91) - hl. 601 (Zg hg hgmhn)

8 h
— h 22 hht S
A (@) =y 00s (lg by hy "hu) (18a)

800 =t (10 )

und die Gleichung (8) die ,Form

8 V . V a2V
4V =h? g5t ggv+h 20V SRl
hy v av (8b)
T 091( h hg...hn aQ1+ ? an(lgh hg. )692+ -+
hy vV
2
th wihn a@n

oder kiirzer

a2V 8V bk ] h
= by ad LAY S M W
& V="l hy..ha [h hy.r-Fin 005" +ag,h,h Tndg, \ ks, h)+

hy 8V, oV h, (8¢)
F g Tadeyt Ty e hag,(lghh h)+

yo ko 82V 8V ha ( )]
h kg n—1 3Qn agn h h whp 1 0¢n h h h,_.l
Nun ist aber

k0 (lg_hn_) -
Rg hgohn 89\ Py Bg... Pin

oh ohy oh

1 — _ =
=h, hs...h,,a—ol — by hguhy s by By a2 _
(hi ha n)2
Ohy _ 5 (ks Ry hn)
Sl ik
(hg hig . o) 99, \hy hy

und analog

e o) =)
hyhgocha 00y \" ki hg.. by 90s \hy hy .hn

3 9 2
_ M 9 M N9 m
by g Fio1 00n 9hlh,...h,,_1) 30n \hy higor hu1
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Hiemit erhilt die Gleichung (8) endlich die Form:

_ o b ov
bV =htwte | (T ) &

o/ h aV\, 0 hy OV
+ 55; (}'l hS"' hn a?g + v .‘+ 3011 (hl hz... hn—l agn)]

Die Anwendung der letzterhaltenen Gleichung auf n-dimensionale
Kugelkoordinaten und ihre Lésung bleibe einer besonderen Arbeit vor-
behalten,




OCTAIl CTACIB (T'erinren).

Mexanism mepenocy e6KTPHIHOCTH B HEMPOBiNHHKAX.”

Hamepen Mmycumo snedimioBatum ,HenpoBizsmen“. Ha ocroBi
JOTeNepiMHNX eKCIepuMeHTAIbHNX N0CBIAIB, — KOJH IIOJMINAEMO HA
6omi MeTasi, — KOsKHA KpHCTaJigHA CITKA Ile imeaabBUHl qoCKOHAJINN
HeNpOBiZHNK. | HaBNAKH: KOKHUN JOCKOHAJINI HENPOBIZHNK cTaHe
JinmuM a6o TipmuM IpOBIIHHKOM, SKII0O B NOBLIBHO MAaJUX LAPH-
HAX BaKOJOTUTHCS CTPOrHii crexioMeTpHYHHII NOPANOK, T. 6. KOJHU
y wiff napuei crame 3a 6oraTo a60 3a MaJO OJHOI IIErVIMHH, YI TO
y Buai itoma 4ym aroma. 30ypeHEA (Stdrung) crpororo crexiomer-
PHYHOr0 HOPSAKY [TOHAMH CIPUYMHIE HMOHOBY NpOBinHiCTH, a 30y-
pPeHHS aToMaMu — I[0HOBY, & OJHOYACHO, AK I100a4NMO, i eJeKTpo-
HoBy. Ha mpuwmip: izeanpHa ciTka KpHCTANIYHOI COJMM, KOJIHM HeMa
30ypeHHS CTPOrOr0 CTEXiOMeTPHYHOTO CKJIaay, ToOTO 30ypenHd ine-
aadbaOro mopsaaky HapsaaiB Nat i Cl—, mo HacrymawoTs 1o coHi, Oyne
3aBCiM JOCKOHAJINM HEeIIPOBiIHUKOM. 30y pUTH CTeXiOMeTPpUYBL i CKIaX
MOSKHA TEPMiYHO 33 MOMIYYI0 TeIUISHUX KoaumBaHb. OmHaye MOkHA
e 3po6uTy I MTYyYHO 34 IOMIYYI0 BiANOBIZHOrO IIpolecy, IIp. 10-
nateoM T1Cl opn TBoperEi Kpucradis NaCl. Otske Binmosiznum 306y-
peHHAM MOKHA 3aMiHHTH ifeaJbHuft izoaarop Ba Jimmuit a6o rip-
muft mpoBigEMK. B Moiff posBinumi xouy posiOpars JUII 01HO NHU-
TaHHS, a caMe OOMEe:RHTHCS /10 NPOBOAY eJ6KTPHYHOCTH B aJbKaJi-
raJboI'eHiJ0OBUX KpHCTaJax IpPH cTeXioMeTpHYHOMY HaaMipi alnbraJiiB
a0 raaporeny. MexaHi3M NpPOBOAYy €I6KTPHYHOCTH y THX coJelt
MOKHA BiNMOBiZHO TlepeHecTH i Ha iHmI coJH.

Cout aJIbKAJiraJboI eHiJOBHX KPHUCTAJiB PO3CIiNAeHO 0CHOBHO
B I. ¢isuranpHOMY iBCTHTYTI yHiBepCHTETYy B T'erinren min TIPOBOJOM
npo¢. Pohl’a. Ha ocHOBI noTenepimHix Hamux BigoMocTell mpo mimmki
TiJla aJbKAJIraJboreHiIN B OJHOKPHCTAJiuHill (opMi MaoTh ayske
npocry 6yaoBy. ¥ 4HCTOMY CTaHi BOHM — OITHYHO IIP030pi (B BUJ-
Hili napuHi cmexrpa) i MOskHA IX JOKJAJHO PO3CIHIINTH METOLAMH
ONTHYHUMHE, €J6KTPHYHMMHU Ta TepMOAMHAMIYHAMH. AJbKaJiralbo-

1) Tepminoaoris srigua i3 ,CmoBEmKOM ¢$ismanoil Tepminoaorii BYAH (Ma-
TepisiaE M0 yKpaiH. TepMiHOJ. i HOMeHKIaTypH T. 1V), Xapkis 1932
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reHin B KiMHATHIIt TeMmueparypi € 3xaumi npoBizEmravu. B mipy
3POCTy TeMIlepaTypH HpOBiIHICTH IX pocTe BHPa3HO i TO eKCIOHeH-
niaabHo, Pue. 1. Bkasye sale:BicTb MHTOMOI IIPOBiJHOCTH adbKaJi-
raJnoreHiNiB Big Temmeparypii; adcuucol € BiZIBOPOTHICTL abco-
JI0OTHOI TeMIeparypl, OpANHATOL, UOAINEeHOH JOTapHTMiYHO, IHUTOMA
NpOBiAHICTE. ¥ BHIINX TeMIlepaTypax Maeé IlepeBary JIHII TepmiuHe
30ypeHHsI CTPOTOT0 CTeXiOMeTPHYHOro CKJIany. B Hacainok TemasHux
KOJUBaHb KPHCTAJY II0OMHOKI HOHH RigAiMI0OIOTHC, NepeMillyloThCs
i omicas mopymanThes B eJEKTPUIHOMY IOJi. Y HIRIUX TeMIepa-
Typax IepeBaskas 30ypeHHs, 3aMOPOKeHe B Yaci TBOPEHHA KpUCTAJY.
Ile 36ypenHsT MOske nposBIATHCA y (opMi Aip B KpHCTadidmitt ciTii
a6o y ¢opui HoRIB, BTHCHEHUX B MimciTKOBI Micnd. AJbKaJairainbo-
T'eHiTOBI KpUCTAJIM 3HAE6MO B UHCTIM CTaHI AK THIOBI NPOBIAEWKA
[10RiB y mpoTHCTaBIeHHI N0 MeTakgiB, HIHUX THIOBHX IIPOBiIHHKIB
enexTpoHiB. Ile poapisHerHa 6 no6pe. OxHAadYe HAa OCHOBI HOBHX 0-
cliniB BOHO BuMarae JomoBHeHHdA. [lecmoiiBaHO MOMKYTH KpHCTAJI
aJbKAJIraJILOr'eHiMiB BUSBIATH 106iY cBO6I OHOBOI IIPOBIHOCTII
Hepas 1 mepeBaskalody IIPOBITHICTH €JIEKTPOHOBY.

Ro:xkanti xeMik 3Hae, II0 KPHCTAJ aJIbKAJiraJbor'eBily TBOPHTb
B mapi cBOiforo KaTioHOBOTO MeTaJo, Np. XJAbOpia Kaixia B mapi Ka-
ais npu okoso 700°C, maamip meramio B kpucrtatdi. Bim nae kpucra-
JgeBi, mo mepeame OyB A Oka IIpo30pnii, cuJIbHe BUIHe 3aldap-
BrerHs. 1 Hocig 1poro 3abapBieHHS IpUAYMaHO HA3BY ,LIEHTp
G6apBn“. PopMaJbHO MOMKHA BBAMKATH LEHTPH 6apB aToMaMH albKa-
JiiB T. 6. 3IyKol Karioma i exexTpoHa. IlenTpu 6apB € BBHAY IBOTO
HeBTPAJbBEIMII aTOMaMH aJbKaJiiB, 1110 MiAJATA0Th CIJIAM CiTOK KpI-
crajy. AGcopOUifiHNii creKTp LeHTpiB 0apB BUABIA6 A3BOHONIOLICHY
cayry. YacTory MakciMa CMYrH MOKHA OOYHMCIHTH i3 eMIipHdgHOI
(popmyan :

»d? = const.

Ilpuxnanu cuexrpiB mozae puc. Il

Csitro, mo Bnajgae B ab6copOmitiai cMyry, Bupusas (abspalten)
eJIeKTPOHH 1 BOHII B citni mopymamoTbes cBoGinHO. B enekrpuanomy
0O0Ji NPOABJIAITH TAaKL KPHCTAJU BHYTPIIIHIN CBiTJI0€JeRTpUIHNH
edexT. ;

Enexrporn nenTtpiB 6apB MOskHA BHpPBATH He JUM CBITJIOM, alle
TaKOZ MOkHA iX BHCBOOOAUTH uyacoBO TepMigHO. Bmme 200°C Tep-
MiYHa CUOHYKa IlepeBHIIae HaBiTh cBiTaoexekrpnuHy. IIpn Temme-
parypi axnx 550°C MosxHa HeHTpH 6GapB BHAICTATH 3 KPUCTAJIY B Ha-
IpsaMi aHOAM eJEeKTPUYHHM IoJeM sKkux 220 BOJET/IM B KiJIHKOX
cekynaax. Puc. IIl. momae xpmerar, mo B HiM JiBa 1M0J0BMHA Crajga
BHOBY sICHA 4Yepe3 Biaxig edexTporiB. CTpyM ocArae mo J0JydeHHDO
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noas HaliBUILy BapTicTh i majze omicad Io BiAXodi eJeKTPOHIB A0
nesHoi moctitigoi Baproctu. Pumc IV. Brasye mepeGir crpymy. Ilo-
CTiftHHUI ¢TPYM MOXOANTH BiJ BJACHOI €JeKTPOJITIIYHOI IPOBiHOCTH
KpHcTajga, cTpyM, L0 9acoBo cmajase, Bin1 pyxy exekrpomnis. IlIpado-
BaHA TOBEDPXHS BilKa3yé MOJOBIHY HApSAIY, TPAHCIOPTOBAHOTO eJIeK-
Tporamu. TpaHCIOPTOBaHY KIJIbKICTH €JeKTPIYHOCTH MOJMHA BH3HA-
YHATIL, 4 THM CII0COG0M OGYMCJINTH ILeHTpH 6apB. Yuciao Tak BUYH-
clIeHHX IeHTPiB GapB Br0/IFKY6THCA BIOBHI 3 YHCIOM €JNEeKTPOHiB
amenepsii, mo fforo MoMHA JicTaTH 3a MOMIYYI0 NOMipy — ONTHY-
HOI0 MeTomol0 — cTajoi abcopOmii I miBBapTicHOI MIMPHHM.

JTocBix 3 MaHAPIBKOO eJEKTPOHIB MOKHA IpPEICTAaBUTII e Ha-
raafgitime (mop. pue. V.). Uepes BiamoBinmmii Katox, depes BicTpst
a60 uepes AHOAHO CHOJSPII30BABY IUINTYy BXOAATH y BICOKill TeM-
IepaTypi eJeKTpOHH y BIIAI XMapi IeHTpiB 6aps B kpucrtaid. Ilpm
1IbOMY OYeBIZHO IpOBigHiCTH MOHIB KphCTagy MycHTH A6aTH IIpO
cBoe BupiBHAaEHS. [Io TpUMaHAPYBaHHI e€JEKTPOHIB' 3 BicTpsa ato
AHOIHO TOJAPH30BAHOI INIHTH Maeé KPHCTAJ NOUpPH CBOE CTEXioMer-
puuHe 30ypeHHs HoBaMH e J0JaTkoBe 30ypenHs aromamu. Pme. VI
BKa3ye HAM MeXaHi3M T. 3B. HAIYHCEJNbHOI MPOBIAHOCTH €JEeKTPOHIB.
EneKkTpon BiaaucorioBy6eThest TEPMidHO, IOPYIIA6THCS HEBIAHO, & 0Ni-
CJIs BHOBY Ocijlae AK I[eHTp OGapBIL.

Y rakuft caMmuit cmoci6, gepes orpiBaHHA KpuCTaJiB B Iapi ra-
JBOr'eHiB ab0 Wepes BHUXiZ 3 BicTpA, MOKHA BHAICTATII CTeXioMer-
pUYHHIl BHagMip TaJbOTeHYy B AJBKAJNIraJboreHIZOBIX KpICTAJIAX.
fx mpukaan MaeMo aGcopOuifiHItt cueKTp iioay B KpHcTali ffogaxa
kagis (puc- VII). Ile 6 crmexTp ymicueBieHOro MoaekyJa iiony B fio-
naky kamis. Yepes IpHIOsKEHHS I0JIs MAHAPYE HAAMIPHII raanores
mp. tox i3 ocrpum saxEHM (poHTOM A0 Katona. Hampam mamIpiBKH
y eJeKTPHYHOMY I[OJi 6 HAupAMOM J0JaTHBOrO HAPsAY, 3H. BiXBO-
POTHO K Y HAAMIDHHX eJeKTpoHIB aibkaaiiB. Heprpanbeuft fion me
MOKe OYeBHIHO MAHDYBATH B eJdeKTpuuxoMy moai. Mexamism MaH-
JPiBKII COIIPA6THCA HA 3ACTYIHIfl IPOBIAHOCTI €JIEKTPOHIB (piIc. VIII).
AtomMu iiony, NpusBHI B BICOKifl TeMmepaTypi, AicTaioTh Bix €BOHOTO
{{0M0BOTO if0HA, MOJ0MKEHOro B iX cycimcTBi B HaupaMi Katoly, OAUH
eqexTpon. Uepes Te IepeMiHIOETHLCSA POJIA IIEIITH (Baustein). Bomo
BUIAETHLCS, HEMOB aToMm oAy sAK JIOJATHHI Hapsad IO0CYBalOTLCS
B Hanpsami katoxy. Ti ocaixn MaoTh 3HAYIHASA B APUEI IPOBiTHOCTH
eJeKTpOHIB B MINKIX TiJaxX, a TOJOBHO y IapuHI MiBIPOBIAHIKIB.

Buanvy MaHApiBKY eJeKTPOHIB MOKHA OYJO JIETKO MOACHHTH.
Tepmiuna Aucomianisa neaTpiB 6apB mocradaia HeBIANMI IOHII i He-
BUANMI eJekTpoEH. EIeKTpoHH MOMYTh ANGPYHIYBATH 3 BEIUKOM
ckopicTio, 60 TepediraTh CBOGIANI AOBAMHN ZOPIr. B enexrpuunroMy
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noxi niecrae ng Andysia Buapavmnil HanpaM. PiBHo# MoskHA MipuTH
pyxauBicTh NeHTPiB OapB. Hailnexmnie oOGcepByBaTH IX AK MaJy xMapy
I[eHTPiB 06apB B YMCTIM 3pemTol KpHcTadi, aGo MipHTH CTPyM eJek-
TPOHIB B CTal[lOHAPHIM CTaHI Ta YHCIHTH:
K=nev
(K = mnromMa mpoBinHICTL e€JEKTPORIB, e — eJeMeHTapHuIl Hapsj,
V = DPYyXJUBICTB).

Pyxamsocrs MipeHi UM c¢mocoGoM, pOCTyTh €KCIOHeHI[SILHO
3 TeMIePaTypol KpHCTay (pue. IX), m. 6. i3 pocxoM Temmeparypu
pocte TepMiYHA AMCOIiANiA uUeHTpiB 6apB B HOHM i eldeKkTpoHN,
a0 NaB3HM CHOYMHKY €JEKTPOHIB B 3BA3AHHIO IEHTPIB GapB CTAlTH
MeHI. PyxumBicth 1enTpis 0apB B 3aJesKHOCTI BiJ TeMmieparypi
MOKHA IIPeACTaBHTH (POPMYJION0 :

&€

TRP.
V=V, &

HoGopoM iHImoOro Mipmia MoskHA N0BeCTHI KpHBi 3 piBHNM amio-
HOM 3 OCTAaHHBOTO WJIeHa 10 HaKpUTTA (puc. X.). OpanaaraMu 6 pyx-
JIIBOCTH IEHTPiB 0apB, abcuucavu abCoJIOTHA TeMIeparypa, NijdeHa
XapaKTeplUCTHIHOI TeMueparypolo. Beamumsy @ picrasmo 3 3aiesk-
HOCTIL TeMIepaTypu OHToMoro remia. Iiexrporm, Biaipsami Temmow,
MORYTb B KpuCTajai Ju(yHAyBaTH i AicTalTh, AK MH GAYILIN, B eJek-
TPUIHOMY MOJi BUSHAYHHI HanpaM. es eleKTpHYHOrO OIS MOMKHA
MIpHTII JUIII TepMitHY Andysio, HaKOIN 6 cuajx KoHmemTpamii. [[u-
¢pysifime wmcao D BrsHauyeMo Hafikpalne ONTHYHNM TOMIPOM poa-
Iiny KOHIEHTpalii npu 3abapBIeHHI0 YHCTOr0 AJbKAJICaJboreHixo-
BOro KpUCTAIy B napi aapkadiz. Mexamism jugysii unenrpis Gaps
AacTb HaM lIIe Kpaule 3po3yMiHEA TpaHCHOPTY exexTpuunoctd. Hafi-
AeMO MiZ THCIOM angysittany D i pyxamBicrio exekTpomiB Ta j10-
AATHHX HAPAAIB TakHil caMuff 3BS30K, 3HAHNII HAM B eJEKTPOJIiai.
Bcex»f TaKkW 3 JeARHM 3acrepeskeHHAM. B exexrpomisi smaemo aum
NPOBIAHICTD HOCIA, I. 6. NPOBigHiCTH BiA'6MHNX i ZoxaTENMX {i0HIB.
Tyr Mycmmo mpexcraButu co6i, mo Bin'emmi fioEm € 3acCTyIIeni
GJICKTPOHAMI — 3 THM J0JATKOM, [0 He JUII eJeKTPOHH IleHTpiB
6apB MORYTh MAaHADYBATH i3 CBOIMU JOAATHUMI HapsSAaMH, aje 1o
B TPAHCIIOPTI €JEKTPUIHOCTH GepyTh TAaKOR ydYacTh HOCI, IpuHa-
JAeKAL 10 CITRH. Bomu ButBopoTL B KpmCTami Ges LIeHTpiB 06apB
eJ.IeRpo.JIlTH‘IH‘HH CTPYM. SBS30K Misk PyXJmHBiCTIO eJeKTpoHiB, xoaaT-
HIX €JEKTPOHIB Ta craanx audysii mae dopmyia:

B k+ VoKl
Lk ke

(D = crana an¢ysii, v_ = pyxamsicts eJEeKTPOHy, ki = mnmrtoma

.
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npoBigHicTe KaTiomiB, k_ = mmnroMa INpoBigHICTL eJeKTPOHIB
k = crana Boltzmann’a, T = a0coaoTHa Temneparypa, e == elle-
MeHTapHHIT Bapsan).

B rpamnysEOMy BHOAAKy BHCOKHX TeMIepaTyp Ta MaJjoi KOH-
nenTpanii meHTpiB 6apB Ie PiBHAHHA 3BOJIUTHCA J0 IPOCTOI (PopMIL
B il

e

OcraHBilt 3BA30K IIOKa3ye HATIAAHO OChb 10. B BuCOKill 1em-
neparypi B I'paHNYHOMY BHIAJKy UepeBasaiodoi IPOBiITHOCTH eJeK-
TPOHIB IM(PYHAYOTH €JEeKTPOHH B CHNAJKy KOHIIeHTpallil G6e3 Ieperon
y Kpucrad. PyXJuBICTL €JeKTpPOHiB € BI3Ha4YeHA BHKIYHO JacOM
no6yTy B 3ayli IeHTpiB 6apB. B HUBBKHX TeMIepaTypax, KOJH Ile-
peBaskae IPOBIIHICTL eJeKTPOHIB, B:ke He BHCTap4ae EJEKTPOJi-
TUYHe BHUpiBHAHHA. MaHIpIBKY eJeKTpOHIB CIHHAKNTL N0JAaTHI 3a-
anmikoBi Hapsaaun. Tepwiusa nudysid edeKTPOHIB IOACHIE TAKOM
IIOBCTABAHHE KPHCTAJiB CTeXiOMETPHYHHMM HAAMipOM aJbKaJi4HOTO
Meraao. He nudyBrayoTs aToMn aJbkaldiiB, a eJeKTPOHH.

B mecramiomapEoMy cTami BH3HAUye BCe IONATHHII XapakTep
PyXJIUBiCTH eJeKTPOHIB B edekrpniroMy moai. Ile nepenecenme Ha
Hami IleHTpH 6apB BHAYNTH: B HUIKUUX TeMIlepaTypax Ta IiepeBa-
JKA0uill TIPOBIAHOCTH eJeKTPOHIB MOJKHA JHII B pasi izeaibHOro
IIOCTAYYBAHHS €JeKTPOHiB 0e3 JbOKAJIbHOI'0 HApYMyBaHHS IOJS
B KpHCTaJiugifi citmi nicraBarm TpaHCHIOPT eJeKTpUIHOCTH (€3 Ie-
penoH. MoskINBO, 10 Ile JbOKaJbHe HapyIIeHHS II0Js CIPHUINHIOE
PO3IOPOmMEeHHs CKOPOCTH B HMIKYNX TeMIepaTypax.

[Ipo6aema TpaHCNOPTY “€JEKTPUYHOCTH B HENPOBIIHHKAX Tpae
B TexHili Bexury poao. Kosuuft 3mae smayigEa Cu,0 B TexHimi.
Ha skaap 1 cy6eraHNisi He HaJasThCsA 10 ONTHYHMX poacainzis. Ilpn
JIOCHaiAi TPAHCUOPTY €JNexXTPUYHOCTH B AJbKANiralbor'eHiJ0OBAX KpH-
cTaJax (TeXHiYHO peyoBNMHN MeHINe BaskINBi) MokHA OyJl0, IK o 1€
B/K€ CKasaB, IPUMIHUTH OITHYHI, eJeKTPHYHI Ta TepMOAMHAMIYHI
metoau. Ymero TepMOAMHAMIUHY NOpOry 3ampomomEyBaanm Wagner
Ta Schottky. o mporo mnpumeBoanB ix BHOip po3caifsyBaHOL
pedoBnHN. SIK BHXiZHOrO MaTepisfiiy B/RUBAJIM BOHH MeTaliB, OTiKe
ONTHYHO HENpO30pHX pPed0oBHH, i poOman iX BiANOBIZHMM cI0COGOM,
Ip. TOKPHUTTAM Mifaio B arMocgepi KucHSA, Jinmum a6o TipmuM mpo-
BizEuKOM. B 060X pasax — BHcaign oaHaki. Mu BuOGpanu #AK BH-
XifEl pevoBHMHHM ONTHYHO Ipo3opi. I3 3a TOro MosHA TpaHCIOPT
€JIeKTPHYHOCTH HOCI{B IIpeAcTaBHTH HArJALHO.
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Bucroskm

1. IneanpHa, HeMeTaNiyHA CiTKA 3 NOCKOHAJINM CTEXiOMETpHY-
HHOM CKJIaJ0M € NOCKOHAJUM HelpOBiIHHKOM.

2. Bingnosigro m0 36ypeHHS LBOrO CKJIaZy MO HA HellpOBIJHUK
8po6uTH ripmuM a6o JinmuM IIPOBIAHHKOM.

.3. 30ypeHHs CTeXiOMEeTPHYHOr0 MOPAAKY HOHAMH CIPUYMHIE
IpoOBiARicTL 1OHIB, aTOMaMH IPOBiAHICTH HOHIB i €JIEKTPOHiB.

4. Ili BizHOmMeEHHSA MOkHA 100pe NPEACTABHTH HA AJbKAJira-
JBOI'eHI/IaX 3 CTeXioMeTPMUHNM HaAMIpOM albKajis a60 IrajboreHa.

5. AubKamiraJporeBiin 3 HaAMIpOM aJbKaJNis CIOPHYHHADTD
86lIbIIeHy NpOBiTHICTb €JIeKTPOHIB, aJbKANiralbor'eHian 3 HagMipoM
TaaboreHa J0JATKOBY NPOBIAHICTH eJeKTPOHIB.

6. Ilomipom yncaa audysii BASHAYEHO BIINB 3aIHIDIKOBUX Ha-
PaliB Ha PYXIMBICTH €JEKTPOHIB.
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10. BOTAYEBCBKHH (Crpu).
(Qopmanism Ta inTyimiomisM y maremaram,’

Oueft nokmax BUXOOWTH B Jew0 3mimeHoMy BHAI. A came Xo-
JaHO 10 HBOTO NeAKi NosicBeBHA, HeoOxinEi Ha me, wIo6M YHTAY,
He BCe MATEMATHK, MIT Kk cJil 30pieETyBaTHCh y npoGaemi. Beeds
TAKH J0KNaX (pedepaT) ocTaEe NOKIANOM Ta He CIiJ CTABHTH X0
HBOI'0 TAKMX CaMHX BHMOT, AK A0 MOHOrpadii Toi ainAHKM MareMa-
THKH, 19 Ii B TakoMy "I igakmowmy Micui satopkys. Moro minp —
noingopuysartiy, 3aietepecyBarn. [ sAkuio Tarka, wo npaBia, CKpPOMHA
nige 6yle OCATHEHA, TO B37a6ThCH, W0 3aBAAHHES NOKIANY MOKY
‘BBaKATH coBEeBnM. Ta B HiAKOMY BHUAAKY Taxui T0KIaM, X0T GH
B JlecATepo nomnpeRnt, He 6yne Hagasatvch a0 cTynil. Tomy
nmopal Hampurisui aiTepatypy npeamery, Gomait Taky, K 3HAD,
KPiM bOr0o 3TayBaTIMY NPNEATITHO OpUTiBAILE] TBOPH Ta PO3BIAKY,
110 3 HUX MokHEAON piv cTynioBaTi He xouy BOAyTYBAaTH HeHa-
YEKOBHX agOpH3MiB. Ta MUMOXITh HAralywThes Ta HACYBAKTHCA CIOBA
Bimerchkoro (risuxa Jlexepa: ... Stecken wir das Ziel beschei-
dener, so erreichen wir mehr“. Maio manin, mo ouefi 10KTag CHOB-
HATH CB0O6 OCb TAK CKPOMHO 3aKpO6He 3aBIaHHS.

I. TIPOBJIEMA.

dAx Teuy possiixkm BHGpaB A MoaeMiKy, IO BHBSA3aJACh IOMis
MaTeMaTHKaMIl B OCTAHHIX JECATHIITTAX Ta AKY NOPYMYBAEO TPOXH
He Ha KORHOMY 3’i3Z1 MaTeMaTHKIB — 3 MiCAABOSHHUX 3ralartm 6
TIIBEN Tpo 3’131 B Hasraftv 1920 p., €ai 1921 p., Jlattooiry 1922
i mp., a 3 ocrammix 3'i31 miMeubknx JixapiB i npupoaudkis B [Ipasi,
Ha AKOMY OpaJil y4yacTb B QHCKycCil He TiIbKH MaTeMaTHKH, a It pel-
CTABHMRM JbOI'IKH, & TaKOX 1 KpUTHKM MOBH. IloneMixa TOpKasThCS
OHUTAHES BAPTOCTI MATeMATHKH Ta CTiffHOCTH ii TBepaskeEb, Iln-
TaHHEA MOMHA cPOpPMYJIyBaTH CJIOBAMH, 110 IX TAKKO IlepeKkaacTd Ha
yrpaiHcbRy MoBY: ,Ist die jetzige Mathematik iiberhaupt logisch
zwingend 2¢

BignoBingo 10 nporo, sk CTABHIMCH MAaTeMaTHKH 10 IbOTO IH-
TaHHS, T2 YU JAaBaJd OPUTAKYIOYY, UM 3alepedylody BiAMOBiAL HA

') Pepepar wmraEmm ma V1. 8'isni ykp. npmposumkis i aixapis y JIEBOBi
17, TpaBEs 1937,
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HBOTO, AiAudmch BOEU Ha aBa tadopu. [IpoTnBHOKI Te3n mpo Ges-
OrJgHYy CTifigicTh Ta ,HeBHICTH® -MaTeMATHIII HAa31UBanTL cefe iB-
TyinioEicTaMH, NPHKIOHHKKIB HasMBaloTh PopMalicTaMmIn
IikaBo, wn came oui MATeMATHKH, AKIM Hayka I1yske Gararo sa-
BASUYYS, MOJAJH 3 YacOM B cyMBiB 0ararTo Tsepiskelh Ta IOKA3iB,
Mik im. BaBiTe cBoix Baacnnz. I[a o6cTaBHBAa 6 JNORA3CM. IO TaKe
1X cTaHOBHUIe e BHCHAiA eBoaonii IXHIX NOTIAAIB, Ta IPHHEBOIWS
‘CTABHTHCb 10 IXHBEOI'0 CTAHOBMINA Iy’ke Cepiu3H0 Ta EXWINTH TO-
JIOBY TIepel iX CaMOKPHTHKOW, TIAHOW cupaBai BYenci JOANHH.
llo6u sx caiz 8’dcyBaTd craHOBHLIe NPEACTSBINKIB 06MABOX
HampAMKiB Ha IIPHKJAaN3X, BnOApanw MilcTaBH I'eoMeTpil, 10 Ba HAX
Haflkpallle MQ:kHA 3'SCyBaTH cTagoBNINe (oepManicTiB. Ta Teopino
MHOMXUH, D3 AKI Hallnepme nowaky NOKasyBaTilCh pIcil | npora-
JIFHH, 110 I TOBeNHM ONiCaA 10 Kpisd, YM paame po3dydoBi mnig-
craB. Mawun Ba yBasi yurauis, He 06i3HaBNX i3 MATeMATHYHNMII
TMOHATTAMY, NOCTAPAICh ICACHATH IOHATTH, SKi NpufileTbea 3aTOp-
KHYTH, 110 3M03i AcHO I mOKITanBO, LpecyMyodYH TiALKH Tari Bigo-
MOCTII 3 MaTeMaTHKM, 1IN0 iXx N6 cepeJHBLOIIKIJLHEe 00pa3yBaBHEL.

1I. OCHOBH T'EOMETPIL.

[Tepmi BigoMocTH npo reomerpilo, TpakToBaEy HopMaldbHO, TOGTO
He AK IPAKTHYHE 3eMJevipCTBO (AK BKasyBana O caMa Haspa), a sk
BaMKHeHyY B cofi cucTeMy nNpasi, 3ajJemkHNX 0ABa Bil ojinol, MaeMo
Bix rpekis. Meam-6iabm 3 VI. er. mep. Xp. reoverpia (a reomer-
pielo HasuBaldu ¢iabocodn Bce Te, IHO- CHOFOAOI HA3NBAEMO Marte-
MaTHKO) BBasKaJach NiTAHKOH JBOLIKM, TA fi TO Yl Ie DaltBask-
Binow, AK Ha 1e BKasye xoudu Buckasd [Instoma ,Mndeig dyewuét-
onrog elgitw pod Ty oréynr“, Oui ¢inbocodu. B 60poTHOL 3 codi-
€TaMi, BAOOCKOHAJIIN TeoMeTpio, Ak abcTpakuifiny HayRy, Tak II0°
gepe3 6lapm sk 2000 xit miacrasm reomerpil, Biaoxkeni B Epkiari-
DoBHUX ,Zroigeia” numuance Hemapymesi. o Ginbore, mayka
reoMeTpil 1le 10 HelaBHAa Oyja Maliske ONHO3HAYNA 3 HAYKOK
Eexaizosnx eneverntie. 11lo6u nopisratn EBkai0BYy akcioMarnky
3 HOBiTELOW [iavbepToBol, 103B0NI ¢OOI" 3aiep¥arnch mnafi-
nepme Ha AeskdX Aediminiax, mocryasarax Ta axciovax Eewmiza.
IIpuriMm moraIMKyBaTHCHMY Ha JHIlchbke BUAaBHA Heiberg'a: Eucli-
dis Elementa Vol. [ libros I—IV. continens. Lipsiae 1883, 333 S..

Or:ke mepma KEHTa 3aynpasThed 23-ma pediminiavn, 5-vwa mo-
crydaramu i 5-ma akciomavu. 3 momim ycix 118 nedisidift (Soor)
HpurasepMocs H. 0p. 1 , Squcidv douwr, od pégos oddév* (ToOuRa Ie
1moch, 10 He AaeThed noniauTn) abo no Il ,leawusy 68 yijxog drla-
©é¢“ (ninis me xoBkWHA Oe3 mupuEN) a6o no IV ', Eideia yoauut
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donew, fus 5 loov Toig €@° Saveiig onueiorg xetrae® (NPOCTa aiBis ne
Taka, II0 01HAKOBO [,B OXHAKOBHI CHOCI6] JeskUTH NOMIXK CBOIMH
TOYKaMH). B ouux i Jekimbkox JadbmuX Taknx camnx aedinimiax
EBkain mamarasthcd BIKIMKATH B UHTaYa Harisge 300pameHHd,
JABAIBHA UUX TBOPIB, Ipo swi rosoputs. Iliakow imarme J. T'iaxp-
Gepr, y sAKoro reomerpis uiIkoM ccopvarizopasa. Ta max maM
3azepaycd He6aBOM.

Ilocrynara (aivhucze) i ascioMmu (xowvai &vvoiar) — e Heaki
TpaBaM, U10 Bi1DOCATHEA 10 ONLX OCHOBHHX NOHATH, ONUCAHUX Ne-
diminiayu, Ta 1 To Tagi OpaBAM, WO 3 HUX YKE MeTOIAMU UHETOl
TbOTIKH MOKNA BUBECTH yci TBepaskeHAs reomerpii. Ong Beaudas
JbOTIMHA GyAiBNA, L0 CIOYNBA6 HA (PYAIAMEHTI OIUX NOCTYJAATIB
Ta akcioMis, me mle It 10 cporonmi 3pasox MaTeMaTHyHOI akcioma-
kg, Ta oua Oynieas Bukadye oZHY xu0y: cHcTeMa akcioM He-
noBaa. Tax mop. 8 XVII medininii (monepewnnx koda — Le fAKa-
HeOy b Ipocra, NOBeIeHa WIepe3 cepeAWHYy i3 o6unBox GokiB obMe-
skeHa 00B010M KOJa, Bona nepenogosaios koao) ado B XXIII (pis-
HOOIkHI me Taxi Jimil, mo Jexath Ha OHIlM maomi i, npomoBseni
3 00111BOX GOKiB B 6e3roBeyRHicTh, HE nepemﬁambcs{ 3 SKATHOrO
00Ky) — DpHIMaeThCA AK €aMO3pPO3yMijanit, HeHaIlMCAHUI, OCTYIAT,
110 KuKRHA TOYKA AlMATHL IpocTy Ea ABL 9acTUEW, B V. NOCTYAATI
{AK10 npocta nepernEae Bi NpocTi I TBOPHTH 3 HUMHU 3 ORHOTO
Goxy -cepeloBi. KyTil MeHm Bix ABOX NpAMMX KyTiB, To Ti mpocti
NeDCTHHANTECA 3 UBOTO GOKy, IO SAKiM Jexkarb LI cepedoBi KyTH,
MeRIni BiA ABOX OpAMUX KyTiB) — IPHHNMAETHCH MOBYKH, [0 KOKHA
IpocTa AiAnTh oWy Ha fBa obmupu, B IV. akciomi (ue, wo Ha-
KPMBASTLCA OJHe 3 ONBHM, € OJHE OJHOMY piBHe), TOBOPHTbCS PO
HAKPHBAHEA (z¢ épagudélovra), 0Te BBOANTLCS NMOHATTA PYXy iT. A.
Jeaxoro monuBBeHHS akciomarnki Rosepmns y 1882 p. M. Pasch
y cBoix ,Vorlesungen iiber neuere Geometrie,. Mix im. BB0ANTDH
BiE 10 reoverpil T. 3B. ,Zwischen-Axiom®-11 — CJIOBO, 1) 110T0 TAKKO
NepeKIacTil Ha SKyaefyab IOMy MOBY.

Hosri mocaiznr ,Erevearis Eekniaa ta crmpo6n mnepe6ymoBu
fioro axcioMariku, ocof1BO BeBHavai 3ycHaas, mo6 A0KA3aTH T. 3B.
V-'lry arcioMy EBkmiia Ta BiikomyTi il HakiHeub Sx saleskHy Bix
TPYrHX, AoBeMI 0 BIIKpHTTA T. 3B. HeeBRJI1Z0BOI reomerpil

Tyr Maxeubke MOSICHEHES ; rOBOpH IPO HEeBKIL10BY I'eOMETPIO 1 Taxg
1a3mBam TeoMeTpio JoGavYeBChKOT 0, M0 B Hift M0GIY AKCIOM{B T. 8B.
,a6CoMTHOI“ TeoMerpii (To6To Takoi, mo He po6HTH YEETKY 3 V. EBEL
KcioMd, o 3aHEMAEThCH TIXBKI TBepLKeHHAMH, 10 AaTyTECH BABECTH 3 yeix
HIIAX akcioM kpiM V-of) BakHa saMicTh V. akcioMu Kpkmiza akcioma Jlo-

aYyeBGBEOTO0: ,IcHYE MpocTa ¢ i Touka £ 1mo3a 1pOCTOM g, Taka, LIO
loHaltMeHIIe ABL npoeti, HmoBefeHl yeped [, He HmepeTAHAWTH MPOCTOL g,
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(Rich. Baldus: Nichteaklidische Geometrie e¢rop. 70). IcEye me Epim
nporo reoMerpia Riem ann-a, mo B Hill Bakea 3aMicTs EBEIiZ0BOI aEcioMn
akcioma PimMamEa, a cade, 10 3 TOYKHW II03a IIPOCTON He JacrTecd Io-
BecTd A0 Hpocroi #aiHa piBHo6ikHa, Ta npuiimgsmE mio axcioMy, Mycamo
BIAKHHYTH JXedki agcioMm aGcomoTmol reomerpii. Tak Hmp. B abeoxorsiit
reoMeTpii, Tak caMo B Eskxizosift i JloGaueBckkoro, ABI IpocTi MOEYTE He-
perBHaTHCh oRalGinbme B ogwill Toymi (AKIMO He HAKPEBRIOTHCS), 4 B Ie-
oMeTpii PiMamma ABi mpocTi MepeTEHAOTHCA yce B ABOX TodKax. AGo immrmi
Oopugsaf: B alcomoTHif reoMerpii, Tax caMo B Teomerpii JoGadeBcsEoro,
Ba¥kHa M. IH. aKcioMa: 3 TPHOX TOYOK Ha IpPOCTIll yce OAHA 3 HNAX JXeKETh
moMix AsoMa ApyrEME. HaromicTs B Teopil Pimamma MaeMo akcioMy: Kozma
8 TPRUX TOYOK Ha AKiHEeGYXAs mpocTifi TexWTh MOMi® ABOMa ADYrBMH.

Bwxe na ommx npmENajax BHEAHO, W0 agcioMa PiMaHEa, nocTaBIeHa
Ha micue V. EpkxifoBoi akciomm (260 01H03HAYHOI 3 Hewo 1HMIOI) Hapymye
JEmi akcioMr aGcoaoTHOI TeoMeTpil, BaToMicTh akcioMa Jo0adeBCHKOTO He
Hapymye ix. TaMcaMnM MomHa po3GyZoBYBaTE abcorloTHY TIeoverpilo a6o
npuiivaloyn AoAaTEoBo V. akcioMy EBkxiza afo V. akcioMy JoGageBcrxoro.
B nepmomy Brmsgky Maemo EBENiNOBY, B ApYroMy HeeBEIZOBY I'eoMeTpil.
Xoy ZexTo sagmcaroe mie # reoMerpin PiMaHHa 0 ,HeeBK1iZoBRX® TeoMeTpil.

Tlisgaras niel HeeBkaizoBoi I'eoMerpil, Ta KpPHUTAKS IincTaB
TeoMeTpil moBesaH IO MOBCTAHHES HOBITHBOI akciOMaTUKH, IO Hallma
apaskoBuit BucniB B I'inp6eprosux ,Grundlagen der Geometrie®,
OnboMy e mOCi He NepeBHCIIeEOMY TBOpi, Xou caM I'iabp6ep T no-
1I0BHIOBAB TincraBU r'eoMerpil, Xou xexto, ik HOp. A. Rosenthal
BWKAa3YBaB, W0 HedAKi 3 akciom safiBi, x09 nexro (ak BEnp. M. Dehn)
po3CynoByBaB ix naxabmme, iHKOAW Ha 3a3MB camoro I'inbbepra.
B nwomy TBopi ninmamo Eskaizosi akcioMm ocHOBEIilt kpuTHYEIiM
agaxisi Ta mepepioui. Pismmmi mnomisk nocryusTaMy Ta axcioMamu
TAM yKe HeMas, I'OBOPHTBCA TJIBKN NP0 akcioMH.

SamicTe nediminiil BHCTYNATH TaM Yéke TINBKH NOACHEHHA
(Erklérungen).

Y Beryni kame I'ias6epr: ,Die Geometrie bedarf — ebenso
wie die Arithmetik — zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weni-
ger und einfacher Grundsitze. Diese Grundsitze heiBen Axiome
der Geometrie... Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Ver-
such, fiir die Geometrie ein vollstindiges und moglichst
einfaches (mizuepkreEEs camoro asropa) System von Axiomen
aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Sitze
in der Weise abzuleiten, da dabei die Bedeutung der verschiede-
nen Axiomgruppen und die Tragweite der aus den ein-
zelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen (mizyepk-
HeHHA Mos) mogiichst klar zutage tritt“. .

»Vollstindiges System“ smagnth, u10 yce TaM NOBHEHO GyTH
FACHO CKasaHe, OTMKE HeMas TaM Micild AJA aKcioMiB, BIIPOBaJAYBa-
HUX ,MOBYKH“, AK Le RieTbcd y EBkaina. Takme Bike NPUXOLUTHCS
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cKaszarH, 10 3HAYuTh ,miglichst einfaches System“. lle Bixuysa-
6Thea pajame iETyiuiftgo. HaToMieTs HOBUM® ABISACTbCA AOMAraHBEs
nanerocaraocta (Tragweite) akciom. ¥ Eskaiia Bei‘akcioMn onxma-
koBo Baxei; y [inpGepra BoEM moxideri Ha I'pynn i HoBa I'pyna BH-
CTyllae y HHOTO LI[OfiHO TO1i, AK Byke 3 IIONepeAEbLOl He JacThesd
BUBeCTH Oljibme TBepaMKeRb.

Ha nowarox wuaame ['ian6epT och Taki nosdceemas: [loxay-
MaliMo co6i Tpu pisEi cmeremn mpenveriB (drei verschiedene Sy-
steme von Dingen). [Ipeamern nepmoi cucrewn (Dinge des ersten

Systems) masBiM Touramn i sasmauim ix A, B, C,..., npeamern
Zpyroi cucreMm TpOCTHMU 1 3a3HadiM Ix a, b, ¢,..., peAMeTH
TpeTbol cHCTeMH nmJiaoulamu i 3asmauiM ix a, 8, 7.,... Tourkn =Ha-

3MBA6MO TaKOK eq6MeHTaMH JipsiEol reoMerpil, ToukH i mpocti exe-
MEHTAaMU I'eOMeTpil Ha IJouli, & TOYKH, IpocTi i mmouli eJeMeHTaMH
upoctropoBoi reomerpii. Oui eseveRTH xaff CTOATH ONHI 10 OABHUX
y Deakux BixAomernaax. Oni B3aeMoBifHOmMEeRHs e€JI6MEETIB 3a3HA-
YyEMO CJIOBAMH: ,JemaTH, ,noMix“, ,piBHoGixkEANY, upHcTaBATH®,
»CYIIMBHNNA®; MOKIaZHUR OINC ONWX B3Aa6GMOBIZHOmEER [AAKTH
aKcioMu r'eoMerpil.
Csoi axciomu gpiante T'iap6epr Ha 5 r'pymn, a cave:

I. 1—8. ArciomMn 3aykm (Axiome der Verkniipfung).
II. 1—4. Axcioun BnopaaxkyBsagBEs (Axiome der Anordnung).
IIl. 1—5. AxcioMn npucraBamaes (Axiome der Kongruenz).
IV. Axcioma piBEOGiIxENX (Axiom der Parallelen).
V. 1-2. Axciomn cyuiabaoctu (Axiome der Stetigkeit).

frkuo nopiBraemo I'inb6eprosi nediminii 3 EsrmizoBumu, 10

BAapsA6 HAC TYT YMCTHU sit venia verbo — Bep6aniam. aa
Tiap6epra uiakom Oatinyske, 1o cobi moayMaeMo mig ,TOYKO0Y,
»TIpOCcTON®, un ,naotgeio“. Hine He ckasano, 106 ne QoKoHYe Gyan
Taki TOUKH, fAK iXx coli yaABIAeMO 3BUUAlEO. BaskHe TiNbKH Te, 1I00H
oni TBOpM yaABH, AKi co6i BubepeMo AK iBTeprpeTali® OLKUX BasB,
CIOBHIOBAJHM BNMOTH, BHCKa3ami B akcioMax i Gimem Hivoro! I'eo-
MeTpid TakMM YHHOM BNOBHL c(opManisoBana. Brciaosnwogunch
OpPUCTYIIEO, 2 BOZHOYAC A0CATHO, MOMKEZ CKas3aTi, L0 I'eoMeTpia
3 He Te, 110 HApHUCYeMO, a Te, 1[0 I'OBOPMMO, YW HABITH HaIHIIeMO,

HaBiTh He Te, PO IO TOBOPMMO, YU NHIeMO, & Te, IO MK
*0BOPIIMO, UM NHIOEMO.

II. MOKJUABICTL IHTEPIIPETAIHII TA DUTAHHS IIOBHOTH
AKCIOM.

IIle oxra pisEuns BucTynas HasBHO NoMix EBxiigoBumu i [ias-

epTOBUMI akciomamu: a came, uio I'inbGeproBi NOEATTA MOKHA pe-
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auisyBaTu. jHTepuperyBaTil B AxkuiiHeOyAb cmoci, abu TiAbKM Cymu
cnoBHeHi" axciomn. Taky* noBinbHICTH iRTEpUpeTanii MOMKHEA OKA3ATH
H& OCb TAKOMY ‘HPHKIaXi: B MaTeMaTnIi Oyske TacTo MHOCAYrOBY-
€MOCh T. 3B. cTepeorpadiuHO0 IPOSKLi6w, a caMe GepeMo Mmij yBsary
kyab (ravo6) T, Bigsmauysmo ma HboMy oO6maBa OiryEu i Bezemo
omicaAa yepes piBEMK muaoury m. HomHY TOURy Tol Tomi JAyuumo
npoerol 3 NiBEivHUM GiryHoM. Taka npocTa IepeTHRAE KyJao Bee
B oAEiNl Touni (kpiM Toro B niBmizmomy 6irymi). Kasmemo, mo Bix-
TBOPOEMO INIOmMY 7 Ha ‘Kyao I, a caMe TacTh ILIOIN NMo3a piBHEH-
KOM Ha TiBHITAY, BHYTPIIIHI YaCTh HA NOXyAHeBy NiBKydl. SHa-
YHTh, 1[0 KOXKHIN ToYni nuomi: # Bixmopizae (8 mpuumoOpAAKOBaHA)
o1Ea i Tiapkl oxEa Touka Ha kyui I i maBinBoper. Kosmift mpocriit
Ha WO = BiANoBidas Ba rubo6i I’ K00, ske NEPEXOAUTL depes
niBHIYERI 6ITyH, TPOCTUM, IO (EPEX0AAThH Yepes 0CepelOK piBHUKA,
BimmoBinanTs Ha I BeJnki: kora (monynensnkn). [IBoM piBHOGIKRHENM
Ha INIONIL 7 BiANOBiZalTh ma ] 1Ba Koaa, IO TIEPEX0OATh Yepes
niBa. 6irys. Ileft 6iryH 6 nad HHX TOUKOW CTHYBOCTH. Ta mpmrim
Tpeba naMaArTaTy, U0 NiBOivHENI OiryE SK T. 3B. ,OKpeMiIIAy TOUKY“
BUKJIOUYEThCA 3 MATeMAaTHYHHX poaBaxaHb. [pufiMiM Temep, meé
JBOX MareMaTHKIB TOBOPATL NPO I'eoMeTpiw, a came mpo I'impGep-
ToBl akcioMn Ta BHBOIATL 3 HHX BiNNOBIAEL TBepAkeBHA; OAUE
3 HUX Ma€ Ha IyMmui Touky i mpocTi Ha Duém{i, APyruft naroMicTh
BianopinAi TBopM Ha BixnoBiAHOMY IIb0GL. Sk noBro BOEM Hiworo
He DHCYIOTh, TAK JAOBrO BOBN NiftayTh A0 MOBHOTO HOPO3yMimBs. Ix
00HaBi ,I'eoMeTpii* GyAyTH 0XHAKOBO BaHi, OJAHAKOB) ,[IPaBIMBiI¥,
a caMe TOMY, 110 BOHH HOrOAKYIOTHCS BIAROCHO cBO61 axciomaTtnkn®).

Onporo 3poayMimEsA, 10 Tig TOYKOW, MPOCTOM, UM IIIOILIER
MOJREA. PO3YMITI 10ch iHarIme, YuM MII 3BIYaliEo posymismo, y Es-
Kaifa we He Gyno. ['eowerpin Iiapbepra uixye, B OpoTHBeHCTBI 10
Eskaina, avoriugnit dgopuamnisy.

Tyr imwe BacyBaéTbcsi NUTAEHES, YH TaKa AOBIIbHICTEH imTep:
TIpeTallil He IOCyHeHa 3aHANTO AAJNEKO; 3HAYNTb, LI0 AKILO HPUAY.
MaeMo0 co0i gBl sarime6yns ipmi imTepumperauii reoMeTpugEmX mO-
HATH, TO 1I00H BOHH yce JanHcd BiaTBOPHTH OIHA Ha OAHY B BHIle-
ONMCaHOMY 3Michi, Ta I To omHo3BawHO. CucreMa akcioM MycHTb
Gyru noBHa. Ui cucreMa axciom I'inpGepra moBEA, BHAYHUTL YW TaM
He TPONyIeHo kol e IoTpiGHOI akcioMw, Ha 11e MOKe AaTH BiA-
MOBiAb II0MHO KPUTHKA TBEpPAREHb, BUBESHHUX 3 OLHUX aKcioM.

*) Rich. Baldus: Formalismus und Intuitionismus in der Mathematik,
Karisruhe in Baden 1924, -crop. 11.
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IV. INTAHHA 3TIJJHOCTU AKCIOM OIHUX 38 OJIHUMHU
TA IX BBAIMHOI HE3AJIE:KHOCTH.

3riamicrs akcioM oaHEX 3 oxEMMM xokasye [inpGepr Tak, mio-
BIATBOPIOE (TAKOK B TIOACHEHOMY Iollepely 3MHcHi) IIpeIMeTH mep-.
moi cucTeMH Ha MEOXHEY JAiMCBMX 4YHcet, IpeJMeTH TPeTboi cu-
creMM (mJaolli) HA MHOMHHY JNiHINEHX piBHAHL 3 TpbOMa 3MiHHMMU
(3 miftcEMMH cyymHHNKaMU), 4 IpeIMeTiB Jpyrol cucreMH, IIPOCTHX,
Ha MEOMRNHY Iap TakUX PiBHAHB.

19 He-MATAMATAKIB MOIAM 0Ch TaKe HOSCHEHRA: BiATBOPEHES MHO-
EREA TOYOK HA MHOKZHY IiicEmX umceX (3 palile TpiflKE Takmx umcen:)
3HA9RTH BCTAHOBICHHS 0XHO-01HO3HAYHO0I B{1HOBIIHOCTH MOMi% TOYKaM® I Tpifi-
KaMi qpcel, Tak 1o0 Ko®EINl Tpifiml gncel BizuoBixata oIHA i TIABEKE OZHA
ToYgRa 1 HaBiABopoT. fIk Ie pe6RTHCH HA NIOmMI, 3HAEMO I3 IUKITLHOI HAYRH
aipre6pm: pneyeMo T. ‘3B. cHcTeMy copsAHox [Jexapra i 3asmagyeMo Imo-
YaTOK YEIaly napow unced (0, 0), Bei iHIII TOYKD BiXNOBIAHAMHA NapaMm 4n-
celd. B .xpocropesiii, revmerpii mycaMo BaGpara cmcTemy Jewapra 3 TphoMa
0C8MP, MPOCTONAZHAMHI OIHA X0 O1A0], MOYATEOBY TOYKYy 3a3HAuyeMo Tpifi-
oo (0, 0, 0), Bei immi Towgn BipnoBiz@wwMn Tpittkamnm dvacex. Tar cauo
3HaeMO i3 TIKIIBBOI axerefpn, 10 KomHIR mpocrid BiymoBizae aEech piB-
HaHHY 3 JIBOMA BMINBHMI

ux +vy + w=20,
a Io ABL npoeTi (HepiBROOIKHI) NepeTAHANTRCA B OfHifl Touwi, TO ME
MODAN § TaKO® TOYKH Ha IOMI 03HAYYBATA [NAPAMH TAKOX pIBHAHB.
B npoctopositt amanirauniit reomeTpii mrouli 333mauyHThCA JAiHIHEEME piB-
HAHHAMO 3 TpPHOMA 3MiHHRMHA
ux + vy +wz + t=0,

a Mo IBl MIomi HepiBHOOIKBI MepeTORANTBCA B NMpocTil, To mnpocTi mimii
B IpocTOpoBill YeoMeTpii 3asHAYYNThCH NAPAMH TAKAX JIiBIHHEX piBHaBb
3 ‘TPBOMA BMIHHMMA.

Orosx,, m‘:mcj) .AKaBe0yl1b cymuepeunicte Mala 6 Micrne MOoMim
axcioMavy afo BHCEOBKaMUI 3 LUX aKcioM, TO TaKka eyrnepedHicTh
BHCTYNIJIA 6 TakH 33pas B MEOMME] Aifteanx wnced. TaknM dnmoM
liab6ept ysadesHO6 STiABICTH TeoMeTpii 3 cofon Bil arilmocTH
apATMeTHKII 3 co6010. Ta caMe 00 BrilEICTD APUTMETNKI 3 €06
Tpefa OyJao Takm nokasaTH ine saBmano [ine6epToBi 3rogoM HaBiTh
YIHMaJa0 MOPOKH,

o sr TOpkaeThCT BIAGMOHE3ANEKHOCTH AKCIOM, TO He3ales-
HicTh axcioMu piBHOOGIHMX BiL Apyrux dxciom npokasye [ianbept
MOMRIMBICTIO HeeBrJAiZOBOl r'eoMerpil, HesalemRBicTp akcioM npucra-
BaHHS Big APYrax arcioM Momausicrio imarmoi reomerpil, Heaaledk-
HiCTH aKCiOM' CYLIALHOCTH MOMJIHMBICTIO He-ApXHMeA0BOI Ieo-
merpii. Ta roai orpsacrhes 8 noxuBy nna TemisapHOI imTyinii Es-
KEiA8, 110, He 3HAIYM MOAEPHOI APUTMETHKN Ta AHANITHYHO-T€0-
MeTPHYHAX MeTO/, NOCTABHB CBifl V. mocTyastaa maresmmomy Micnl,
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V. HEPO3BA3AHI [IPOBJIEMU.

Towy wmo naa c¢opmanictiB Ta imTyimiomicTiB — xapakTepi-
cTM9He M. iH. i¥He CTaHOBMINE [0 HepO3BA3AHHX nOpobaeM Ta 10
T.. 3B. JOKa3iB iCHYBaHHS, NPEICTABAKN B OLLOMY yCTyNi 6071alf 1e-
Kilbka Takux npodieM.

Teopis umcen 3HaE T. 3B. Mpobaeyy Fermat-a, wo JemnTs
y ToMy, 1106 HaliT NOKa3 T. 3B, BEJAMKOTO TBepAkeHHs Fermat'-a,
a caMe, 110 HeMOXKINBO HafiTw Taki Tpu nimi yncsa «, y, 2, abu
6yno crioBEeHe piBEAaHHA

Xt 4 yn = gzl
ne » Gyno 6 Gimpme unM 2. [oTemep mnepeBeleHO AOKA3NH TIIBKI
B NOORHHEOKNX BUOANkax A4 #==3, 4, 5 i T. A. Ta J0oBeneHo aix
oo guesaa 257, BaToMicrh He BRAJNOCH [OJATH 3aTAJbHOrO JOKA3Y
IJs1 BeiX HATYpaJbHUX 4HCel, NiACTaBIEERX 33 7.

Jo cboroaBi EeMae BiAMOBIAl HA NHTAHHS, Y MaéMO CRiHUeHY,
9n HeCKiHYeHY KUIbKiCTb nap HepBiCHHX Ynced 8 pisHnunen 2, s
BE.omp. 517 11113, 41i43iT1 &

Jlo choronmi e He MasMo JOKasy T. 3B. TBepakeHHS I 0 b A-
6axa, a caMe, 10 KOKHEe INapHcTe QMCI0 Jactbed 6ojafl B OAHE
crmoci0 mpeIcTaBHTH SK CyMa OBOX IIepBiCHHX 4ncea, H. Ip.:
10=T7+43,18=11+7,22=19+4+3 i 1. 1.

Jlo Temep e He 3HASMO, uH T. 3B, QfimepiBchka (Euler)
craxa (Konstante)

C= lim [1 + }-+...+£-—log(n+1)]
D= 00 2 n
6 anr'e0OpMYHUM, YU TPAHCUETSHTHUM 4UnclAOM. [AJNI'eGpHYHNM HA3U-
BasMO 9HCHO, 10 MOse OyTH KopeHeM (PO3BA3KOW) alare0pUYHOTO
PiBHAHES 3 NiTOYMCIOBMMY CyuMEEmKaMu. Jueaa, Mo He MOMKYTH
6yTH pO3BA3KOK TAKHX PiBHAHB, HA3HBA6MO TPaHCUENEBTHHMH].

Taknx Hepo3BA3aBNX npo0JaeM MaTeMaTHka 3Haé Oiabme. He
Bi peui Oynme srajary, 10 Ite o HexagHa, 6o xo 1871 p. me Gyio
J0Ka3y, L0 YUCAO 7 IepecTyIHe.

VI. JOKASH ICHYBAHHJI.

B maremaTuni nepeBOJMTLCA WAcCTO T. 8B. [NOKA3M iCHYBaHHS
JeKHX MATeMaTHYRMX DOHATh, X0Y CAMOr0 IIOHATTA IIpH TIM He
TBOPMTbCH, He TIOKasyerbeAd eekTHBHO. Tak H. Op. B adbredpi
30KpeMa J[0Ka3ysThCd icHYBAHHA PO3BS30K PiBHEABL, 8 30KpPeMa IMOKa-
3y6ThCs BHpasKeHHd, W0 1X lipeactaBasbTe. o Oinbme, AGeas
JI0Ka3aB, L0 N5 piBHAHEL V. i BUIMMX CTYNiHIB HeMOKJIKBO (B 3a-
raJpbHOMY BHNAAKY) HalTH ajabI'e6pHuYHe BUpaskeHHA (ce6To NpH mo-
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MO09i Ueprosoro KOpiHIOBaHHA) HA DO3BA3KH DIBHAHHA, a IpoTe Iii
pospsizku icEyors! Ta ## He TIABKM icHYOTH, a U MaeMO BeIHYHI
GyniBao Teopil aTbr'eGPHYEMX YHCeJ, OTHKE IOTOCh TAKOTO, 110 edek-
THBHO MAa6MO TiIBKH B BUHATKOBMX BUIAJKaX, MJIS BUHEATKOBUX
PiBHAHE.

Tax caMo MaeMO Z0KasH icHyBaHHS iETerpaliB audepeHunifin-
HuX piBEaHDB, 10 IX TpeGa Bigpi3EMTH BHPa3HO BiX ePerRTUBHOIO
3300JaBABHA TAKHX IHTeI'PATiB (PO3BA3OK)*).

Ta Gysalots i edexruBri noxasu icmyBamEsa. Ilfo6m mokasaTm
X049 Ba OJHOMY NPMKIaAi Pi3HMLUIL Mi% ePeKrHBEUM a HeeeKTHB-
HOM [0Ka30M, HaBely 0Kas iCHYBAHHS TPAHCIEJSHTHHX UHCe], TaK
ak foro nomas G. Cantor ma mipcrasi cBosl Teopil MHOKHE, 8 AK
JOKa3yTh icEyBaEHS onux yncea Liouville, Hermite i Linde-
mann. [loraz Cantor-a, mo foro Bim nepesis Ba 3’i3mi nmpupoa-
ankiB B [aane 1891 p., mepemoimamw 33 Kuaattmowm. Ileft mokas
Jewmo BigmiEAHH Bix nvoro, mo ioro Kamrop oromocums 1873 p.
{B T77-my Ttomi Journal f reine u. angew. Mathematik). Ta nepex-
THM JaM Jekimrbka HeoOXiZHMX MOsICHEHDb 3 TeOpil MHOMKHKH.

MEuoxuHOW Ha3nBaeMo (3a KaETOpoM) ckimgemuft afo it me-
CKiEgeruit 36ip (KoMIIIEKE) npeiaMeTiB, pisENX OAWE Bix oxmoro. Ili
npenMeTH Ha3MBA6MO eJ6MeHTaMH MHEOKHHM.

Hafi6iabin THNOBAM NPUKIAAOM MHOMKHHH B8 HECKIHUEHOK Kijb-
FiCTI0 eJ6MeRTIB € MHOMUHA HATYPaJbBUX YUCeN

{1,2,8, .}
a60 MHOHEA ycix NapHCTHX JHCEX
{2, 4,6, .}
abo ycix MORIUBHX Zpo6iB
{l 1 2 1 3 }
2 3 Ty 4 4 M

B nmedkux BmIagkax MOkHZ BCTAHOBUTH OJHO-OJHOSHAUHY Bifl-
TIOBiZEICTE IIOMi% IOOAMHOKNMH el6éMeHTAMH J[ABOX MEOMKHH, TaK
1106 KORHOMY eJeMeHTOBL oaBOl MHOMMHM BimmosizaB omuE, alxe
TiIbKM OQMH edeMeHT Apyroi. Tawxa BiamoBigmicTs icEHye H. Mp. mo-
Miskt MHOMEHOD YHCeJ NPUPOXHOTO PAAY i MHOKMHOW yCix mapw-
CTHX YHCeI

{1, 2, 3, 4, 5, in inf.}
vo¥ ¥ v ¥
{2, 4, 6, 8, 10, in inf.}
Taki 4Bl MHOKVHYN HasMBaeMO DiBHOBaMHMMH OAHA 3 OAHOKN.

*) TIpo suaviEms unokasiB icypBanmrs AuB. O-p B. Jesnuskmii: Hokasm
icEyBaEEA iHTEIpaliB piXEWIKOBRX piBHAHE, 36IiDHRK MATeM.-NPEPOAH.-Tik. Cexuii
H. T. O = I 1897 p.



MHOKHEY, PiBHOBAasKHY 3 MHOMUHOKN YHCE].NPUPOLHOIO PSAY,
3BeM0 mepexiuumol (abzihlbare Menge). OTo:x B. Ip. MHOMHHA
MapyUCTHX Yucea nepeaigmma.

Tax cavo wnepemiumMa MEOK&UWHA ycix apo6is. [fokas mepe-
BOAMTHCA NPH IOMOYi T. 3B. 1-ro KocmHHOrO mnpouecy (erstes Dia-
gonalverfahren). A came BmIHuecyerbea Bei nini wuena # apo6m (Bei
BUMIpHI 4HMcaa) B 0Ch TAKOMY NOPALKY

1, 2, 3, 4,

PH BB
1
K34

1
%

» ’

2 3
3 F ’
i

B ol

?

Kasemo, mo TakuM crnoco6oM ,BHIepHIaeMo, To6TO BUINIIEMO
»Bel“ BuMipBi umena, sEaunTh mimi umena i ApoGu. Tenep BuiiMaemo
iX 1o 4epsi ochb Tak:

11 2: 'lﬁ'a 31" %, 3’ 41 '%1 %‘1 %v
3dapa3 BHIHO, LI0 BOHU AAAYTHCS IIPUNOPSIAKYBATH KOMKHE 110 depai
oxEOMy 1 TimBKM omHOMY 3 umceXx npupojHOTO paAny. (MoxkHa 6, AK
XTO X0dYe, ile IepeKPecHuTH INcaa, AKi MOBTOPOWTHCS):

19 2, ‘%‘1 %‘) 3) 4’ %’ %’ i”
14345124248
A A A R v ¥

1,23, 4,5 6,7, 8,9,

’ ’

3 TaKoro NpexcTaBleHHES BHIHO DiBHOBAamHICTH MHOMHH BHMIpHHX
YHCeaT 3 MHOMMHOI YHCeJ IpUp. pany, 3HAYUTDH NepeliduMicTb MEO-
SRMAY BHMIPHUX ducel.*)

Hassa ,Diagonalverfahren* moxoguTs 3BificH, M0 38 OMAMK YHCIAME
G.I[i,Z[KYEMO o0 KOCHHaX.

Baskmuit i inTepecHH#i DpURIAN MepedituMol MHOMUEN MacsMO
Ha MHORZEL aubI'eOPHUHMX Unced. [I mepemidumicTs JOKA3YEMO TaK,
HI0 Z0Ka3y6MO IepeJiuMMiCTh ycix MHOIOWIEHIB 3 IITOYHCIOBHMK
CYUYVHHUKAMY 8ny gy, 00008y, 8
f(x) =a.x®+ a5, x>t 4 ...+ 3, X+ 3,
B Titt minn BOpoBamMyeTsCA IOEATTA T. 3B. ,BHCOTH MHOTOWIeHa
h=n+ant|auy|+... 4|8 | +]8];
Ile, AK BHJIHO, cyMa Aa0CONOTHUX BAPTOCTER CYUMHHMKIB i CTYIHS.
fArmo sa h npuitmaTuMeMo no wepsi uucna 2, 3, 4, it n, To
Js 03HAYEHOTO /2 MaeMO TLIBKM 3aKiEUeHY KiIBKiCTh MHOTOWJEEiB

¥) E. Kamke: Mengenlehre, Sammlung Goschen, w. 999, 8-ma i cir. crop.
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3 pucorow /%. Tak H. mp. a1a h—2 masMo camo X a60 piBHABEES
X=0, 0Jd% h=3 masMo MHoOrowieru x2, 2x, x+1, x—1, 3, a6o
piBRagEa x%: =0, 25=0, x4+ 1=0, x—1=0. Tax MoOkeM0 BIO-
PALKYBAaTH yci MEOrO4YJIeHH, I¥ BiANOBiZHI piBEaEHS, 260, U0 Ha
0JHO BHXOANTH, IX PpO3BA3KH, OT#e albl'eOpHYHL Wicgaa, i KoMHe
3 HHX OpHIOPANKYBAaTH OQHOMY 3 YHcel NpHpoxBoro pany. Takum
YNHOM IepeJiduMicTb MHOMKUHH aabI'e6pDHYBHX YMced Gyae HOKa-
saHa. (Kamke, op. cit.).

IITo me Bci MEOKUHEH NepeaituMi, 10 icHYOTH MHOMKHHM He-
HepeaiyimMi, a caMe H. Tp. MHOMHHA YHCeJ, 110 ‘He € adi BH-
MipHi, ami axereGpuumi, poxasye Cantor mpm moMoui T. 3B.
2-ro rocnEHOro nponecy {(zweites Diagonalverfahren). Bim Gepe mig
yBary Bci aapreCpudni yucaa nomisk 0 i 1. HoixHe 3 HMX macThes
BUIIMCATH OZEBUM cmocofoM npu IoMoui unudep AK HecKiEIeHHH
(a xoubu i ckimueHwmfl) JecATkoBuil Api6, a ix ,KimbkicTh®, MHO-
JRHHA 6 Ilepeaiuuma.

0, 2,128,583
0, 23,8558
0, 85,8558

Bu6epim Tenep 1udpn Ha KOCHAI, 3HAIUTE nUPPH O, 8,,, 84y, 8y,
iT #m i creopim HOBe umcno 0, b,bgbs, Tak 106 b, He Gyxo
piBHE a,,, Hamnbme b, = a,,, by = 833 1 T. 4. Taroro wucaa HeMae
IOMIR Bxe BuUOUCABMMU (00 Big KOMHOTO 3 HHX DisEHTBCS Oomait
ofEOK nucdpow Biy AxoroEeSynb iHmoro). 8 OBOr0 BHAHO, LIO
yei anpr'efprymi wHclIa Ie He BUIOBEOITH LIJIOI0 iHTEpBaIy
moMisk 0 11, omke {0 6, ICHYIOTH illle YHcaa, AKi He 6 AJb-
I'e6puUYHI

B ompomy noxasi He moKasysThcA eeKTUBHO, AK NepPeBEcTH
KOHCTPYKITi0 Heaabr'eOpuyuHOTO Incaa. [nakme nocrynae Liouville
(Comptes rendus 1844 a6o Journal de Mathématiques vol. 16
3 p. 1851). Bim BUBOAMTH OAHY XapaKTePUCTHYHY IPHKMETY aJb-
TeOpUYHNX yHceld, Ta [0Ka3ye Ha IPHKILNAX, LI0 6, iCHYOTH
Yucaa, AKL He MaoTh TOI IpHUKMeTH, OTKe He € aJbIeOpHIHUMHU
gucaamu. Misk iBMUM DoAae BiH OCh Take JHCIO0

1 1 1 1 .
et gres T gt I inf. = 0,11000100.

Iloai6EMM, X044 memto BiaMiEENM cmocoboM Jokasye Hermite,

mo gueao e=1-+ % + 1% + € TepecTyIHEe IHCIO, TAK CaMO
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Lindemann, mo uucao == 3,14159... ne mepecTyOHe YHCHO.*)
Tyr mepeBoAuThCA 10Ka3, IO HEMas TAKOTO AalbI'e0pHIHOLO piB-
HaHHA 3 NUIOYACHOBHMH CYYHMEHHKAMM, AKOro KopeHeM 6y.10 6
YUCAO e, UM 7, & THM caMuM, o ue nepecrynHi yncaa. Ta roxi
TYyT IEPeBOANTH,. & pajme IIOBTOPOBATH Ii MoKa3u in extenso.
Juaa He-maremarnka BoHM 3a TaKi i 32 70Bri i miaksit momyaspn-
3aTOp TyT Hiworo He BAis, a MaTeMaTHK 3Ha& ix i 6es Toro. Te came
MOSCHA BaBBAXKNTH, (0 Topkastbes Teopili Lindeldf-a, Fré-
chet-a, Jysiga Ta np. Maremarurori i Tax He cxa:y mHigoro
HOBOT0, a He-MaTeMaTHKa TINBKM HemoTpi6Ho sajepiky. (Ile Bce Bu-
JIOKEHO SICHO i NOKIaAHO B IIMTOBAHOMY B CNuci JairepaTypm nix-
pyunuky B. Cepaimcbkoro).

VII. OCHOBHI 3AKOHU JIBOTIKH.

Ix 3raxyio Ha onboMy Micmi ToMy, mo came iETyimiomicTm 3a-
IepeuyloTh BasRHICTH 3-0I akcioMH JbOTiKM HaBITH B MaTeMaTHIHMX
posymyBaEHAX. [liTcTaBOBHMH 3aKOHAMH JBOIiKM a00 ,3aK0HaMH AY-
MaHHEA® HA3WMBA6MO 3BHUAlIHO WOTHpH aKcioM¥ JIBOTiKH, & caMe:

1. 3akonm TotosmHOCTH : Te, moO 6, 6, a60: A=A

2. 3axorE cynepeunocrn: sHanEa pig He Moxme OyTH i He OyTH
BoJHOYAC, a6o: A He ¢ non—A;

3. 3ak0H BUKMOIEHOI cepeauBHE (principium exclusii medii):
RoAtHa pi¥ MycuTb a6o OytH, aGo He OyTH, abo iHarme: A 6 abo B,
a60 He — B, Tperbol MosnEBOCTH HeMae (tertium non datur);

4. 3akoH pocraroyBoi npuanEn: Higo He nieThea Ges pocra-
FOYHOI NpUYNEM.

B avorini me mpufiMaeThesa OINIX 3aKUHIB AYMAHHA TAR 30BCiM
Geszacrepe:xno. [pyra i Tpera axcioMa BacyBae 30BCIM MOBamEI
TpyABRowli. /lexTo He BBajkae TpeTHOl aKCIOMH CaMOCTIfiHO® akcio-
Moo Sigwart**) e rvol gymem, mo Tpera ,akcioMa“ BHXOJUTDH
3 Apyroi i noxsittHOro 3amepeyerHA. W und{**¥) I THOCHTH 10O
Heil moBaskHi cymEiBH. Ta 32 Te B MaTeMaTANi npHliMaeTbes oL 3a-
KORM GeazacTepe:wxHO, 6omall MareMaTHK-POPMAaJiCT NOCIYTOBY6THCA
SralaHUMU 33KOHAMH, K YHUMCH CaMO3DO3YMIJIHM.

VIII. ClIPOBA XAPAKTEPUCTUKU MATEMATHKIB-©OPMA-
JICTIB.
Ha ompoMy micmi MoMEHa, AyMan, NOJATH XapDAKTEPHCTAKY Ma-
TeMaruka-popmalticra, a caMe:

*) [dms. ,u—p“Bo.no,uzunp Jdesunsxrn: IIpo mepecryn smcen e¢ i =,
36iprax T. 1. 1897, - **) Sigwart, Logik crop: 213, — *%) Wundt. Logik L
crop. 585.
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Bir € akcioMaTHkoM B TakOMy pPO3yMiHEI, AK BHUIe BUACHEHO-
3rigmicTs reoMerpii 3 co6ol0 ¥ HBOTO 3alexEa Bijl sTIAHOCTH apuT-
METHKH 3 Cc0o0010.

B nportuBeHcTBi A0 MareMaTHKa-iETYyimioHicra, YM SK BHCIOB-
awerbed H. Poincaré — nparmarmcra, BIE HENOXUTHO IepeKOHA-
HUIt § MOMJNBOCTI PO3BABABHA KOMKHOI MarTeMaTHIHOl NPOCAEMH.
TrooeuM BuckasoM I'ias6epra, onboro ¢gopMamdicra par excellence,
BHCKa30M, 10 110r0 BiH IIe 710 CLOCOAHI He [epecTae IOBTOPOBATH
TPOXH He Ha KOMHOMY KOHIpeci, & cxopa: ,Da ist das Problem,
suche die Losung. Du kannst sie durch reines Denken finden;
denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus“.

B npornpesctri mo imTyiniomicra nocayroByeTbesl ¢opmandicT
BaMO0KH 3raJaEUMH TPbOMa OCHOBHMMHM 3aKOHAMH Jaboliku. Bim
npufiMae iX Ak 1OCH e fAK lle, a B MaTeMaTHIli caM03po3yMijoro,
Oe3 AKUXHEOYIDL 3acTepestenb-

B nporusencrsi mo iHTyimiomicra satiMasetbest ¢opMmadaicT 3a-
JIOKM ONHCAHHMU BKe J0KA3aMH. [CHyBAHHA T4 BBAXKAE JX IUMCH
BMCOKOBapTicHMM. BiE npufiMae dkech NOHATTA dAK iCHyKHYe, KO
B HbOMY TiIbKN HeMa eynepedusocreit. Haromiers nimi gucaa ,icaEy-
0OTHY IS HLOTO UIOHHO ToXi. SK BJACTHCS J0KasaTH, INO B IXHIX
33K0OHAX HeMae cyIepedrOCcTefl,

IX. TEOPIA MHOJEUH TA [I HAPAJIOKCH.

OxmuyM 3 Hait6inpm naingmx yMiB momim ¢opmanicramu Oys:
Georg Cantor (1845—-1918), TBopenb 3rajamoi Bike TeOpii-MHO-
sxuE. Cboroasl MasMo akcioMaTury Teopii MHOMKMH, Ky 3aBAAYYEMO:
Zermelo. Kaarop mnpobys ime nedimioBaTH MOEATTA MHOMUEN
i B npoMy BiE Harazye Tpoxu Eskaima. Bin monae oce Taky nedi-
Hinio: ,Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlunterschiede--
ner Objekte unseser Anschauung oder unseres Denkens — welche:
die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen*,
Agciomarnka Zermelo nonae jHakwny nediminip, noaiéay o I'ias-
6eproBux nediminitt. B Kamroposiit MoaBa n06a4yBaTH MpO-
rivay noxubry idem per idem. He Bxomsym B paapmly aHadisy no-
HATh, 3BEPHY T4KM 3apas yBary Ha HeloMarases ouiel Teopii, Axi
He MapoTh aHAJLOIII B skaAEBiH immift aiggEni MareMaTHkw. A caMe
BKe 3 CaMOro IIOHATTA MHOXKHMHM BUXOJATH NapafoKcH Teopil MHO-
JKHH, 10 SIKUX MU B MaTeMarTWIi He IPUBHKIA. 3 THX [1apafgoKCiB:
arajia0 UepII 3a Bce cIaBHO3BicAmH mapagokxc Russell-a. Horo
MOXXHA ONMCATH MeEM-CIIBIN Och Tak: fIkach MHOMEHA MOMe Mi-
CTUTH B €00i caMy cebe, 4K eneMenT, a6o Hi. Tar H. mp. MEOKHHA
yeix aGCTPAKTHUX TOEATH € caMa aGCTPAKTHUM IOHATTAM i MicTHTDL
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B co0i camy cefe AK eJeMeHT. S3HOBY H. IIp. MHOMKHHA BCIX Umcela
Bix 1 xo 10 He »ictHTh B c0Gi caMoi cefe SK eaeMeHTy. BisbMim
Tellep Mij yBary fAKych MHOMUBY N, 110 He MicTnTh B cobi camol
cefe AK eJeMeHTY i BisbMiM mix yBary MHOokHEY M ycix Takux
MHOKITH,

Y M wmictuth B co6i camy ceGe SK eleMeHT, YH Hi?

Orox 3 omEOro GOKY MOKHA JOBECTH, 1[0 He MicTHTb, 60 CKa-
3aHO, mo He Mae 0yTH MHOMKMHA TITHKHM TAKHMX MHOMMH, [0 He Mi-
CTATH cefe B cOOi AK eJ6MEHTY.

Ta 3BOBy sAKWI0O BoHa He MicTUTH cefe cama B co6i, TO Taku
6 eJ6MeHTOM MEOMHUHN M, oToke Taky MicTHTH cefe caMa B c¢o6i.

8 uncto GopMaTbEOro GoKy ONA AaBTHHOMIA HAaranye H. Tp.
nponec copicra [Iporaropa 3 ftoro yimem EBaranocom 3a sa-
IaTy sa nepnuil Burpasuii npouec., Ilporarop mokasys, uo Epar-
JbOC IOBHHEH oMy 3aIUIaTHTH, 00 AKII0 NPOrpas, TO HA OCHOBI
TIpUCYLy, & AKII0 BUIPaé, TO HAa OCHOBI yMOBH. SHOBMe sk TaMTOM
3 piBHCI0 CWIOK AapryMeHTauil AOBOLHTDH, 10 AKIIO BHIPAE, TO HE
3alJIAaTUTh Ha OCHOBI OpHCEyAy, a SKINO NPOTPAs, TO He BATLIATUTH
Ha OCHOBL YMOBH.

A6o amtnmoMin Enimemina 8 Kpern: ,¥Yei Kperuttui roso-
PATH HeNipaBRy“. ’

Croronmi MomEa HABiTH I0AATH 3araJbHy penenty, SK TBO
PHTH Taki napamoxcy, 10 3 Teopicl MHOMHH, aHL 3 MAaTEeMATHKOW
He MapTh Hivoro cminbEOr0. Russell nozas B. np. ock Takwmit:
HaspiM saxecp nomarrs npmeyaummy (praedicable), akimo BoHO
JacTbed IpHKJIacTH no cebe camoro. Tak H. mp. BHpas ,aGeTpakT-
HUH“ € mpueynumnit, 60 MOOHATTS aGCTPAKTHOCTH € aGCTPAKTHe,
OTRe JacThes N0 cefe TPHKIACTH. SHOBME # H. IIP. BHCHIB ,KOH-
KpeTEBH“ ¢ alcTpakTHult, He nasThcsl N0 cefe NPHKIACTH, OTHe
6 nenpucyaumuil. PoanusiMca Temep, Ym BHCHIB ,HenpucyauMuit“
6 npucynumuit, un Bi. Orke 3 oxHOro GoKy BiH Hempucyaumuit, 6o
Re J1acTbCsl IIPHKJIACTH A0 cebe caMoro. AJe 3k 3HOBY 3 IpYroro
OOKy Bite yepes Te caMe BiH cdMe 0Chb TYT IIPUKIANAETRCA 10 cebe
caMmoro, 6 Big npucynguMuit, TakuM 9HHOM oOLE IIOHATTA CylepevHe
B c006i, Tak caMO SK NOHSTTS MHOMKHHHM BCiXx MHOMHH, U0 He Mi-
CTATH cefe caMUX B c06i AK eleMeHTY.

Teopis MHOMHE M6 e ft igmi amTMHOMII, Tak H. IIp. aHTH-
BoMio Burali-Forti, Zermelo-Konig-a, Richarda, Berry
ta iH. Ta cyTTeBO BOHM NOMi%k co60X0 He pi3HATHCA.
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X. PI3HI CIIPOBH 3BLIJILHEHHA MATEMATHKY BII
AHTUHOMIA.

Spoaymino, mo Taki aETmEOMII CTalTh EecTepnHI B Ma-
TeMaTHli, ska Mas OyTH 3paskoM TouHocTH. He amBo, mo OGyinm
ecnpobu ycyEyTH ni merounoctd. O1Holo 3 Hux OyJa axcioMarmsaiia
Teopii MEOsmuH, mo I noBepmuB Zermelo. Horo axciomatuxa
B 6arathox neraftnax Haranye [innGeproBy akcioMaTHRy TI'eoMerpil.
B onint akciomarumi o6MekeHO NMOHATTS MHOMKHEM 10 TaKUX MHO-
JKUH, 100 He NOBOAATH N0 NapaaokciB. Ta Eemae HiaAKOI salOpyKH,
mo Taki cami aETHHOMII He BHCTYNAATHL mechk Ha immowmy micui. IEmmi
CIIpO0N paTyBaTH MaTeMaTHKy Niwid B Hanpami 6a3yBaHHS MareMa-
TukY Ba Jaborimi. IIpotu mporo ganpsmxy Frege i Russell-a Gyau
I0oBakHI 3acTepesteHHa (AVB. H. np. Bernays — ru. Jireparypy).
I0i cupo6u Frege i Russell-a Takosk He naBajgm 3allOpYKH, IO
OMHHYTb pa3 Ha Bce napaiokcie. Ta IxHa sacayra og, U0
BOHHM 3BepHYJHM yBary Ha Iie, UMM, Ea HiJi, € B3arali MaTeMaTHIHA
KOHKJIIO3is.

XL IHTYIIIOHICTH, TOJIOBHO BROUWER.

Ta Hafi6inemm peBOMWUIfHEM MOKasaBcs B pedopMyBaEEHl Ma-
TeMaTHKX HAIpAMOK, 10 Bede cBif mouarox Big Kronecker-a,
4 pellpe3eHTOBaHNI B OCTAHHIX YacaX TAKHMU MaTeMATHKAMK K
Poincaré, Borel, Brouwer, Weyl. Brouwer Ha3Bas cBriff Ha-
npamMor imTyiniomiamoM, Poincaré masupae HOro NPHKIOHHHUKIB
nparmarucramMa. BoHW 3 Iimoi0 cMI00 NapU 3BepTATHCA MPOTH THUX
TOMIYHHX MOHATH, 100 IX MaTeMaTMKa 3aI03Muyé BiA JBOTIiKH, Ta
JOXO0JATH N0 IBOT0, 110 BiAKMAIAWTH Ny HUBKY KOEKJIWO3il, SKUMH
MaTeMaTHKa 710 Tenep Tax nmmagack. [[{opas apxime 3apHcOBY6THCA
pisHHMUA IOMik HOBUM iATyimiomicTmaEuM i ¢dopMadicTHYHMM HA-
IpAMKOM, IN0 Bee Ile He a6 3a BHrpary. Oud pisHMIS NOKa3y-
6ThCsl B/Ke B CAaMMX BHXIZHMX TOYKAX pO3BaskyBaEb ONBHX I Apy-
rux. Oromx auq imTyigioHicTiB 6 KAHOHOM, CHCTEMO OCHOBHUX aKcioM
MaTeMaTUKN 36ip BIacTHBOCTell 4mcen MPUPONHOro psAny. BoEu Ha-
BasywTb 10 ciIiB Kpormexepa: ,Die ganzen Zahlen hat der liebe
Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk®“. Tyr BAIHO Takox
TIPOTHBEHCTBO A0 Teopii sranamoro Bi#e Frege i Russell-a, mo
npobyoTh moaasary Aediminio nimmx wucex. Ta Bxe I'ianpbepT
sakunye im (Grundlagen VI-re Bua. crop. 244.), mo came B nift ge-
¢iminii BorM momanawTh B He6ealexy anTaHOMIN. [las imTyiniomicra
HeMaé HiAKOro 3Muciy, MyKAaTH Ha OUi OCHOBHI 3aKOHHM LIHMX 9H-
cell AKOroHeOyAb NO0Kasy Ta po3wIeHOBYBAaTH iX Tak, AK e poOHTH
¢dopmamicr. TuM caMuM Besiki HAMaraHHS, DepeBecTH A9 HMX T. 8B.
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» Widerspruchlosigkeitsbeweis®, nasa imTyimiomicra soBcim Oesnpen-
meroBi. Tax camo 6ea noxasy i jedimimii nputimas BiE ime nesxi
IOBATTS 3 TeOpil MHEOMHE.

B npormsercrBi mo Maremarura-gopmagicTa BiE He BH3HAE
4qicTo ¢popMalbHUX A0Ka3iB icayBamEA. oMy 3amallo cRas3aTn, 1o
sIKeChb IIOHATTA icHYS, TOMY, 10 BOHO BiiIbEe Bia cymepedHOCTel.
Big xouve, mo6u fomMy ne mNOHATTA TOKA3aTH, HepeBecTH IOro KOH-
crpykuio. Bin BusHae TinbKM epeKTHBEi [0Ka3H iCHYyBaHHA.

Ieryimiomict He npuiiMae GessacTepesxkHO AKCIOMH ,tertium non
datur“. Tax B. np. Aaa dopMdnicra AKech YHCAO 6 a60 aabreOpHuHe,
a6o TpaHcuneieHTHe, — tertium non datur. IETyimiomier Jomyckae
1le TPeTo MOMRJIMBICTE, 1110 IIUTAHHSA B3araji He JacThes BEPIMIHTH.

Tak caMmo mpuitmae igTyiniomicT MosxiamBicTh, 10 € ODOGREMH,
1o B3arajgi He JalyThCA pPO3BA3aTH.

Taxe cTaHOBUIe IHTYiNiOHICTIB BUKINKAJI0 A0BOJ IrOPAYKOBY
auckycio B 1900-mx p.p. (Hilbert: Axiomatisches Denken, ato
Pasch: Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 27.
3 p. 1918, 228—-232.).

vlcHo, 10 Tak JajNeko NOCyHeHHN KPHTHOH3M MYCiB 10BeCTH
1o IPOCTY IO BiNKNHEHHS HEOLHOTO T'apHOI0 TBepAREeHHS MareMa-
TaKn. Mik immuM aas iBETyiniomicra BiAmanae TBepIAeHHS, 11O
KOMHA CYLiJbHA B AKOMyCb OO0MeXKeHOMY NpOMeRyTkOBI ¢yHKUiL
Maé ¢BO6 maximum, a0 10 KOKHA CYUiIbEA MOHOTOHHA pyHKNiA
JacTbCAd SPIMENMYKYBATH B LITOMY IDPOMEMYTKOBI 33 BOIMROM CKiH-
ueHOI MHORHMHM TO4YOK. IATerpan JieGera (Lebesgue), Tail B3aradit
6arar0 TBepAskkeHb Teopil (yEKNift AiffcEUX 3MIHHEX He -icHYS.
Borma s onupaeTbea Ha ochTaki TBepaskeHHas: 1) Hlo rouknm cynimns
(Punkte des Kontinuums) TBOpATP BHOpAAKOBAHYy MROMHEHY, 3HA-
YHTb, U0 MOMik AKAMHEEOYAb ABOMA TOYKAMH MA6 MiCle OCh Take

B3a6MOBi JHOIMEBES a%b. 2) Illo koxBa MHOXHHA 6 a00 CKiHUeHa,

a6o HeckimuyeHa. A iHTyinmioEicT Bikuaae caMe omi 3aKOHN.

Ta imryimionicT Bste Haf6inpm GeanmowagHnfl cympoTH Teopii
MHOKMH. BoHa BUXOZUTH CUALHO OGKpO6Ba Ta 3hedopMoBaHa; 0cO6-
JHBO CTaHOBMILE iETyiuioHicTiB 10 NMUTARHS CyHiJlsd Ay:Re BiIMiHEHe.
B cTamoBuula ¢popManicrie (Brouwer: Intuitionistische Mengen-
lehre). Ile Bste BUIMIsae Ha BeNWKe CUYCTOMEHHS. [OBOPUTHCA UPO
Kpisy ocHOB MareMaturH. [Ipmfimiocs paryBara cramoBuine fopMa-
JicTiB, Ta TAKM KOHYe IlepeBeCTH 3rajaHull Bike /0KA3 3TiJHOCTH:
apuTMeTukn 3i cofow. Taxe saBaagnsa I'ine6epr moctapus cobi B ¢BOiX
»TaMOypepkpx® npansx. O¢TaHHI pOKA IpAHECHN NeAKe 3JarinNHeHHsE
pisanni cramoBuIy o6uxBox Tabopis. Ocrammift 3°isx B Ipasi 1929 p.



97

TIOKa3aB, 110 MOMJIBO HaftTh cuinpmy MoBY. [ETyiniomicTi BU3HAWOTE
Be, 110° Maremaruka [inpOepra raku BidbHA Bim cymepewnocreff,
3 apyroro Ooxky OpMamiCTH INPU3HAITH, W10 BRXIAHI ToukH ixmix
PO3BaXXyBaHb CyTT6BO He pisEaThed Bim DpaBsepoBmx. (OduaBa Ha-
NIPSMKH NOCOIMYye JbOIiCTHKA (MATEeMATUYHA JHOIIKa).

XII. BAKIHYEHHS.

Uy nomeMika momisk ob6noBoMa TalopaMll KoJauHeOyAb B3aKiB-
YNTHCA, MOMHA CyMEiBaTHCh. ,[IpaBAMBUMN® MOMHA BU3HATH 00H]BA
HaOpAMKY B TOMy po3yMiEHI, 1110 3i cTaHOBHIIA 4MCTOI JbOTiKM Toxi
KOTpOMY 3 EuXx oHe6ynb sakuayrd. Cborojai o6uABa HANPAMKH
3aKCiOMAaTH30BaHi, Tak 10 TinbkM iATYyimilEO MoMEA NpHItMaTH
a00 oqHy afo Apyry cucreMy akcioM. TyT BUpasHO BHMCTYIMJIO 3Ha-
yiBHA akciomatwkm B3aratdi. I'izn6epr kase H. mp.: ,Alles, was
Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann,
verfillt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axioma-
tischen Methode und damit mittelbar der Mathematik. In dem Zei-
chen der axiomatischen Methode erscheint die Mathematik berufen
zu einer filhrenden Rolle in der Wissenschaft {iberhaupt”. Cborongi
Bike ACHO, IO BCAKe NYMaHHS 3ajexEe Bil axcioM i npo ,mpaBay”
TPUXOARTHCA TOBOPUTH Ha CTINBbKH, HA CKIJBKH NIPaBAMBL akciomu.
I ons nposigmEa pons MareMaTvkd JumAnaacs ii BeJUIHIM 3aBRAHHAM.
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JI-p POMAH IIETEJILCHKUIA (JIsBiB).

Oi3nkanbai mpodaeMu 0CTAHHBOI Jo6H.”

I

JlBannaATe croxiTrs 3a3HAYMIOCS HeOyBaJdMMH ycmixamu ¢isu-
KaapHNX nocainis. Ilicns emoxaJdpHEUX BiTKPUTH eJIeKTPOMATHETHHX
XBUJb, IIPOMeHiB PeRTr'eHa Ta panioakTHBHMX IepBHIB, 1[0 IpHIa-
naoTh Ha kimens XIX. croxitrs, macyHyames, movaBmm Big 1900 p.,
npo0aeMH, 100 B 3B'SA3KYy 3 YAOCKOHAJIEHHSIM eKCIepHMeHTAJIbHIX
METOX OCTAaHHIX JEeCATOK JIT 3aXUTAJHN OCHOBAMU RJIsICHYHOI (isukn
Ta TPUHEBOJIMIN 10 Ix pesisii. Ili mpoGaeMu — me KBaHTOBa Te-
opia Ilngrka, Teopis pexaruBHOcTH AftHmTaitHa, Teopil GyqoBH ato-
MiB, 1p. Teopis Bopa Ta Teopis MarepisapHHX XBWJIb, 10 iX IoeTa-
Buan [le Bpoai (De Broglie), Illpexiarep i IaitzenGepr. Bomn
B CBOIM XBHJACTIl MexaHini BOpoBaauau y ¢isukry B uaci Bim 1925
no 1930 p. mimy muesgy HOBHX NOHATH Ta IIpH I0OOMO3i ix BH-
SCHUIH BeJHUKY KIIbKICTb SBUIN, BIJKPUTHX eKCIePHMeHTAILHUM
IMIAXOM, 1[0 iM He Morum jgatu pann Teopil kasgcmuroi ¢isumkm. Ti
Bcl mpoGiaeMu BHeCHIH y (piswKy °rRuBHII ¢epMeHT, 1[0 e HOCi Bo-
pymuThesd, BHCYBae II[0pa3 TO HOBI NuTaHHEA i (akTH Ta He a6
30arHyTH, KOJWM BOBa Ipuiife 10 BinHOCHOI piBHOBArw.

CnoinpHEAl npenMer srajaHnxX NIpoGJaeMiB me aToMOBa 0y-
noBa MaTepii. Ii BupoBaguB e B ruuGOKift CTAPWHI TpeUbKHIL
¢imocodp lemorpur, ame Boma 3100yaa upofiro B XIX. croairTi
HAYKOBI Ii1cTaBm, 3aBAgkn nocainam J[aJdbToHA Ta BIAKPUTTIO pY-
xiB BpaBHa (Brown). /lanpTor BiZKpHB 3aKOH IOCTIIIHAX Ta MHOTO-
KpPaTHAX TATApOBHX BINHONIEHb y XeMIYHMX CIOJyKax i BHKa3aB
TiN0YrCeJbHICTh OCTAHHIX peuasliii. Pyx DBpaBrHa craB 3HOB 01HOI0
3 NiABAJIHHE MOJEKYJIApHO-KiHeTHYHOI Teopil Temaa. Boma, Hap’a3y-
YN 10 3aKoHy Henpomnamol emeprii, mo fioro Bigkpumam PoGepr

*) Pefepar, suromomennit pus 16. tpaBms 1937 p. Ba cuigeHiM 3acizamni
o6maBox cekuint VI 3'i3qy ykpaiHcbkmx npmpoienkip i adikapiB y JIeBoBi. Xo4 Bim
Mae XapakTep iH$opmaTHBHHEII, OfHade 3 OIIAAy Ha Bary TeMH BBakacMO BKas3a-
HAM ncMictatH ftoro B 30ipHEKY cermii. — Pegaryia.
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Maep, Iskemc Isx0ap (James Joule), Yiaam Tomzern (William Thom-

son) Ta I'earpMroabri, posBuEyJacsd 3aBIdku npanaM Kiaassiyca
(Clausius), Mekeyeas (Maxwell), Boabnmara (Boltzmann) i Cmodio-
X0BCbKOr0. PiBHOGI®KHO 3 THM Aiffmia 10 BEJUKOTO PO3BHTKY XeMid,
NOCIYyryloducs B CBOIX AOCHiZAax MOHATTAM aTOMIB.

He 3Baskandun Ha Ti BeJmki yCmixu Majga aroMoBa Teopis dIi-
MaJjo BOpOTiB cepel BHU3HA4YHUX (isukiB, xeMikiB Ta dizocodis.
Hixro immmii, Tinpknm came cJaBEMII Hivenbkufi xemix Biarreanm
OcTBanpa mnncaB y cBoix ,Vorlesungen iiber Naturphilosophie
(2-e BunamBA, Jlunmesk, 1902 p.) orei caosa: ,Crexiomerpnuni 3a-
KOHHI 3aJumarhcs y XeMii e ff y Tux wuacax, KOJM aTOMM BIKe
N0Bruil yac OyAe MOMHA HAXOAUTH JuIne B mopoci 6idaiorex“. IIpo-
THUBHUKH aTOMOBOI Teopil BBaskaJdW IOHATTS 4TOMIB TiAbKH 3a 1O-
Migmi oOpas3n Ta MozJedi, alje pillydye 3alepedyyBajyu IXHE iCHyBaHHI.

Ase y nepstiecsatux pokax XIX. crodiTTs atoMoBa Teopis mo-
0iauaa Teopilo cymimpEOCTH Marepii. [omomorao iff 1o Toro y smau-
Hilt Mipi BiZKpHTTA aToMoBOi GyJOBH €JNeKTPHUYHOCTH, IO IPOABU-
Jacsg B ABMINAX €JEKTPOJisH, HoHi3amil rasiB Ta KaTOJ0BHX IIpOMe-
HiB. Binkpurra pamioakTuBHOCTH naJgo OesmocepenHilt 10ka3 icHY-
BaHHA aTOMIB I IT03BOJIJIO YHCJIHTH iX Ta 6GadunTH IXHI pyxXHW; 3ra-
naiiMo X046HM JIHCJIeHHS aTOMiB IPH IOIOMO31 SBHINA CHHDTHIALII
Ta (ororpa)yBaHHS YACTHHOK «, BUKOHAHe MeToJ0I0 . Binncomal)
(mop. pue. 1). PanioakTnBHicTs He JHMII CTBepAWJIa iCHYBaHNA aTO-
MiB, alle TaKO BHABHJA, LI0 aTOMH MOSKYTb pO3maJaTHCA ha APio-
HimIl gacTuni.

#Jlkpas ocrammill ¢axr moBaJaMB 1BI TesW, w0 iX 10 HeJaBHA
BBAskKaJM 3a He3pyImMHI OpaBiam, a came: 1) AToMH OZHOLO i TOTO:
€aMOro IepBHS 30BCIM 0JHAKOBi i MalOTh OJHAKOBHUIT TATAp. 2) ATOMHI
pisHMX nepBHIB 30BciM BiAMiHEL i HiAK He MoskHA aToMy OIHOTO:
[IepBHS NepeMiHNTH B aTOM Apyroro IepBHA. MismrnM aBumla pamio-

AKTHBHOCTH BUKa3aJHd, 10 IepBHI niggyac pagioakTHBHOIO PO3NALY

nepemiEoioTbea oAHI B Apyri. I Tark pax posmanaerbes Ha Tediff

1) Amra. ¢ismk I'. A. Birbcom 30yayBaB IpHJIajx [0 BHTBODEHHS IITYYHOI

mpakm. Ileit npnaax HasBaHO KoMOpoo Biuabcoma. Ile mposopmii nmiingep,
B SKOMYy MO:Ke HAIJIO CIaJaTH NIiABHEM TOJNOK. Y HyTpi InIiHapa HAX TOJOKOM
HaXOMUTHCSI NOBITpsA, HacHYeHe 11apoio, alle 30BCiM oumIileHe Bin MOpPOmHHOK. Koam
B IILOMY UOBiTpi IOBCTAHYTHh HOHH I BINIHBOM $SKOTOCH IPOMIBHS H. IIp. IIpOMe-
HiB «, TO BOHE OyQyTh 3apojKaMh, HAa SKHX 3MOXe CKpOILIIOBATHCS BOJSHA IIapa.

Ile crameTbcs, SKUIO TOJOK HArao cmajge. Toni moBiTps B KOMOpI HArJo DOSMIA..

PHTHCA 1 OCTyAHThCSA; Kpalii, M0 IOBCTAHYTh 3 MpaKW, OCANyTh Ha IOHAX i Mm
noGaymmo ix. Koam H. mp. IpoMiHb « mepe0ikETH Yepes KOMOpY, TO BiH BiloHiBye
8[0BK CBOWOTO IIISAXy NOBiTpA i MH mo6aymMoO cJaif TOr0 MmJgxXy B BHAI IPOCTOf
aigil. OIagxm npomeniB ¢ B komopi Biabcona moxea ¢ororpadysarm.
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ipanoH, 3BaHNll [aBHime emaHanieo, paloH Ha redifti pax A iT. 1.,

BKiHUI OCTaHHIM 3BEHOM po3Nany cTas pax (G, TOTORHNIL 3 0JI0BOM.
Aze raros i mocepejne 3peHo Tiei nepeminu, pax D — 1e 0a0BO.
OdnzxBa poam ‘on0Ba MalOThb OJ1HAKOBI XeMiyHI IIpEmEMeTH, OXHAYE
pi3EATBCA OANMH Big 0JHOr0 aroMoBHM TdarapeM. Pax G mae artoMmo-
Buii Tarap 206, pax D 210. HesaGapoM BigkpuTto OiabIme IepBHIB
rakoro tumy. CnoiBpoGitank Panepdopza (Rutherford) . Comni
(Soddy) masBaB ix izoTomaMm.

Hocainamu izotomiB saitmamncs crepmy J.J. Thomson y Keu-
6pizse (Cambridge) Ta tioro yuemur F. W. Aston (Ecrom). Ocran-
Hill ysUB 10 CBOIX XOCHIAIB MacoBOro CIeKTporpagy 3 KaHAJOBUMHU
IIpoMeHAMU II JifimoB 10 OTCHX BHCHOBKIB: 1) 3HaHI HaM IIepBHI
e Mafiske 3aBciqu MimaHNHA KiJIbKOX i30TOIIB, IO IX aTOMOBi TS-
rapi rpynyoTbecsa J10BK0JA aTOMOBOIO TATapy, 38HAHOTO i3 3BUYalHOL
XeMigHOI aHaJaism; 2) aToMOBi Tarapi i30TOIiB Ile mijai UMCIa, SKRIIO
npuiiEATH artoMoBHil TArap kucHA 16. H. mp. cexem Mae izoromn
3 aToOMOBUM TArapeMm 74, 75, 77, 78, 80, 82.

Kpim izotomiB Bigkpnto me ff iso6apu T. 6. Xemiuno pismi
IIepBHI, 10 MalOTh OJHAKOBHUIl aroMoBuit Tarap. H. mp. cexen i kpum-
TOH MalTb i300apm 3 aToMOBIM Tsrapem 78, 80, 82.

Koan Bigkpuam isoromino, aToMoBHII TArap mepecTaB GyTH Xa-
PAKTEPUCTHIHOI NpHEMeTolo IlepEA. Ha itoro micme BmpoBanman
HOBE IIOHATTS: aTOMOBe 260 NOPAJKOBEe YU CJIO IIEPBHA, III0
CTOITH y TicHIM 3B’A3Ky 3 BHYTpPIIIHBLOI OyJ0BOIO aTOMY.

[HoEATTA mOPATKOBHX dYHCeJ BHUNIIIO Ccoepmy 3 IOHyMepo-
BaHHS NEPBHIB, CUHMCAaHNX y IepioanuriM yraani (nuB. Tat6a. I) Jlo-
tapa Maspa (Meyer) ta JlumuTpis MeHIedeeBa 3a 3POCTAIOYMM AaTo-
MoBuM TATapeM. Bomo Habpado ¢iswkaapHOro 3HAWIHHS, KOJU aH-
raiticerntt ¢isug H. G. J. Moseley (Mosni) Bigkpus y 1913 p.
8B’A30K IIOMisK IYrOBHHAMH (COeKTpaMu) npoMmeHiB Penrrena i me-
PiOAMYIHNM yKIa/0M TepBHiB. [loro MoskBa BHPA3HTH OTHME IBOMA
sakosavMu: 1) Bei mepsmi MaoTh nyske moai6Hy OyaoBy JiHiftHAX
Pentremiscokux nyrosun (mop. pue. 21i3). 2) Bixnosiamo mo spocry
IOPANKOBOTO 4YHCJa IePBHIB aHAJOTIYHI CIeKTpaJabHI JiHII mepecy-
BAOTHCS B BANpPAMi KOPOTHIMX XBHJIb TaK, II0 KBAaApaTOBHH KOPiHB
3 JacTOTH KOJHBaHb (») — Ie NpuOAM3HO JiHiftHA (YHKNIS IOpAI-

KoBOoro umcaa (N) mepBEd, a came N—=a}», ne a — ne craami
yuaHUK. [Ipanga Moseley-a Mana nyse Beanke 3HAWIHHA TOMY, IIO
JaJia 3MOTr'y IIOIIPABUTH Ta JOIOBHUTH IlepioJWYHUI] YKIAX TEpPBHIB
i BUKasaJa, W10 aTOMH BCiX IEPBHIB MAWTh ieHTHYHY BHYTPIMIHD
OymoBy, 3B’sA3aHy 3 eMicie mpomemis Pentrema.




IL.

PiBHoGiskEO 8 THMH BasRHAMH BIAKDHTTAMH BHPHHYJIH IIpO-
GieMu, 10 CTPsiCHi OCHOBaMH Eiadciunoi ¢isukm. Ilumm 1poGie-
Mamn Oyau: Teopiss KBaHTIB 1 peaarusHocTn. TsopueMm Teopil
ksanTiB 6 Makc I[lasmk. Tomy, 1m0 Teopia npoMiHIOBaHHS,
cnepra Ha 3aKOHAX KIACHYHOI (isuku, momana B pisbRy cymeped-
HicTh 3 BuHcaizaMu excrepiMenTiB, Ilnask sipsaB y 1900 p. 3 Kis-
CHYHHUM IIOTJIANOM, 1[0 a6copOmisa Ta eMmicia BiaGyBaerbesd y CyIiab-
HOlt cmoci6; BiH mocraBUB Te3y, IO Li mpolecH Big0yBawTbes He-
CYNIJbHO, & caMe aTOM, II[0 IPOMiHI0S, He MOKe BHAILINTH JOBIIBHOL
KiIbKOCTH eHepril, Jume Taky, II0 6 YHCEJBHOI MHOI'OKDPAITIO 03HA-
YEeHOr0 MiHIMAABHOTO KBAHTA, IIPOIIOPI[IOHAJHHOTO 4O YACTOTH KOJH-
BaHb. lleft MimiMaabHHI KBaHT eHepIil BHpasmaeTbcsA PIBHAHHAM
E =hv, ne I — 1ue ymiBepcaldbHa cTaja T. 3B. IlIABROBUII KBaHT
NissHHSA, a » YaCTOTa KOJUBAHDL; YHCJI0BA BapTiCTh:

h = 6,55.10—% erg. sec.

KpamToBy Teopil NIpHMiHNJIM KiJbKa JiT Hismilme, KOJM II0-
SCHIOBAJIM JesSKi BaskHI ABHINA (IUTOMe Telllo, HoHi3anio), a mepei-
ycim (oroemexTpuynnil ederr Ta apuue Komnrena.

doToedexkTpuYHNl edeKT moaArae Ha TiM, II0 Uepes
HACBITJIeHHA MeTAJdiB CBITIIOM XBHJII KODPOTKOI AOBMRMHN, H. IIp. (i-
AIKOBHUM, CIPHYNHIEMO ewmicio edexkTpomis. Bomm Bumaitaioth 3 Me-
TAJI0 3 03HAYEHOI CKOpicTio, 10 He 3aJesRUTh BiJ HATYI'M HACBIT-
JeHHS, TIILKA BiJ 9acTOTH KOJHBAaHL cBitia. Omeke If mpu HallCHJIb-
HimiM HacBiTIOBAaHHI He BifGyBaeThCs eMicis eJeKTPOHIB, I0KH dYa-
¢roTa KOJHMBAHb He 3p0CJa 10 IeBHOI kpHuudyHOi Baproctn. Hapmakm
eMicis BinOyBaeTbcs HeraitHO, SAKINO HA MeTajJeBy ININTY KHHYTH
cBiTIIO caadoi maryru, aje jpocratodHo Bucokoi wacroru. IT[oG 1mo-
scHUTH (OTOENEKTPHIHE ABHINe, cIlepcs ANBIITalH HAa Teopil KBAaH-
miB i moxas y 1905. p. och Taky (oTOEJEKTPHUHY TeOpil: JKepeno
CBiTJIa BUKNJIA6 eHeprio, CKOBIIEHTPOBAaHY B IIEBHHX TOUKAX, HeHAUE
cTpimpbEa, w0 ix HasuBarmMeMO (GOTOHAMIN, a KOWKHEe CTPIIbHO
Hece 3 co00I0 KBAHT eHepril /v Ta BU3BOJIA6 €JeKTPOH i3 aToMOBOTO
3B'SI3Ky MeTaJeBOl NOBepxHi.

doroesexTpuyHNil eeKT BaHUIT TOMY, 1110 XBUJISCTa IPHPOJA
cBiTIIA BHIKAe B HLOMY 30BCiM, 3aTe BHCYBAlThCs Ha Ileprme Micie
CBITJISIHI KBAaHTH, a Ile 03HAYas 10 lIeBHOI Mipy pemecamc HioToroBol
eMagaIifigoi Teopii cpitaa B moramGaenomy BuAi. Taxum YHHOM IpH
[OSICHOBAHHI B3a6MHE TOMisK NPOMIHIOBAHHAM i Martepieio 3’sBJIsi-
6ThCA AyadisM: ojEi SBHUIA, AK H. IOp. YTUHAHHS Ta iHTepde-
peHIiii0 IPOMiHIOBAHHSA IOACHIO6 Ayske A00pe JNIIe KIACHIHA Teopid,
Apyri, Sk H. Op. Ipolecu ewmicil it abcopOmuii TIIBPKE KBaHTOBA TEOPis,
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Aenme Komnrema (Artur H. Comptor) topraetbes posci-
AHOTO TpoMiHIOBaHHEA. Po3CisHES BHANMOTO CBiTIIA MOMKHA JErko
oécepByl?am B 3aTeMHeHifl KiMHATi, Kyau Kpisb IIIHHY Bupa-
€TbCA B A3KA COHSNIHHX NPOMiHIB; ix mepe6ir sapmcoByeThcs BH-
PasHO 'epes Te, 10 YACTHHKH HOPOXY, SKI HOCATBCA B LOBITPI,
PO3CIBAIOTH CBITJIAHI mpoMeri Ha Bei Ookym. Ogmade cBitio poscisa-
€TBCSA TAKOEK y CepeloBHINAX, BILHHX Bin nopomusok. Komnren
A0CI 7Ky BaB posciBaHHA IpoMeHiB PeHTr'ema npum mepexoai wepes
JedKl TLIa H. 1p. "wepe3 rpadir. Kascuuma Tteopis cBitiaa mepen-
BIJ?KY6, 110 B PO3CIAHOMY CBIiTJII BHCTYNATUMYTH B3aBKAH Ti caMj
AOBKHIHH XBUJI, 10 ix Mae Bunymene citao. Miskrum Kommren
cTBepAuB y 1923 p., 1m0 B po3cisHNX npomeHsx PeHTr'eHa NOSBISA-
0Tbest TpoMeni PenTrema i3 swmiHeHoH 10BRHBOI XBHI, a came
3 4acTOT0I0 KOJMBAaHb #‘ MEHIIOI BiJl YACTOTH KOJHMBAHD # I1aJ1y4HX
npoveniB. BusicHuTH Ile ABHINe MOKHA JNINe KBAHTOBOW Teopisi,
a caMe nafuy.qi KBAHTH Ivv ilepenaloTh JAaCTHHY CBO6I eHEpIii eJexTpo-
HaM aTOMIB 1 BiZICKAKylOThb BiJ eJeKTPOHIB y BHIi HOBUX KBaHTIB /v’
Ginmimux B emHeprio. /[oBskNHA XBmIi pO3CIAHOTO CBiTIA BalesKUTH
BiJ KyTa, 110 110r0 3aMUKa0TL PO3CisAHI NpoMeHi 3 mMagyIuMH 1po-
MeHAMI IO0Zi0HO, sk eHepris Kyxi, 1o B 6iry BIapse B Hepyxomy
KyJlI0, 3aJI€RUTD 110 yaapi Bix kyTa, 10 110ro TBOPHTH HAupsiM Oiry
1I 3 BampsaMoM 1iepsicEOro pyxy. Ilepe6ir mpomeriB Pentrema Ta
eJeKTPOHIB, BHUKHHEHHX 3 aTOMiB, 06CepByBaJu IIPH J[0IIOMO3i KO-
Mopu Bimescomna.

¥ 1928 p. Binkpus imgiiicernuit yuennit Pamam (C. V. Raman)
8 RaubkyTn B Hmapuai BIIUMOro CBiTIa sBHINe, MOAIGHe 10 SBHINA
Komnrema. Takos y sBumi Pamama gacroTa KOJIHMBAaHb CBIiTJa MAdie
B Hacai0k posciammAa. OnHayue Ije 3MEHIIEHHA YaCTOTH KOJMBAHHS
He 3aJeRNTh BiJ KyTa posciaHHS, Jumme BiqMiBHO Bix sasuma Kowmm-
TeHa — Bix posciBandoro cepemoBuula. SIpuine Pavama MoskHA BIH-
SICHUTII JINIIEe KBAHTOBOK TeOpieo.

1L

Cnnpzuoq.ncb Ha KBaHTOBY TeOpilo Ta HA BUCIIAN eKcIepHMeH-
TAILHUX J0CHiNiB, naHcekuit yuerntt Hixzse Bop (Niels Bohr) Bu-
crynns y 1913 p. i3 cMmimob KOHIENIi6l aTOMOBOTO MO IeJo.
Jasnimi kormennii 6y/10Bu aromis J. J. Thomson-a i E. Rutherford-a
He MOTVIH OCTOATHCS TOJi, AK Teopia Bopa maixa smory oG4uCcaHTH
ZOBRMHY XBHJI CIEKTPaJbHUX Jimilt BoaHs i reuis srigmo 3 oGcep-
Bauiew. Horo reopio npumiEnB A. 8omMepdeana (Sommerfeld)
710 00YnCIeHHs PeHTI'eHOBHX XYroBHH; NpH TOMY BHABIUIOCH, IO
sakoH Mosui-s1 BuILIMBas Gesmocepequbo 3 Teopii Bopa.
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Komuennis aromoBoro Monemo Bopa — ne moxndirauis Teopil
Rutherford-a 3 1912 p. Ocrammift IpuitEAB, 10 ATOM CKJAIA6THCS
8 NOJATHBOTO EJeKTPIYHOr0 sapa. [[0OBKpYrH HBOTO KpyskaTh eJek-
TPOHI HeHAYe ITAHeTH NOBKPYIH COHNA. ATOM BHIOBHSE IIPOCTIp,
1o fioro mpomip BuHOCHTH 10—% ¢cm T. 6 0JHY CTOMiNIOHOBY YacTHHY
nenrumerpa. Ile mpoerip, 1mo 1o ttoro moBepxmi J0X01ATH Halikpaii-
Himi musxu eaekTporis. Cave simpo safimas mpoctip Mimion pasiB
MEHIA; Horo mpoMip ue GiaioHOBa YacTHHA HeHTHMeTpa (10—12cm).
Oxmave B mbOMY 3i0pama miza Maca artomy. loasmEachkmi yueHH
Van der Broek npuitess rinotesy, 1o kiZpkicts €JEeKTPOHIB, SKi
KpysRaTh 10BKOJIA AAPd, PIBHAETHCA MOPAKOBOMY 9ICJIO0Bi mepBHEA N.
Mo nporo Tpeba e 3asHAYHTH, 110, AK BAXOIUTH 3 TOMIpiB, Hapsaq
€leKTpoHy Mae 4,78.101° ejerTpocTaTHYHENX OJMHHIb, a IHOLO
Maca Ie gy MAacH aroMy BoAHA.') fapo aromy BoamsA HazBaum
IPOTOHOM. :

¥ 1913 p. moasmimes tpu npani Bopa, mio micrmin HOBY Te-
opio GymoBu atomy. Bix riei xBmni Hacras HoBa epa B icropii ¢i-
3UKH; Teopid 6ynoBH aToMy i Teopis moBcTaBaHHS Iy-
FOBIH (CIEKTPiB) TBOPATH Telep HEPOBPHBHY WidiCTh.
Bop mpnitvas monenr Rutherford-a, nomosmemnit Van der Broek-oy,
ajle 101aé 10 HHOTO OTi TPH IMOCTYJIATH :

I Emekrpor wmose mopymarmest IOBKpPYTH aTOMOBOTLO sIpa
JUuIle 10 MeBHAX MOCTiffHUX ImuAxax (op6irax), Auas sAKUX 100Y-
TOK JOBKHHH 00BOAY OpOiTH 2777, CKOPOCTH €JEKTPOHY # i MacH
ftoro s piBHaeTbeca craniit Ilusuka /A, moMHOMkeHIfl IiauM wmemoM.
Or:ke 3aX0AUTh pIBHAHHA : '

2nrvm =k.h, ne k=1,2, 3, 4i T n

Il. Ko exextpom Epyskiase mo skifick mocriftmift opGiri, Toxi
HEe BUIIPOMiHLOBYE €HepTii. j

IIl. TlpomiEoBaHEA eHeprii BixGyBaeTbCs NPH IIepexoli edeKT-
PoHYy 3 OJZHOI IoOCTiliHOI op0irm Ha ApYry mocTiltHy op6iTy, 110 Ha-
xoauThes Onusmde Anapa. Toxal artom emiTye oaMH KBaHT emeprii :1po+
MiEoBaBHA. ko arom MaB emeprio W,, Koum iioro egekrpoH
KDy’KHB HAa NAUBIIIM MmUAXYy i mepefimoB Ha OGaumskdaud mocTifiHMI
mIAx, 10 Homy BiamoBizae sanac emeprii W,, To srixmo 3 Tpe-
Tiv mocryasitom Bopa ewiroBama emepria W, — W, = kv, 3Bigkn
P — W Vs ; W2; ¥ — KIIbKICTh KOJMBAHDL eMiTOBAHOT0 IIPOMiHIOBAHHS,
OgeBnnHO, AKMO aToM mpuiiMae eHeprio 330BHL, TO eJeKTPoH Iiepe-
CyBaeTbCA 3 Oamkd0l opbirm Ha padpmy. Ilooammoki Jimii myro-

!) Maca atomy Bomms = 1,65.10—2¢ rpamis.
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BIHMN, 110 3 HHUX KOKHA Maeé CBOE #, BIANOBiZalTH TPeTEOMy IIO-
CTYJIATOBI. ;

Y gadpiniM pPO3SBUTKY PO3TajysmBes Hocaig GyNOBH aroMy Ha
nBi Bizgorn: 1) Ba (isMKy aToMOBOr0 sjpa, IO .sapMasTbca .HBI/I-
maMH PajioakTHBHOOCTH, i30TONIL Ta posmany aToMiB 1 2) Ha (isUKY
eJeKTPOHOBOI MOBOMOKH, LI0 AOCHI/YE Teopio AyrOBUH, NNTAHHA,
AKX TOBCTAlOThL MOJIEKYJH, BapTiCHICTL IIePBHIB Ta TeOpilo IIeploaud-
HOT0 YKJIaly IepBHiB. :

Jlocainu Hax aroMOBHM AIPOM' NPHrajain HAHOBO TINOTE3y
Bimisma [pasra (Prout) 3 1815 p. 8rimHo 3 Heo aToMH BCIX I€pB-
HiB Il¢ KOBI/bOMepaTH aroMiB BozHA. H. mp. arom remls ckiaazxa-
6THCS 3 YOTHPHOX aToMiB BOJHA. B mipy Toro, fAK pocla XOKIAI-
HicTh TIOMIpiB aTOMOBHX TATapiB I rimoresa He MOTJA B/lepaaTnCd,
60 aToMoBi TaArapi 6araTboX IepBHIB cuabHO BiAGiraam Bil 1iaInx
qices, H. IIP. aTOMOBHI Tsrap Xanopy 6 55.46. Onﬁaqe.HBume i30-
tomii, Bigkpure B XX. €TOJITTi, A3JI0 3MOTY BHACHNTU BIIXILIN aTo-
MOBUX TSrapiB Bix IigodnceabHOCTI. I TaKk XJIbop Mae 71Ba 1isoromn
3 aTOMOBHIMH TATapaMu 35 i 37, a Jermoro isorTomy y Xabopi 6 75%,.
Ile nae cepenmiii aromoBuit Tarap 35,46 srigmEo 3 Hf)MipaMH: Tagom
yei immi mepBHi, 110 IX aTOMOBI TATapi 8HAYHO Bi0IraoTh Bl 1ixo-
yuceJbHOCTH, Ileé MimaHMHN i30TOmiB. Aston moIpoBajuB y CBOIM
poGitai y Kem6pins aocaiinm Hazx isoroIraMir Ipn nonompsi MacOBOI0
crexrporpady 10 Hespnuafimol mpenmsii i Ha ix OCHOBI NpPHBePHYB
rinoresi llpaBra 3H0BY mo4ecHe Micle, X094 y JeI0 3MiHEHOMY Bl

Ane nacymymxacs 1le 0JHA TPYAHiCTb. ATOMOBHII TArap BOJHSA
pisHaetbesa 1,008. ATomoBi TArapi iHMmINX IepBHIB, 1[0 B HOpMAJb-
HIX YMOBUHAX He MAaloThb i30TONiB, IOBUHHI Oy1H MHOTOKPATAMH
nHoro umesa. H. mp. aroMoBuit TArap rejisg IIOBUHEH piBHATHCS
4032, a piBHaeTbCI PAKTUUIHO 4, OTHKE BiH (bamu'{go mermuit. Ileit
nedeKT MacH MOJKHA IOSCHATH BICHOBKaMH 3 Teopil PEIATHBHUCTHL,
Ha ocHoBi misi Teopii Misk eHeprieio i Macow icHye 3B d30K, 110 f0TO
MOsiHa BHpPasUTH piBHAHHAM: [/ =me? Ie m Maca, a ¢ CKOpiCTb
cBirra (3.10°cm/sec.). 'imoreTmyHall Ipouec IIOBCTABAaHHS sApa Te-
Jis (JaCTHHKI @) 3 4-0X NPOTOHIB (s11ep BOAHA) OyB €K30TepMidHmI;
BuaijeHHs eHepril cnpmumHmIo nederr Macu 0,032, piBHOBasRHHN
it emeprii. ag 4-ox rpaMiB reiis, ce6To AJd OAHOTO MOJS Tewis
nae et nepexr macu 0,032.9.10% epris 1. € 0,28.10*° epris. Koau
IepevncanMo 1e Ha BeJHKl KaJabopil, IPUXOJUMO 0 BICHOBKY, IO
IpH [0BCTaBaHHI 3 MPOTCHIB IpaMaToMy T. 6. 4-0X I'paMiB rejio BH-
ninoeTtbess 645 mimiomiB Beanknx kaapopift. Ile nyske Beanka eHep-
ris. HaBa1aku, Ha poswinienHs YacTHHKH « HeoOXinHO Oyao 6 3y-
SKUTH TaKy cavy kiabkicts eHeprii. Tum mnodcHioeTbcs HesBHYallBEa
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TPUBATICTL atoMy redid. YacTMHKH e, BHKHHEHi 3 palioakTnBHHX
cybcrammift, ocsiraTb ckopocti Gimpmi sk 10000 km/sek. Ta Tomy
PO36HBAITH aTOMH iHIIMX TLX, 110 iX CTpPivawTsb y cBOIM Jeri, 01HAYE
caMi He p030MBAIOTHCS.

[lo BuscHeHRHI 3rajaHNX TPYAHOUIIB NPHIIHATO, 110 ATOMH BCixX
IIepBHIB CKIAZA0ThCA 3 HPOTOHIB i esekTpoHiB. kim0 mopaakoBe
qHCI0 NepBHS € NN, T0 30BRIMIHA IIOBOJOKA aToMy MicTHTDL NV eJeKT-
pomiB. fAnpo mepBua 3 aromoBuM TATapeMm A ckaanaeTbes 3 A mpo-
TOHIB, AKWIO0 NPUIHATH TATAp 01HOr0 NpoToRy = 1. Jlag Beix mepeHiB
3 BIHHATKOM BOJHA IOPAJIKOBE UHCJIO MeHIIe BiJl aTOMOBOTO TATapy.
Towmy, mo A mporomiB was A OAMHALDL [0JaTHOTO eJEKTPHIHOLO
Hapsny, a N elexTpoHiB 30BHIMHBOI 1MOBOM0KN N OXMHNID Bix 6M-
HOTO eJIEKTPHYHOr0 HApAAy, TO JJIA CKOMIEH3YBAHHA HAJBHIIKH
AOATHOTO HApANy upHiiMada NaBHIIIA Teopia NpPHABHICTL edeKTpo-
HiB Takok y sanpi. [x kizpkicts € A —N, & op. AJdd Jity 7 —3=:4.
(7 & aromoBmit TATAp JiTY, 3 MOPAAKOBE YICIO).

Ommcama Teopia sapa Baepsanacsa Giapme, sk 20 git TOMY,
o Oyna nayske Ipocra It TapMOHi3yBasa 3 GiryHOBHMII SBHINAME
B CBITi, 110 NPOABIAANTbCA B iCHYBaHHI ABOX POAIB eJeKTPHYHOCTH,
ABOX POJIB MarseTHM3My, B TIPOTUCTaBJEHHI KICJOT i OCHOB, B JBO-
IO0J0BOCTH OpraHismiB. Jlume nuramss, womy joaaTHU Hapsj eJek-
TPUIHOCTH B'sskeTbes 3 1840 pasiB 6iabmon Macomn, Ak Bix emuuii, He
JaBaJO0 TOCHITHMKAM CIIOKOI a’k IO OCTAHHIX pOKIB.

Iv.

MiskrnM yuwHEBES pyX y iEmmx gidsekax Qisusn. Sycmiis
BU3HAYHNX (is3WKiB, W06 YCYHYTH AyaldisM 3 ONTHKH, 110 MOSCHIO-
BaJa OJHI sBHINA TIPX J0NMOMO3i XBHJIACTOI, Apyri npHM a0moMosi
KBaHTOBOI Teopii, He MpuHeCHH YCHiXiB, HaBOAKH JyaJi3M IIOTJIN-
OuBCS Ta NOIIMPHBCS B ALTAHKAX, 10 A0ci OyaMm OXHOTHIOBL. Ji10i
ne Bpouai (Louis de Broglie) kmmyB y 1924 p. cmimy aymky, mo
meit myanisM y MpHpPOAL IIOCh CyTTeBe, Ta MepeHic HOro Takosk Ha
marepio. Tak, sk cBitaami xBuai HecyTs i3 coGoo kBaHTH emeprii
T. 3B. (OTOHW, TAK CaM0 BCAKHM YACTHISM (KOPIYCKyJaM), IO I0-
PymmanTbes B MPOCTOPi, TOBApHINATh XBWJi, 3BaHI XBHJAAMH Ma-

: p J : h
Tepii. JloBmuEy MarepiaaprOi XBwii mae Baip 4 e h e

3BicHa craua IlusEka, m Maca wacrunmi, v CKOpicTh 1i.

[Morasiam 1e Bponi-a crBepamam Bske B 1926 p. aMepHEAaHCHKI
¢isukn Davisson i Germer ta 1okasann uepes exclepHMeHTIH
icHyBaHHS XBHIb Marepil. BoHm oGcepByBajm sBHINA YrHHAHHS Ta
inTepgepennii kKopuycKyaApHHUX (eJeKTPOHOBUX) IpOMeHIB Ha KpH-
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cragax i oxepskaan edekTn noAi6Hi 10 edexty, mo foro Zli.CTaB (pi-
suk Laue y 1912 p. npu mepexoni npomenis Pemtrena kpisb Kpi-
craan. Immi gocainaukn, a& F. Kirchner, Thomson, Trillat, O. Stern,
Kikuchi, morBepanii Ifi crmocrepeskenHs I BHKA3aJIH, IO He JIL
eJeKTPOHH, aJe TAK0:K 10BN, aTOMII i MOJEKYJI IPOSRIAITDL MIAYAC
PyXy XBHJSACTI BAACTHBOCTI. :

Onux ¢akTiB He MOo:KHA OyJ0 3MICTHTH B yKJIalAl TOHATD KaIst-
cnupoi (isukn. Tomy Hacymyjaca KOHEYHICTH IIepeBeCTH 3MIHI
B YKJIaJAl 3aKOPIHEHHX MOHATH.

Tiei pedopuu mixssumcs uepenosciv Epsin Illpexinrep
(Schrodinger) i Bepmep Taftseméepr (Heisenberg) y 1925 p.
[lIpeniarep HafimoB cJaBHe PiBHAHHS XBHJIB‘)., 1o Imojae 3a-
KoHU Tepemian emepril B aromi. Ile pisEmdkoBe piBHAHA XBUJDb 1€
Bpoai. [loro mpnMiHeEHEs 0BeJg0 10 BEeJHKIX ycnixiB y Hayni; BH-
caian YncaeHHs, lepeBeleHi IpI HOTo 1010MO31, SHAMEHHUTO TOAATLCA
3 obcepBalien, ogHade GaraTo B HbOMY HE3PO3yMIJIOro. Hepenycm
Heosmadennii y xBuasx Illpexiarepa miaMer KOJAMBAHD TOAL, KOJIM
J0ci B ycix XBHIACTHX ABHIIAX IiAMer, 10 BinOyBae KOJUBAHHST,
6yB NOKJIAIHO O3HAUEHHII, H.IIP. § T0OJOCOBHX XBIULAX KOJIBAINCH
YACTHHKH HOBITPS, B eJeKTPOHOBHUX HATyra moas. XBHI, 1o BHCTY-
naoTh y posBssrax [IlpexninrepoBux piBHAHD — II€ He XBHJL B 3BH-
vaftgiy (isnkaabHiM 3HAYEHHI, T. 3H. IPOUECH, 110 NepIOXHTHO 3MIHIO-
10Thea y npocropi it yaci. Bomu He po3mpocTOpIONTLEA HABiTL y TpH-
BUMIpHIM IIpocTOpL peajbHOro CBiTa, aje B T. 3B. KOHqu.I'ypaIlmHl'M
npocTopi yRIAAy, T.3H. y NOAYMAaHIM IPOCTOPI, 10 Maé TIIBKU PasiB
MO TPU BEMIpH, CKIJBKI YKJIAJ Mae 4YacTHHOK, IO JIOTH B3a6MHO
Ha ceGe. H. mp. arom ypamy maB 6u mpoctip 3 276 BuMipamu.

Maiiske piBHOYacHO i3 [lIpeniarepoM cTBOpUB CBOIO KBaHTOBY
Mexamiky ['atisenGepr. Bim mocraBuB BuMoOry, moo Teopis po3-
riasgaga Jaile Ti BeJIUYNMHY, 10 iX MoskHa Oe3nocepexHbo MipaTH,
AK H. IIp. DOBMKHUHY XBIJI, a He BIPOBANMKYBAJa HAMiB Me'ra(blanj
HOX BeJHYHH, 10 IX Toai 6e3mocepeqHO 3MIpHTH, SK H. Ip. CypAAHL
i CKOpOCTi TOOJMHOKNX eJeKTPOHIiB. Y MaTeMaTHYHIM DPO3BHHEHHI
Teopii BupoBaauB I'afizembepr’ ocobanBe yrpynyBaBHA OAHOPOZHIX
peanuuH T. 3B. MaTpunn [1lo6 BukoHaTn ambreGpuyHi All HA MaT-
punax, HeoOXiTRo Gyio BIpoBaauTi OkpeMi Aediminil. ]

Yanyasuitiga mexamika Ilpenisrepa i KBaHTOBA MeXaHika Faﬂj
seHOepra. He BBaKaYI HA igmutt miaxiz, gaim srigHi (hisMKaAbHI
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eHeprid, S = QyHKNIA KOIABAHHS.

1) AS + (E—V)S=o0, ge E = emepria, V = noresiiaicaa
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BucJiqn. XapakTepucTAYHOI pHcold 000X Teopiit Te, 1[0 BOHH He
safiMaoTbesA IHAUBITYaJLHO eJeKTPOHAMH If IPOTOHAMH, JIHINe BICKA-
3yI0TH CTATHCTUYHI BIICHOBKH IIpO iMOBipHiCTH 1XHBOI IOSBII B 03HAa-
YeHHX Micoax a®o B osHadeHnx craHax. Ha mnoraax TatizemGepra
TaKe TPAKTyBaOHsg [poOJeMH B'AsKeThCS 3 XapaKTepoM BHYTPIMMHBO-
ATOMOBHUX ABHLI, a JeTepMiHiCTHYHe OOXOIJIIOBAHHS SIBUIL Y MIKpO-
KOCMI HeMOskJuBe.

Y MakpoCKONOBIM cBiTi cnupaeMocs Ha 3acaji NpPUYMHO-
BocTHU. Boma B Towy, 10, 3Ha0YH JoTemepilmaifi craH JAaBUX TiJ,
9d TO IMOYATKOBHII X CTaH i 3aKOHH Iepebiry ABHIN, MOMKeMO0 Ile-
pexdaynTd MaiOyrHi ABHINA. Sacajy NPHYMHOBOCTH BBAsKAJI ITiJai
remepauii npnpogEuKiB i ¢izocodis 3a memapymumy xormy. Horam
Bepryai (Jean Bernouilli) ma mouargy XVIII. croairta BuckasaB
TOTJISIAL, 110, KOJM BiIKHHYTH 3acaly TPUINHOBOCTH, ITiJIa IIPIPOAA
crane GesmagnnM xaocoM. Takosk KamT BBaskaB TpHYHMHOBICTH 3a
ONHY 3 IJACTABOBHX AIpiOpHUX KaTeI'opift HAYKOBOTO AYMaHHS, IO
Oe3 Hel NisHAHHEA NPHPONH HEMO:KINBe. 3acala NPUIITHOBOCTHA JaJja
yCiM IIpUpOJHMYUM HAyKaM BeJUKi yCHiXW, a BepmkoM ii ycuixis
OyJno nepenb6adyBaHHS pyXy HeGeCHUX TiI i3 MaTeMATII9HOL TOY-
HiCTIO.

Oamave clpaBa He Taka IIpocTa, sk 3aaBatocs 6. Koan ¢isukn
Iepelnmm 3 MaKPOCKONHHUX JOCJI/iB 10 MexXaHiKH aTOMOBOI'O CBiTa,
3’sABUBCS iHAerepMiHiaM i 3acaza UPHYMHOBOCTH 3aJOMUJIACS, KOJN
IepecTyIia TpaHuli MikpokocMy.

Kagcuynuit mpuraaz Toro — npoMiHboBaHES pany. Koskmuit
aTOM pajy B sKilich XBHJHMHI I1ePeTBOPIO6THCS BHOYXOBO B aTOM pa-
JOHY, BHKHIa0YH 3 cebe yacTtuno . [lomoBmEA aTOMIB, IO 3 HUX
CKIaNaeTbCsA AKNIIHEOYAb Ipenapar pajay, BMiHHTBCS IIPOTATOM
1580-0x wit. YsaBim coGi 1Ba BigoKpeMaeHi aroMu pamy, (0 Haxo-
IATbCSI B iJIEHTHYHMX YMOBHHAX. SaXOAHTL NNTAHHSA, KOJU I
KOJKHOTO 3 HHX HACTyNUTH IIepeJoMOBa XBIJIHHA II€PEeTBOPEHHS.
Disukn He B cmai BiamosicTm Ha me muTaRHA. OANH aTOM MOKke
Oi/UIATTH IepeMiEi B orift MiHyTi, Apyruit 3a Mimiom JiT, X0u HeMa
MisK HOMH HifKOI pisHHNI, AKy MoHa Gyao G CTBepAUTH (hi3MKAIE-
HUMH MeToJZaMi. A Bce Te 1i6ThCs Ha 0CHOBI IIEBHOIO 3aKOHY, a CaMe
BaKOHY iMoBipHOCTH. B KokHil! XBHINHI icHye 03HayeHa I 3aBecimm
Ta caMa IMOBIDHICTB, 10 aTOM pajy UepeMiHNTHCA H. Ip. 33 TOAUHY.
I x0u Toit aToM painy He posmajgaerbes i 1o Mimiomi JiT, To maHCH
fioro posmany He sMiHsTbCsA. uenmo, 10 Bupaskae iMoOBipHiCTH pos-
naziy, e XapakTepucTHYIHA craja paay. Koam maeMo meper coGon
npenapaTr paay 3 BeJHKO KIJBKICTIO aToMiB, TO MOMKEMO JOKJIaIHO
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00YMCJINTH, KiJIbKO 8 HUX pO3MajeTbes IPOTATOM ONBOI TOAHMHY, aje
He MOSKeMO 3HATH, KOTpi 3 HUX PO3NaayTbed 1 9oMy.

PiBHOMR KOAN Ha SKYyCh CKISHY INIUTYy IIajae NPOMIHbL CBIiTJIA
ce6To Ginbma KiabkicTb (POTOHIB, TO Ha OCHOBI 3aKOHY iMOBIpHOCTH
MOKeM0 JOKJAJHO CKasaTH, KiIbKo (OTOHIB Bini6eTbesA BiA IIMTKH,
a KiIbKO 3 HHUX yBifile B INIATKY, age A0dd KOKRHOTO (DOTOHA
30KpeMa ii IpUYMHA 110ro MOBeNIHKH B KOKHIM BHIAAKY HeBigoMa.

Orske MaeéMO TYT CTATHCTHYHI 3aKOHM, 3HAHI B RIAYAY-
Hift pisuni Bske 1t JaBHilime, H. Np. Ipyriil 3aK0H TePMOANHAMIKH.
Onmaue B KJIdcHuHil isumi MosmHA OyJao CIEpTH CTATHCTHYHI 3a-
KOHN Ha 3acaji NPHYMHOBOCTI TOXi, KOJH B KBaBTOBili Mexamimi,
ak ne nokasaB Hotimam (J. v. Neumann), craTrcTHYHI 3aKOHH He
MOJKYTH CUNpPATHCA H4a NPUYNBOBHX 3akoHAX. OTsKe MYCHMO YUHCJIH-
miesa, AK Kame Dop, i3 ¢Bo60og00 BHGOPY DpPHPOAH IOMIiK
PIBHIUMH MOSKRIHBOCTAMIL

Ta icmye mie 01nH Gik cupaBH B 3acall npnmuneoBocTH. Koam
oGcepByeMo sikechb sIBHIIle, HaM 3JaeThbesd, 110 Hamma obGcepBanis He
Mae JkaqHOTO BIOJNBY Ha Hepebir sBuma. Tax nificHo It e mingac
oGceppanlii BeJUKHX IIpeiMeTiB H. IIp. IaHeT. [Bakme aierbes, KOaU
npexaMer obcepBauil BaJesknTb 10 aToMoBoro cpira. Toxl koswEmMIL
eKCIlepIIMeHT, TlepeBeJeHn{i IpH 10I0M031 HallBIRHIMEX IpHJIaliB,
BHece TakWil 3aK0J0T y lepelir aBUila, 110 ior0 He 3MOIKEMO BH-
sHaqnTH. Koo XxoweMo BH3HAYNTI [OJOMEHHS MaJeHbKOI dacTHIi
H. 0p, eJeKTpPOHY, MyCHMO OCBITINTH 110ro; oaHade (DOTOHM CBiTIA,
BAAPAYN HA eJeKTPOHH, 3MIHAOTL 110r0 CKOpicTh 1 BU3HAYEHHST
Horo mogoskeHHs crae imozoprnuHe. [oaiGHI (hakTH CTpivasMo TAKOR
y Oiocaorii i nenxoxgorii. Crpore npuMiHeHHS (i3HKO-XeMiYHHNX IIO-
HATH 10 ‘RUBHX OpPraHI3MiB II0Nalae Ha MesRy, 110 II BUTHYNIA DpH-
poaa Tag, W0 AOCAIAskYBAHHS SRITTEBUX INIPOABIB i3NKAIBLEUMH Me-
TOAAMII, AKRI BHEOKAJINO D0 IX HalranOmNX eJeMEeHTiB, Myciao Ou
CIIPOBAINTII 30BCiM IIeBHY cMepTh opramismy (aymka bopa). Tinbkm
MepTBe TiJI0 IiJTaeThes MOBIIHHOMY eKcllepHMeHTYBaHHIO, HATOMICTD
SRUTTS 3aHIKae, BTiKa04N NpH HaaMmipHO norsndiaeniM gocaiai. Bop
nobauye IapajeaisM IOMisk MOYYTTAM CBOGOAH BOJNI, INHTOMHUM CBi-
JOMOMY SKHTTIO, a OpraHiYENMH (QYERLIAMEI, 100 He I0IyCKaloTh
aBl OpHUYNHEOBOrO OPraBiY4HOTO ONIICY aBl HACTHPANBOTO (Pi3HKAIL-
HOTO nocaiay. BiE Brasye takosk Ha TpyAHOLI, 110 IX cTpivyae IcH-
X0J0Ti9HA aHaJi3a 3 IPHYNEN (paKTy, LI10 3MicT CBIOMOCTH INJad-
rae Moam@iranmil 3 XBHJIHNEHOWL, KOJII Hamma yBara 30cepellThbcsa Ha
OnEilt ck1amoBiit moapoduni Tiel ceizomoctn. Il oGcraBuHA yHEMOK-
JUBJIOS NOKJIaNHe yCTaleHHS (DAaKTiB CBiZIOMOCTH I TOMYy He MOSKHA
JoMaraTucs jaerepMinictu4moro ii omnmey.
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Hle naxi Big6irae Bin kascnumoi imTepuperanii (hisHKaIbEUX
nmoMipiB sacana HeBu3HavaJabHocTH ['aiizenbepra. Kuaa-
cnvHa (isuka NpHIiMana MOSRINBICTE NiSHATH SKHUHCH VRIAX TPH
nomoMosi momipis. H. mp. 1mo6n BH3HAUNTH CTaH eJeKTpPoHY, Tpeda
mepeayciM BH3HAYHTH B JaHifl XBININHI [10r0 MOJOKEeHHS Ta CKO-
picte. Kagcnmannit (pisuk Bipus, mo ue 3podnrthbes 101i6HO, SK Ie
3pobieno, BusHadaw4n crafn 1uaner. Oapave [afizeHGepr 10KasaB.
0 BU3HAYEHHS OJHOI 3 THX BeJNYIH BUKJIOYAE BI3HAYEHBS Ipyroi.
H. mp. MoskeMo BH3HAYNIH [OJOMKEHHS eJEKTPORY, ane 30ypeHHd,
1[0 TOBAPHUIONTHME 1bOMY DOMipoBI, 3po0HTL CKOpicTh 110ro Heo3Ha-
YeHOI BEeJNYNHOM Ii NaBNAKH: AOKJAJHUI IOMIp CKOPOCTH 3MiHS6
I10JIOKEeHHS.

Y naabmiM po3BHTKY XBHIdAcToi Mexamikm IlIpeniarepa sacay-
sRUBCA B BeJukift mipi anraiitepknft ¢gisux lipak (Dirac). [puwmi-
HOIOYM 70 Hel Teopilo peJasTHBHOCTH, AIHmMOB BiH 710 BHCBOBKY, IO
eJEeKTPOHII 00epTalnTLCA T0BKOJA Ocell. SpelITon TimoTesy mpo 000-
poT eJeKkTpoHiB BupoBaiman Oyan e B 1924 p. Uhlenbeck i Goud-
smit naga morped cnexrpockonii. JIpyruMm BaskEuM BucHOBKOM Jli-
paka — II€ MOSRINBICTL iCHYBAHEA NO0JATHHUX €JIeKTPOHiB ato
T. 3B. HIO3HUTPOHIB

'

HesameirHo Bix BucHOBKIB /lipaka cTBepaAnB aMepunkamchbRHI
¢gisur Amagepcor (C. D. Anderson) y Ilacaneni (Kaaidopmis)
B 1932 p. icEyBanHEA nosurponie. Bim gocainskysap flomisamino
Ta pO30MBAaHHA aTOMIB NI BILIMBOM KOCMIiZHHX TipoMerniB. Kocemiumi
npoMeHi me mpomemri, o ix Binkpus [ecc 1911 p. Bomm mpuxo-
JATH i3 €BITOBHUX IpOCTOPIB i BH3HAUATHCA JadeKko GiaAbInoio IIpo-
HUKJIUBicTIO, K 1npoMeHi Penrrema. Koam ix ¢ororm ypapsortsb
B aTOMH, TO MOKHA CIIOAiBATHCS, 110 BUKIHYTH i3 aTOMOBOI'0 3'BABKY
€JIeKTPOHN 3 JOysKe BeINKOD eHeprien. AHIEPCOH J0CIi1AyBaB
€HEepITo IMIX eJeKTPOHIB NpH AomomMo3i komopu Bixecona, mo ii npu-
MicTHB y AysKe CILILHIM MarseTHIM nouai. Bim matimoB monpm caiam
€JEeKTPOHOBUX NLIAXIB TAKOM CALIM IMAAXIB YACTHHOK, 10 IX Maca
Oyna piBHa Maci edekTpomiB, a mapan Oys moaatauti (pue. 4 i 5).
Ii Bucaizn morBepaman omicast Blackett i Occhialini B8 Cambridge,
Jliza Maiiraep (Meitner) y Bepaini i Ti66 (Thibaut) B IMapmsxi.

Maitsre piBHOYACHO 3 BIARPHTTSAM I[03NTPOHY Biadyaocs Bix-
KpHUTTA INle OTHOI I[eroJKH aroMoBol OyaiBai, a caMe HeBTPOHY.
ITe enemenrapma wacTims Ges eJeRTPUYHOIO HAPALY, o ii Maca
Maltke n0piBHIO6 Maci mporomy. Ilepmi kKpokn B Bampsmi Biakpurrs
HeBTPOHY 3pobmau y 1930. p. W. Bothe i H. Becker. Boru o6crpi-
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JOBAJIN IPOMEHAMU « JerKi IIepBHI i cTBepaUMH, 0 JedAKi 3 HIX,
0co0MBO Oepmab, a Takoxk Oop, JiT 1 (paoop BHAINOLIL xyske
TBepjAe NPOHUKJINBE NPOMIBIOBAHHA, 1[0 y BHIAJAKY Oepuian i 60py
[IPOHMKA6 OJOBAHI IINTH, Tpy0li HA KIIbKAHAAUATDL LEHTHMETpIB.
Jaapmi mocainm Han nuMm geuuleM nodvaas B 1934 p. Ipuma Kiopi-
HRomio (Curie-Joliot) i ii woamoBik ®puapux sKoxaié y pamoBim imcTH-
tyri B [lapnski. Jocaigsyoun ui npomeni y ifomisanitimift xomopi,
JI0KasaJau, 110 Ti npoMeHi, BAapaloul Ha napaginy ado Ha immi cmo-
JYKH BOI1HS, BHKUJAITH 3 AaTOMIB IIHX TLI IpOTOHH He3BHYafi-
HOI emHeprii (mo 5 MixioniB BoJbTiB).!) SaBAAKM Wilt eHepril mepeui-
TAOTh OTi MPOTOHHM B IOBiTPI 0K0J0 30 cm IOpPOTH.

Yensir (J. Chadwick) noBropus y 1932 p. ni cmnpobu B po-
6irai Kepemaima (Cavendish Laboratory) s Kemopins (Cambridge)
1 Ha OCHOBI CBOIX HOCJI/IiB NPUHINIOB A0 BHCHOBKY, 10 IIPAYNHOL
BUKHJAQHBS OPOTOHIB 1 f7ep iIBMUX NepBHIB B ONNCAHHX 1 MOAIORNX
SIBUINAX OyJau BHIIe3rajaHi HEBTPOHU, 10 IOIPH IpOMeHi y BuIiTa-
10Th 3 Oepmalo [ix BHJIUBOM o0cTpiay mpomeramMu e. Ilpomec no-
BCTABaHHs HEBTPOHIB 3 Oepmiaio Ha Ioraan Yeasika och aAKHii:

92
ZBe +%He=16 C+%)n,

ne Be me arom Gepmmo, He arom remwo, C arom Byrad, n HEBTPOH.
Yuema 9, 4, 12, 1 03HAYa0Th aTOMOBI TATrapi BiIHOCHUX IIepPBHIB,
sate 4, 2, 6, 0 e IXx TOpANKOBI gueJa.

Teopernyny KOHIeNIl0 HeBTPOHY BICYHYB OyB 1le JaBHIiIIe
60 B 1920. p., Rutherford, mafiGiapmuit cywacHNIi aBTOPHUTET y La-
puai atomoBoro Axpa. HeBTpoH, He Maoul eJeKTPUYHOIO HapsAay,
MOske IepeXOAUTH CBOOIIHO Uepe3 MaTepilo TOMY, 10 BiH He Bigxu-
JII06THCS B CIUIBHUX eJeKTPIYHIX I0JsX aToMoBux sigep. lle i1 crBep-
JMIN JAJbIIl eIpoon.

3 BIAKpUTTAM HEeBTPOHY PO3ICPAIKY6 CYyJacHA (Pi3UKa OTCHMHU
eJEeMEeHTAPHIIMH YacTUIAMI ce0TO HAUIpOCTIMMHMII IeroJKaMy, 10
3 HuX 30yJ0BaHA Marepid:

EnevMenTapHi CrRIagHUKH MaTepii:

Hasga CuMBOI Hapan Maca
Enexrpon e —1 0,00054
IIporon i H (n) +1 1,00724
[ToznTpor et +1 0,00054
Hestpor (1) n 0 1,0080.

1) 1 exexrporHOBoabT = 1,55.10-12 epris.
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OamENNA eJeKTPHYHOrO HApsAy, HaBeleHa B Tabelblli, Mae
4796 .10 10 6 4,796 nECATLTUCAIMITIOBOBHX YACTHI eJleKTpoCTa-
THYHOI OJMHMII eJEeKTPHYHOTO HApAAy. ATOMOBA OANBUIA MacH
piBHa6THCA Y MacH aTOMy KHCHA a6o 1,66.10—2* g . 3u. 1,66 kBagpr-
Ji0HOBHX T'pama.

Binxpurra HeBTpoHy mado 3Mory smoaugikyBaTi noTelrepimaifi
norasx Ha OymoBy aromoBoro sjapa. Temep npufiHsam norasi, 1o
BCi aTOMOBi Aapa CkiaajgaloTbhes JIIIe 3 IPOTOHIB (7) i HEBTPOHIB (N).
Orse Bimmama morpe6a BIIPOBAJKYBATH 10 sApa BHYTpimni eaex-
TPOHHM THMOiJbIIe, 10 JOCIIAM CHEKTPAJIbHUX JiHINl NIPOMOBJISIOTH
IpoTH TOro. 3are HEBTPOHAM INPUONCYITh (DIBHKI POJI0 IEeMEHTy,
L0 CII06 B AApl NPOTOHM, SKi BiINMXa0Th cede, MAWYI OJHOIMEHH]
€JIeKTPIYHI HapAAM. SrilHO 3 HOBUM IIOTISA/IOM SApPO Tedis CKJIa-
DaeTbCs 3 JBOX IPOTOHiB i ABOX HeBTpoHIB. JlaBHime aymaarm, Imo
BOHO BJIOKEHE 3 JOTHPHOX IPOTOHIB i ABOX BHYTPIMHNX eJEKTPOHIB.
Omke ckaan aapa renid MosKHA NPEACTABHTH DiBHAHHAM:

%He=2n+2n,

a A Aapa asoTy MaeMo:
B 1933 p.3’aBunoca me oxmEo 3amirme Bigkpurrs, a came H. C. Urey,
F. G. Brickwedde i O. M. Murphy Biakpuau Tsaskkmit i3oTon BogHS
3 Macow 2. Y 3BuualigiM BoaHI € foro anme 1°,,, a pemra
BoieHb 3 Macolo 1. Ileft izoron masBaam neBTepiem (deuterium)
i naxm fiomy cmMBoax D, a fioro aToMoBe SIAPO Ha3BaJH J€BTOH.
Y 3BA3xy 3 THM KpiM 3Bmyaiimoro moxekyiaa Boam H;0 3 Moaery-
JAPHOH Macoo 18 icHyoTh mle Modekyan Taskkoi Boxm D,0
3 MoJaeKyaspHoo Macolo 20 i mimari HDO 38 Moaekyasapron macon 19,
pnxmern Tsaskkol Bojau BiAMiHEI Bix 8BmuatiHOi, H. 1p. HOpMAJAbHA
Toyka KumigEa 101,42° (3Bumu. 100°), temmeparypa uinseHHEss 3,8°
(8Buy. 0°), mafibinmpma rycrota npm 11,6° (3Buu. 4°). Tsakky Boay
OJIEPIKYIOTH Uepes eJeKTpoJidy 3akBamenoi a6o JyroBoi BOAM.

VI

Jlyse BasmBEa npobJeMe OCTAaHHBLOI g00H — Ile mpobaeMa
mepeMiHM aToOMOBHX sgaep. JorMa HesMiHHOCTH IEpPBHIB 3axi-
Tajacs BuepBe, koanm Rutherford i Soddy mocraBmam y 1902. p. ri-
[0Te3y CaMOYWHHOTO PO3Maay aToMiB, 1100 BHSCHUTH pPalioOaKTHBHI
npouecu. Toxi misHaanm mepBmi, m0 mepeMiHOWOTHCA OAHI B ApYyTi
i TBOpATH niai paanm moxiaEHmx mneppHiB. H. mp. ypam me mepme
8BEHO pajay, LI0 Yepe3 pajd, paJcH Ta iBIIL J00yTKH po3naly Beje
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10 oxgoBa. Oanade He GyJa0 3MOTH BIIMBATH Ha I IepeMiHI 3 30BHI
T. 3H. BHKJIMKyBaTH IX IITYy4YHO.

Jlpyruil eTanr HayKH IIpo MepeMiHM IepBHIB HacTynus y 1919. p.,
koan Rutherford y KemGpimsk mpm momomosi npoMeBiB e, BHCHJIA-
HUX Paji0aKTHBHAMI CyOCTAHIIAMH, PO30HB aTOMIH a30Ty, adoMiHisg
Ta IiHIONX JEerkuX TepBHIB i TakuM YHHEOM IepeMiHUB iX y immmi
aromu. Binenni Kipx, [errepccon, Illterrep Ta inmi posGmiau 1gien
MeT010l0 fAapa 6araTboxX iHIHNX IepBHIB.

Tperiit eranr pos6HBaHHESA aToMiB upunmajzas Ha 1932, p., Kouau
J. D. Cockeroft i E. T. S. Walton y KeuGpiask posomian nporonamu
ATOMII JIETKUX TIepBHiB. BOHI HAmoBEWJII PYPKY 10 BHTBOPOBAHHS
KaHAJOBHX NPOMEHIB PO3piAskeBNM EOJHEM Ta JifiHN Ha BHOTO Ha-
upyroo 100000 BoabriB. IIpoToHH i 1eBTOHH HAGWpajsi Mij BIIH-
BoM 1liei mampyrum ayske Beankoi ckopoctd. Koam obuasa mocain-
HUKN MycKaJan iX Ha pisHi mepBHi, H. mp. Jir, Gepuib, 60p, — BI-
JIATHICTH TIePeTBOPEHNX aTOMIB OyJa JajJero OiabIna, AK IPH yIKATTIO
paioakTIBHAX IIpelapatiB.

[pouecir mepemian aromiB Le He Jume pO30HBAHHS aTOMOBHX
ajep, ale Takosk ixHs mepeGynosa Ta poodynosa. H. mp. Rutherford
o6cepByBaB y 1919. p. mepeMiEy asoTy Dil BINIEBOM IIPOMEHIB a,
U0 niggac Hei BHTBOPHBCS i30TONI KHCHSA 3 aTOMOEOH Macow 17
i BOJeHDb 3riAHO 3 PiBHAHHAM:

oo o

[panooail HAT J0CTiTaMI IepeMiHH aTOMiB, BIAKPHJIN M. iH.
Konio (Joliot) y 1934. p. mTy4uHY pagioakTuBHicTh BomK
06CTpimoBAIN AMI0MiBill, omicas Takosk IHIII IepBHI YacTULIAMHA & (Te-
JioHaMu) i cTBepAIUI NIOBCTABAaHHA PajioakTIBHOIO sapa gocgopy.
oMy nporecoBi BiamoBizae piBHAHHA :

¢
AL He DU 4o

1 =} R : 5 y
oN Lle BeBTpoH, 15P* me panioaxtusmIt isotor docdopy. Ila Bix-
MiHa (hochopy Ayske HIBIAKO TepeTBOPIO6TbCA Ha clainiii (kpem Si),
IpHU 40My BHALIO6TLCA NO3UTPOH et 3TiAHO 3 piBHAHHAM !

B0, 30 .

B A
Yac moaoBHHEN po3laiy paaioakTHBHOTO pocdopy 3+ mimyTn. Panio-
AKTIIBHI IIepBHI 03HAYY6MO 3Bi3AKOIW.

Otce BaskHe BigRpHTTS ILI-a sRoaid 10Bexo 10 MisHAHHA TPLOX

0Cb TaKUX (PaKTIiB:
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1. Kpim noci smaEEX mpHpoInumx panioakTHBEIX PeY0BUH, 10
ARIX HAJERATH IEPBHL 3 HAMBHIIOD aTOMOBOK Macob, iCHYOTH Ta-
KO PAJIOAKRTIIBHI 130TOIIN HAllIerImux IepBHIB.

2. Ocraani MO:kHA BNTBOPATH IITYYHO i3 3BHUalHNX IIePBHIB.

3. iM 710ci ani ¢ E z i

Hpm.,xobl SHAHOTO PANIOAKTHBHOLO pO3NANY, 110 BiaGyBa-
6TbCA IpH PIBHOYACHII eMmicil yacTMHOK e (rexiomiB) afo wgacri-
HOK B (eqexrporiB), icHy6 Ime OIMH pix PamioaKTHBHOrO posmanuy s
Hix9ac T0To AP0 BHRIIAE NO3MTPOHIL lambmi nocaign crsepauan
Pa/Il0aKTHBHL II€PEMIHIL, ROJIL AAPA BIKUAAIOTH HEBTPOHI a00 IPOTOHIL.

Y 1935-im pomi BurBopus Lawrence y Kanigoprii panio-
AKTHBHHUI cox y Olapmift KidbkocTi 06CTpiMOEAHEAM 3BHYAl-
HOTO coxy Ta I10T0 coJeii aeBTOHAMH (TAKKHM BOJHEM) BeJHKOI
ckopocrit. 1[boMy” mponecosi Bixnosinae piBmamEA:

2ot 2 2

) : 24 . : :
Pazioarrnprmit cox 7; Na* Buxiaos exextpom e i nepeMiHI6TbCA
B Mar'gesiii: ;

A
11 Na* — 19 Mg + e—.

Onmcana merola mpoBaguTh 10 BHTBOPIOBAHHEA PAali0AKTIBHOI Ky-
XOHHOI coJIr, 10 MOsKe IPHAATHCS IS JiKyBaJbHNX I[iTell.

IH?() 301IBIINTI BIJATAICTH SAPOBHX IepeMiH, 36y10BaHO iH-
¢daoeRnifigl MamgHN, 0 Aa0Tb 10 5 MiJMi0HIB BOJABLTIB Halpyru.
Boma Ha/1a6 IPOTOHAM 1 jieBrogaM ayske Beankoi ckopoctn (pme. 6).
T.arcom Ine IHAKIIe MOMHEA 3CIILITNTH CKOPOCTL YACTITHOK, a caMe
TiAZA09IL IX RIILRARPATHO AISHH0 eJeKTpIIHOro moas 100.000 Boab-
TiB. B Till minl mixaaoTte ix piBHOYACHO NiSHED eJeKTPHIHOrO
1 MarHeTHOTO TOJsI TaK, M0 BORI OMHCYOTH CIipaJbHi 10POTI 3 6ib-
IO KiIbKiCTIO 00iriB, a mixyac KOmHOTO 00iry Ai6 Ha HUX eJeKTpo-
craTiraHe moJe Haupyrm 100.000 BoawtiB. OcTaEELOI METOAN BKIBA-
ot Lawrence i Livingstone y Texmosoriumiv imcruryri B Hacazesi
y Raxidopmii.

(?epMi i foro cmiBpoGiraukd B Puwi Bskuan 10 nepemimn
NepBHIB HeBTPOHOBHX IPOMEHIB, eMITOBAHNX GepuieM MiJ BIJITBOM
IPOTOHIB pajoHy (eMaHanii), Ta oJep:kaiau moBepx 50 pajTioakTHBHIX
NepBHIB 3 Jy/Ke KOPOTKIM TacoM TPHBAHHA. IX J0CHiXmyBauIl wil-
caunpENM npmaagou Geiger-a i Miiller-a. Ii mocaigm y npumigensi
A0 ypaHy Z0BeJM 10 BUTBOPeHHS TpaHCypaHIiB, cefT0o NepBHIB
i3 BHIIIM UOPSAKOBUM TIICJOM, AK yPAH, ale Ayke KOPOTKO SKIIBYUIIX.

y AAPOBIX Peakniax 3aKkoH [P0 HEMPOMAlly eHeprilo 3anepskys
CB06 3HAYIHHA, AKIIO B3ATH i yBary s3MiHH MacH Iepen i 1o pe-

\

O i

“
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arnii. H. mp. postopomenss sapa i30TomiB JiTy mpm 10moM03i Ipo-
TOHIB i JeBTOHIB Big0yBaeTbcd 3TiAHO 3 PIBHAHHAMIL!

¥ 2
sl }Hv»fﬁHe+§He; 2) SLi+1D—*f‘§He+§He-

Macu X saep BHBHAYIIIN Jlyske JOKIATHO MACOBUM CIEKTPOIpa-
qom Eecrom i Bemopizm (Aston, Bainbridge). Pismnma mac JiB0I
i mpaBoi croposm piBEAEEA (1) BHHOCHTL B aTOMOBIIf mipi 0,0181,
m6 Bianosizae emeprii 17,1 MixiomIB exekTpoBOBOAbTIB. PiBHOXK
eHeprig BURNHEHNX YacTHHOR @ piBHaeTbes 17,1 MimioHIB eaexTpo-
HoBOJGTiB. L4 pearnii, so6pasenol ApyruM piBHAHHAM, BHEOCHTDH
KigeTnyga eHeprisd BU3BOJEHIX YACTHHOK « 225 MigioHIB BOJABTIB
3rilHO 3 emepriewn, mo Bianosizae 0G0CTOPOHHIl pisEII Mac.

Y Beix AIPOBHX pearilisX, II0 B HAX BH3BOJOETHCS EHEpPIid
B BHJII TSSRKNX YacTHHOK, 30epirae cBoe 3HAYIHHA 3aKOH TIPO 30e-
peskeHHs emeprii, iMuyabcy Ta axpoporo mapsay. Oamade B BUTAZ-
Rax, 110 B HHUX IOBCTATH Miggac IepeMiBm jgoxarHi ago Bin'eMHIL
eJIeKTPOMI, HACYBAOTHCA TeBHI TPy Ao, 1Ie T0C geBusicHeni. II[o0
i B niM Bumaaky sOeperTn sacaly Helpouamoi emeprii, samporno-
pysaiu [asai (Pauli) i Fermi BupoBax#eHHA HOBOI eJeMeHTapHOI
9aCTIi ATOMOBOI0 $Apa T. 3B. HEBTPiHO, M0 TmiAYac pajioakTHB-
HOTO PO31a/jly BUSBOJWETHCA 3 SApa, KPiM JaCTHHKH f.

Ipodecop Cockroft 3 Kemopizx pedepypas 1936. p. y Iliopixy
Ha KOHI'peci, mocBAYeniM AApUBiH (isnni, mpo cBoI ayike 10aiilanBo
mepeseeri aocaizr Hax 6insAcoM eHepril miaJac posnmany MTyIHHX
panioaktuBanx pedoBund. Komr minuac pa1ioakTHBHEOr0 npouecy a Bi-
JiTa6 Tedion 3aBskIN 3 0JHAKOBOI eHEPriei 3 aTroMy, IO po3naja-
€ThCd, — TO IMgYac SK TPHPOIHBLOr0, TAK TAaKOMK INTYIHOI'O PO3-
maly 8 eJeKTPOHN BILITAITH 3 ATOMY, 110 PO3NALAa6ThCs, 3 PI3HO0
ckopicTio. TakuM 4nHOM icHYS CyNiabHNI CHEKTp (AyroOBUHA) eJek-
TPOHOBHX CKOpocTelf, 10 B HLOMY Hax0AaThbCsl BCi eHeprii Bil aepa
10 mafiGiapmoi egeprii exexrpony E,. 3amiTHe Te, 110 aroMoBa Maca
panioarTnBHOI cyOcTaHNIl micsas posnaly AOKIANHO Taka 3aBeJNKa,
memave 6 KORHOI aroM CTpaTHB IIiadac posnanay 3 MakCHMAJbHY
emeprio E,. Orike AKIIO eJeKTPOH BHIITAE 3 aTOMy 3 MEHIIOKW CKO-
pictio, AKOU 1e BiMOBiZan0 MakcnMaabHill eHeprii, To 3 TOTO MOMKHA
BHCHYBATH, 10 aroM Billas dvacTHHY eHeprii Takom KyIam iHze
I axpas HocieM miel yactuHN eHepril 6 yacruni HeBTPiHO. ﬁopzxan,
Kpomir ra jenrl (isumkn BHABATHYJIM 3HAYIHEA IX IS OUTHRM. Ha
iX AyYMKY KBaBTH cBiTaa Ie a00 HeBTpiHI a00 CKJIANal0TbCI 3 JBOX
HeBTpiHIB: 107aTHOrO 1 BiA'6MHOTO.
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VIL

IIpn kiHOi HAmMOTO OIVIAAY TOAMTHCS Iue KidbKa CIiB TpHCBS-
THTH KOCMiYHHM mpomeHsaAM. Ilpo Hux Gyaa Bske MoBa BHIIe,
[eayBaBHa ix crBepauB BiMeupknit ¢pisuk V. E. Hess me B 1912-im
poui Ha Bucori 5,2 km, nizpime W. Kohlhirster y Bucori 9,3 km.
B 1932. p. mipmim A. Piccard i Cosyns ocoGmero ix Hatyry 10 Bu-
corn 18 km, a E. Peremep npu momomosi pescrpanifiEnx 6anboHIB
I cavounHEnx mnpmaanis 10 Bucorn 30 km. Iowism pokom 1920
i 1930 R. A. Millikan y niBmiumift Amepuni posBnEyB He3BHYANHY
eHeprin y mocaizax Haja KoeMiYEMMI TpoMeHsMH. B Tift mini BinGys
pan moxoposkett mo IliBmiumitt Ta IliBnennift Amepuui, 1106 y Bico-
KOIIOJIOKEHUX 03epaX NOCHLAMYBATH BIUNTAHEA KOCMiYHHX IIpoMe-
HiB Boxow. Tomarnchkutt nocainguk J. Clay mipus BaTyry kocmiu-
HHX TPOMEHIB B 9Yaci KiIbKOX moI0poskeli moMisk AwmcrepaamoM
i roxsaceruME mocinocTamMi Ha $IBi, a A. H. Compton 3 Yiraro
30praHIByBaB psAJ eKCHeINIil, 10, IIOCAYry09nes IpUIa aMIl 0J1HA-
KOBOI'0 THIY, BHKOHAJM IIOMIpH B KidbKaJecsTH TOYKAX 3eMCLKOI
Kyai B pikHAX reorpaiusnx mmpumax i pispux BHCcOTax.

drajami Ta immi mocHinHMEN mepeBoanam cBoi Aocaimm mepe-
BajRKHO IPH Jxo0moMo3i Komopnm Bixbcoma, yMmimenoi B MargerHiM
10JIi, Ta YHCMILIBHOTO mpuaaixy lafirepa. ITi mocaixm Brkasaam, mo
KOCMiTHI NpoMeHi CKIANA0TbCS i3 XBHJACTHX TIPOMEHIB BHCOKOI
NPOHUKJINBOCTH Ta 3 KOPIYCKYJAApHUX npomeris. [lepBicni mpomeni —
ue KopuyckyJspHi mpomeni. Ha ne Brasyorh mocaiam B erpatocgepi
Ta B pisEMX reorpapivEEX mupnHax. MarserHe moJe 3emiai Mae
BIUIMB HAa IX mepedir Toxai, koMM XBIIscTi npoMeHi He migaarain 6
npomy AigEHL. Ti RopnyckyJasapHi mpoMeHi ckaanaoTLes 3 IPOTORIB,
€JIeKTPOHIB 1 MO3NTPOHIB He3BHYANHOI CKOPOCTH, OTsKe TAKO: HE3BII-
Jafigoi emeprii. Hattmpommkausimi 3-momisk mHuX sicskeni MalyTh
3 eJeKTPOHIB, II0 iX CKOpicTh Mail:ke /J0PiBHIO6 CKOpOCTi CBiTIa,
a eHepria piBaa 10! eJeKTPOHOBOJLTIB.

Ileppicai kocmiumi mpoMeni BUTBOPOIOTH y 3eMchEill aTsocgepi
BTODHHHI [IPOMeHI XBHJACTOI NPHPOJI, II0 MAWTH KOPOTIIY JNOBIOTY
XBwIi, Ak HalitBepami mpomeni Pemtrema. Bropummi mpomeni Bu-
TBOPIITH TPETHHHI KOPUYCKYJISAPHI NPOMeHI TakuM YMHOM, 110 (o-
TOHN IX, Mao4n Jyske Garato eHeprii, npn syaapemmEi 3 MaTepisn
PO3NANAITLCA Ha eJeKTPOHOBI OJM3HATA: IIO3HTPOHIL If €JIEKTPOHIL.
Tyr Maemo mpomec Martepigaizanii (poTOHIB, 110 NEPEMIHIOIOTHCT
B MaTepisuIbHI JACTHHKH, a caMe Ha eJeKTPoH i mosutpoH. Portorpa-
(piumi sEnMEy, wo ix 3poGuan Blackett, Amaepcorm i Neddermeyer
y Binnzomosiit koMopi, BKasyoTbh BUPA3HO BiIAXIIIEHHS YACTHHOR
Y MareeTHIM IOJi B IpoTHJekHIX Hampsamax. PiBHomk o006cepBoBaEO.
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Hiji B'sA8xH kKocMiuEMX mpoMeHiB. IlooaMHOKI mpoMeHi B'A3KH BHXO-
J4Th BUPA3HO 3 OJIHI6I TOYKH, OTske HANEBHO _TIoBCTanTh Yepes a0-
€copOIil0 0JHOr0 KOCMIYHOI0 NPOMEHA B MaTepil.

Mpouec Matepismizamii emeprii nepegﬁath 6yB AftEmMTANH 1€
nepex 25 aitTaMu y Teopil peldATHBHOCTH 1, .cnnpammm» Ha IOIJIAM,
[0 eHepris piBHOBasHA Matepii, yIOKHUB PIBHAHES ! E=mec® Bomro
HAJA6ThCs TAKOK ft 10 TOTO, 100 MOACHUTH BiABOPOTHHI mnpouec,
a caMe, SIK IIOBCTAOTh KOCMiUHI IpoMeHi UYepe3 BHMIIEHBHS MaTepil -
B rau6nEax BcecBita. Ili BHCHOBKH i JaJbIIi JOCHIAH II03BOJATDH
MabyThb BiRe He6apoM 30arHyTH IpolecH, 110 BiAGyBawThed B Ja-
JEeKHX CBiTax.
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1JIbCOHA.

i Komopi B

XiB mpoMeHiB « B

Pme. 1. Cxigm uris

Nb
| Rh

Pac. 2. Jlinii pany K Pent-
TeHOBHX MIYTOBHH JIeSKOX
NepBHIB

ITepioguana cucremMa xXeMITHEX no.wwmmw.
Mepiona I 1L II. 1v. V. VI VIL VIIL 0.
p rpomaua TrpomMajia rpomMajyia rpomana rpomMana rpomMama rpomMaja rpomaja rpoMana
[ 1H 2 He
1,008 4,00
1 3 Li V 4 Be b B 6 C "N 8 0 9F 10 Ne
6,94 | 9,02 10,82 12,000 14,008 16,000 19,00 20,18
1 11 Na 12 Mg 13 Al 14 Si 1 P 16 S 17 Cl 18 Ar
23,00 | 24,3 26,97 28,76 31,04 32,06 35,46 39,94
19 K | 20 Ca 21 Se 22 Ti 23 V 24 Cr 25 Mn 26Fe 27Co 28 Ni
39,10 | 40,07 45,10 47,90 51,0 52,01 54,93 55,84 58,94 58,69
v =
29 Cu | . 30 Zn 31 Ga 32 Ge 33 As 34 Se 35 Br 36 Kr
63,57 65,38 69,72 72,60 74,93 79,2 79,92 82,9
37 Rb 39 Y 40 Zr 41 42 Mo 43 Ma 44Ru 45 Rh 46 Pd
85,45 88,93 91,92 93,5 96,0 (98) 1017 102,9 1067
\
47 Ag 48 Cd 49 In 50 Sn 51 Sb 52 Te 53 J M X
107,88 112,4 114,8 118,7 121,8 127,5 126,93 130,2
55 Cs 56 Ba DEEL AR 73 Ta W 7 Re 76 Os 77 Ir 78 Pt
132,8 137,4 i el B D 181,4 184,0 186,3 190,9 193,1 195,2
VI =
79 Au 80 Hg 81 Til 82 Pb 83 Bi 84 Po 85 S86Rd(Em)
197,2 200,6 2044 207,2 209,0 (210) ST 222
ViI 87— 88 Ra 89 Ac 90 Th 91 Pa 92U
; 2260 (227). 232,1 (231) 238,1
S O Wl 2 Bl @M e b ] M~'e rEa o (»7—1)
57 La | 58 Ce | 59 Pr'| 60Nd [ 6111 |62 Sm |63 Eu |64 Gd |65 Th | 66 Dy | 67 Ho | 68 Er | 69 Tu | 70 Yb | 71 Cp
138,9 | 140,1 | 140,9 | 144,3 —_ 1504 | 152,0 | 167,3 | 159,2 | 162,56 | 163,56 | 167,6 | 1694 | 1735 | 175,0
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Pmc. 3. Jlimil pany L PenrremoBmx ny-
TOBHH [eJKHX IEPBHIB,

Pnc. 4. Cnigm napm eJeKTpoOHIB, mOmaTHOrO

T4 Bi’6MHOr0, BETBOPEHAX (OTOHOM IpO-

MeHiB y B KoMOpi BliubcoHa, ymimesiit
Y-MarHeTHiM IIOJi.

T N N R e O [ T




i

T ey

Pme. 5. BinbcoHOBI B'a3kn ILIIXiB
YaCTHHOK, IO BHCTYNAITh IIif
BIIIABOM KOCMIiYHHX IIPOMEHIB,

Pme. 6. EnerTpocrarmyHa MallmHa
Brcokoi Hanpyr: Cockcroft-a i Wal-
ton-a.
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B. JEBHIBKUN (JTssie).

EBonbBeHTa LMCOIIM.”

Koxit maevo pisEaEHA umucoian
(&% + ) =2ry", 1).
tomi mafileMo i1 eBOAbBeHTY, Kol BuediMyevo § Ta # 3 piBHaH-
Hg 1) i pirHaHL:

: I wriys
fog YUY, 1Y 2).
Y Yy
Hannmim pisrange 1) y suai:
53
2 =
K or -§’
To1i pisHNYKOBe DiBHAHHE €BOJbBERTH JicTame opMy.
[a: y'a +y‘2)]
272
v+ “y'.?’ I'- 3.

P [w y'a+ y'z)]
lo6u ue piBEamEa 3’iETerpyBaTH, normanm.
y=a+Vb*—(x—c) 4),
ne a b ¢ & akich cTadi.
Toni micramemo:
. X (z—¢) “ bt
y'=:l: — ¥ = 4 <
Vo =G~ o [6+—@—or]t

.

f=x—-(x—c)=c, 7=a.

*) mop. poseimkm aBTopa: 1) o Teopii eBoAxbBeHTH (36ipEEK
MaTeMar. IpEponH. dikapck. ceknii . XXI). 2) KprBeHEAa eBoNbBeHTH (ibid.
1. XXIIL—XXIV). 3) La spirale logarithmique et sa dévelop-
pante (ibid, . XXVII). 4) TpakTprEca AKX €eBOAbBEHTA JAHLOBOI
nimii (3anmckm Kniscbk. Igcrmr. Hapoms. Oceirm 1928). 5) La astroide
Yy su envolvente (Revista de Ciencias, Lima 1931).
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Pisrange 1) ae B BEOY LBOTO:
c(e? + a?) = 2ra?,
e =a¥(2r—c)

8

a2=27_-c_\c, agivg;.l/_c:c. 5).
Toni micramemo 3 4): ~

y=17%%;ivﬁzﬁzﬁ
a6o: B

R P
a 3 UBOTO BKIHI caixye: |

(o —c)? +,(yi,?.g—7%)g =0 6).
Orsxe:

EBoapBeHTH nycoiay TBOPATH NMOABiNtHYy rpomMany kixm
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