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I. Wirkliche Mitglieder der Sektion.

(Klammerzahl = Datum der Ernennung).

A) Mitglieder der ukrainischer Nation.

Baley Stephan, phil. u. med. Dr. (8/3 1917), Warschau.
Cajkovskyj Nikolaus, phil. Dr. (17/10 1913), Odessa.
Cehelskyj Roman, phil. Dr. (18/3 1914), Lemberg.
Cerniachivskyj Alexander, med. Dr. (1/6 1899), Kyjiv.

. Fescenko-Tschopivskyj Joh.,r. tech. Dr.(6/41926), Krakau.

Hamorak Nestor, phil. Dr. (16/51923). Kamjanetz-Podolskyj.
Herasymenko Polikarp, phil. Dr. (30/6 1928), Prag.

. Hirnjak Julian, r. techn. Dr. (15/1 1908), Lemberg.

Horbacevskyj Johann, med. Dr. (1/6 1899), Prag.

. Janata Alexander, Prof. (16/5 1923), Kyjiv.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
29,
26.
217,
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
39.
36.

Kos Michael, med. Dr. (183 1914), Peremysl.
Kravcuk (Krawtchouk) Michael, phil. Dr. (14/5 1925), Kyjiv.
Krokos Vladimir, Prof. (13/4 1929), Kyjiv.

Kryloff Nikolaus, phil. Dr, (24/3 1927), Kyjiv.
Kurenskyj (Kourensky) Max, Prof. (13/4 1929), Kyjiv.
Kucer Vladimir, phil. Dr. (18/5 1919), Lemberg.
Levyckyj (Lewicky) Vladimir, phil. Dr. (1/6 1899), Lemberg.
Yukasevy¢ Kumen, med. Dr. (13[4 1929), Warschau.
Masurenko Basil, Prof. (156 1929), Charkiv.
Melnyk Nikolaus, Prof. (17/12 1920), Lemberg.
Muzyka Max. med. Dr. (13/4 1929), Lemberg.
Pavloff Michael, phil. Dr. (13/4¢ 1929), Charkiv.
Pancysyn Marian, med. Dr. (17/12 1920), Lemberg.
Polanskyj Georg, Prof. (24/3 1927), Lemberg.
Rakovskyj (Rakowsky) Johann, phil. Dr. (8/41903), Lemberg.
Risnycenko Vladimir, Prof. (13/4 1929), Kyjiv.
Rozanskyj] Demetrius, Protf. (13/4 1929), Charkiv.
Rudenko Serhij, (18/3 1914), Leningrad.
Rudnyékyj Stefan, phil. Dr. (25/3 1901), Charkiv.
Sadovskyj Nikefor, Prof. (6/5 1922), Tarnopol.
Stasjuk Basil, phil. Dr. (5/3 1920), Berezany.
Tutkovskyj Paul. Prof. (16/5 1923), Kyjiv.
Tymosenko Stefan, (16/51923), Verein. Staaten, Nordamerika.
Tysovskyj Alexander, phil. Dr. (24/3 1927), Lemberg.
Velycko Gregor, phil. Dr. (1/6 1899), Charkiv.
Vernadskyj Vladymir, phil. Dr. (29/12 1923), Paris.
Zaryckyj Miron, Prof. (24/3 1927), Lemberg.




B) Mitglieder fremder Nationen. -

1. Anthony Raoul, docteur es sciences (18/3 1914), Paris.
2. Bontscheff Georg, phil. Dr. (18/10 1924), Sofia.
3. Boscovitch Stefan, Gen. (22/10 1928), Beograd.
4. Chodounsky Karl, med. Dr. (18/3 1914), Prag.
5. Dzordzevyc Zivojun, phil. Dr. (18/10 1924), Beograd.
6. Einstein Albrecht, phil. Dr. (17/3 1929), Berlin.
(. Grave Demetrius, Prof. (16/5 1923), Kyjiv.
8. Hilbert David, phil. Dr. (29/12.1923), thtingen.
J. Isirkoff Todoroff Anastas, phil. Dr. (18/10 1924), Sofia.
10. Joffe A. F. (28/4 1929), Leningrad.
11. Kral Johann, phil. Dr. (15/6 1929), Prag.
12. Kra.mberger-Gorja,novié Dragutin, phil. Dr. (18/10 1924),

. Manouvrier Leéonce, docteur essciences (18/3 1914), Paris.
14. Matiegka Jindrich, phll Dr. (17/12 1920), Prag.

15. Milojevye Boryvoj, phil. Dr. (26/5 1925), Beograd.
16. Penck Albrecht, phil. Dr. (7/9 1918), Berlin.

17. Petkoff Stefan, phil. Dr. (18/10 1924), Sofia.

13. Petrovich Michael, phil. Dr. (18/10 1924), Beograd.
19. Planck Max, phil. Dr. (29/12 1923), Berlin. _

20. Pregl Fritz, phil. Dr. (29/12 1923), Graz.

21. Purkyné Cyrill, phil. Dr. (22/10 1928), Prag.

22. Svambera Venzel, phil. Dr. (22/10 1928), Prag.

23. Varicak Vladimir, phil. Dr. (18/10 1924), Zahreb.
24. Vatieff Stefan, phil. Dr. (18/10 1924), Sofia.

C) Gestorben.

1. Dr. Bechtereft Vladimir, Leningrad. 2. Dr. Cvijié Johann, Beo-
orad. 3. Dr. Dakura Josef, Wien. 4. Dr. Dron¢iloff Krum., Sofia. 5. Dr.

Klein Felix, Gottingen. 6. Kosonogoft Vladimir, Kyjiv. 7. Dr. Liomnicki
Marian, Lemberg. 8. Dr. Niedzviec¢kyj Julian, Lemberg. 9. Ohonovsky;j
Peter, Lemberg. 10. Dr. Ozarkevy¢ Euhen, Lemberg. 11. Dr. Puluj Jo-
hann, Prag. 12. Dr. Selskyj Felix, Lemberg. 13. Suchewyé Vladimir,
Lemberg. 14. Verchratskyj Johann, Lemberg. 15. Dr. Voloséak Ostap,
Lemberg. 16. Dr. Zaloze¢ky] Roman, Lemberg.

Leitung der Sektion.

Direktor: Dr. Vladimir Levy¢kyj, Hauptredakteur der Pub-
likationen der Sektion.

Stellvertreter: Dr. Johann Rakovsky].

Sekretar: Georg Polanskyj. Leiter des naturwiss. Museums.

Obmann der physiographischen Kommission: Prof. Nikolaus
Melnyk, Redakteur der Sammelschriit der Kommission.

Obmann der artzlichen Kommission: Dr. Marian Pancéysyn.

Obmann der technisch.-wissensch. Kommission: Dr. Michael

Pavioll,
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11.
Sitzungen der mathematisch - naturwissenschaftlich-

arztlichen Sektion.

BEIY - Ditznng am 31. Janner 1929,
Vorsitzender Hr. Levyc¢ky).

; 1. Die Herren C. Purkyné (Prag), V. Svambera (Prag)
- und St. Boskovitech (Beograd) bedanken sich fiir ihre Wahl
~ zu wirklichen Mitgliedern den Sektion.
9. Der Vorsitzende gibt eine kurze Ubersicht iiber die Titig-
~ keit der Sektion im J. 1928, |
‘ 3. Hr. Melnyk berichtet iiber zwei Arbeiten des Hrn. Z ar-
- $kyj: a) ,iiber Cobitinae unserer Fliisse; b) die Anderungen des
~ histologischen Baues der Haut des Beitzkers und der Schleie unter
- dem EinfluB der Schilddriise eines Sidugetieres“. Die erste Arbeit
wurde zur Publikation der physiographischen Kommission iiber-
geben, die zweite wurde abgewiesen, da dieselbe schon friiher in
- der franzosischen Sprache publiziert wurde.

4, Derselbe legt die Arbeit des Hrn. Prof. Pidhajecky]
(Kyjiv) unter dem Titel: ,Bemerkungen zur Kinrichtung der Arbeit-
untersuchungen in der Landwirtschatt“ vor. Die Arbeit wurde den Hrn.
Dr. Cehelsky) und Dr. Muzyka zum Korreferat iibergeben.

9. Hr. Pavloil legt den ersten Teil seiner Arbeit: ,Die
- Grundlagen der Technik des Vacuums“ u. T. Physikalische Metho-
den der Erzeugung hohes Vacuums (conf. CXXXVIIL. Sitzung,
- Punkt 4.) vor. Die Arbeit erscheint spiter als ein Band der Sam-

melschrift der Sektion. -

6. Hr. Polanskyj legt seine Abhandlung u. T. ,Die Loess-
terrassen Podoliens am Dnisterfluf® vor. Die Arbeit erscheint dem-
nichst in der Sammelschrift der Sektion.

7. Hr. Levyckyj legt die Arbeit des Hrn. Kravéuk u
1. ,Sur la methode de Laguerre pour la résolution approchée des
équations® vor. Diese Abhandlung erscheint im Bd. XXVIII. der
Sammelschrift.

8. Hrn. Prof. Fesdenko-Copivéky]j iibergibt seine Ab-
handlung u. T. ,Uber einige physikalischen Eigenschaften des re-
krystallisierten weichen Kisens und iiber strukturelle Besonder-
heiten des rekrystallisierten Baues“. Diese Arbeit erscheint auch in
der Sammelschrift der Sektion.

9. Derselbe legt die Arbeit des Hrn. A. Topadevskyj u. T.
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Uber die Hydratation des Acetylens“ fiir die Sammelschrift der
Sektion vor.

10. Es wurde beschlossen, den laufenden Band der Sammelschrift
dem Hrn. Prof. Dr. Horbacevskyj (Prag) aus AnlaB seines 75-
Geburtstages zu widmen. Hr. Ing. Kandiak wurde beauftragt
eine Monographie iiber die Bedeutung dieses groBien Chemikers fiir

die Sammelschrift zu bearbeiten.
11. Die Sektion beschliesst die oberste Aufsicht iiber das na-

turwissenschaftliche Museum der Gesellschaft selbst zu tibernehmem.
12. Dieselbe beschliesst die Journale ,,Zeitschriit fiir Rassens-
physiologie* und ,Die Kiszeit® zu abonnieren.

BERICHTE.

Sur la methode de Laguerre pour la résolution
approchée des équations.

(par M. Krawtchouk)
Soit
f @) = (2—a,) (—a,) ... (T—a,) =

une équation aux racines réelles. Alors, sous la condition

WETE)

% 0 :
)
le nombre z,,, déterminé par l'égalité
R CHRRAS Do L n— 1 7_7_"(51;_)__‘5
1 —_ r
) Lr—r4 r f(xr) ; |/ ( X, —Q; n1(x) )
O el N

converge vers un de nombres «;.
La rapidité de la convergence n’est pas moindre que celle du pro-
cédé de Newton et peut étre augmentée si I'on prend au lieu de (1) la

formule plus générale
2]

]. 1 f’fsvr) _(n___]) 21—-1
1 Pl T Lt

T 1 Ty
(xr—ai n f(xr) |

En augmentant indéfiniment l'exposant 21 on réduit le procédé
a la méthode de Graeffe qui est applicable sans restriction a toutes les

équations algébriques.
Lia tormule simplifiée

1 1
(xr+1 R xr)m B E (a:r ¥ i ai) -

est aussi applicable aux certaines équations transcendantes.



Uber die Hydratation des Acetylens
(von A. Topacevsky)).

Die Reaktion der Hydratation des Acetylens, die technisch im
grossen Masstabe, z. B. bei der syntetischen Fabrikation der Hssigsiure
verwertet wird, ist in der Literatur sehr wenig untersucht und beschrieben.

Der Verfasser hat eine spezielle Methode zur Durchfiihrung dieser
Reaktion, wie auch eine Methode zur Analysierung des erhaltenen Pro-
duktes erfunden. Als Endresultat seiner Arbeit ergibt sich:

1. Eine dreimal grossere Aciditation der katalytischen Losung er-
gibt eine beinahe zweimal griossere Dauerhaftigkeit derselben, ohne die
Qualitit des Produktes der Hydratation zu beinflussen.

2. Mit der vermehrten Konzentration des Quecksilbersalzes wichst
die absolute Quantitit des erhaltenen Acetaldehydes.

3. Dabei vermindert sich die relatiwe Wirkung des Katalysators
mit der Vergrosserung der Konzentration, wenn auch langsam: eine 25
orossere Konzentration des ‘Quecksilbersalzes verursacht eine zweimal
schwichere Wirkung des Katalysators.

4. Die Verunreinigungen des Rohacetylens vermindern die kataly-

: tische Wirkung des Quecksilbers um !/, im Vergleiche mit der Wirkung

bei dem reinen Acetylen.

* 0. Eine Entfernung des Acetaldehydes vom Reaktionsraume mit
der Geschwindigkeit 2 m/s der Dampfe vergrossert die Dauerhaftigkeit
des Katalysators um 3,3 im Vergleiche mit der Arbeitsweise, die in der

- Literatur angefiihrt wurde, wenn man den Acetaldehyd vom Reaktions-

raume entweder gar nicht, oder erst nach der Erschopfung der kata-
lytischen Wirkung des gebrauchten Quecksilbers entfernt hat.

CLV. Sitzung am 19, Februar 1929,
Vorsizender Hr. Levyc¢ky].

1. Das Erscheinen der Sitzungsberichte Heift X wurde zur
Kenntnis genommen.
2. Hr. Prof. A. Semencoif (Kyjiv) libersendet seine Abhand-
lung u. T. ,Zur ukrainischen chemischen Terminologie“. Auf Grund
des Referates des Hrn. Cehel$kyj wurde beschlossen diese Ar-

beit mit den entsprechenden Bemerkungen und Beschliissen der
Sektion im Bd. XXVIII der Sammelschrift zu versffentlichen.

CLVI. Sitzung am 17. Marz 1929.

Vorsitzender Hr. Levy cky].

1. Es wurde beschlossen die Arbeit des Hrn. Pidhaje¢ky]
(conf. CL1V. Sitzung, Punkt 4), in der Sammelschrift der physio-
graphischen Kommission zu versffentlichen.

2. Die Abhandlung des Hrn. A. Musianowycz u. T. ,Uber
eine mogliche Erklirung der Gravitationsformel® wurde dem Hrn.
Dr. Kuéer zum Gutachten iibergeben.



3. Hr. Dr. Cehelsky] liest seine Bemerkungen zur ukrai-
nischen chemischen Terminologie des Proi. Semencoif (vgl. vorige
Sitzung). Hr. Dr. Kandiak wurde beaufragt ein Korreferat iiber
diesen Stoff fiir die nachste Sitzung vorzubereiten.

4. Hr. Dr. Einstein wurde zum wirklichen Mitglied der
Sektion gewihlt; gleichzeitig wurde einhellig beschlossen, ihm aus
Anlass seines Jubiliums ein Huldigungsschreiben zu iibersenden.

CLVIL. Sitzung am 13. April 1929.
Vorsitzender Hr, Levy¢éky].

1. Es wurde ein Schreiben des Hrn. A. Einstein mit Dank-
worten fiir seine Ernennung zum wirklichen Mitglied vorgelesen.

2. Die im Punkt 2 der vorigen Sitzung vorgelegte Arbeit des
Hrn. Musianowycz wurde als nicht geeignet gefunden.

3. Hr. Dr. Muzyka berichtet iiber seine Untersuchungen u.
T. ,Quantitative Untersuchungen iiber den Verlauf der Agglutina-
tion der Hamolyse und der Komplementbildungen“. Die Arbeit
erscheint spiter.

4. Hr. Polan$kyj berichtet, dass seine Abhandlung ,Uber
die Lossschichten im Lichte der Untersuchungen des Hrn. I. Sa-
wicki“ im Bd. X der ,Wiadomosei archeologiczne® in der polni-
schen Sprache erschienen ist.

5. Das Korreferat des Hrn. Kandiak (vergl. Punkt 3 der
vorigen Sitzung) wurde vorgelesen und erscheint demnéichst zu-
sammen mit der Arbeit des Hrn. Prof. Semencoff und dem Re-
ferat des Hrn. Cehelskyj] in der Sammelschriit der Sektion.

6. Auf Grund des Berichtes des Hrn. Dr. Pavloif wurde be-
schlossen, bel der Sektion eine wissenschaftiich-technische Kom-
mission zu bilden. Zur Organisation derselben wurde seitens der
Sektion Hr. Dr. Pavloif designiert.

7. Zu wirklichen Mitgliedern der Sektion wurden einhellig die
Herren: Dr. Pavlotff Michael (Lemberg), Dr. Muzy ka Max (Lem-
berg), Dr. Lukasevy¢é Eumen (Warschau), Prof. Kurenskyj
Max (Kyjiv), Prot. RoZzanskyj Demetrius (Charkiv), Prof. Rizn y-
¢enko Vladimir (Kyjiv), Prof. Krokos Vladimir (Kyjiv) gewéhlt.

CLVIII. Sitzung am 28. April 1929.

Vorsitzender Hr. Levyéky].

1. Im Anschluss an den Punkt 7. der vorigen Sitzung wurde
Prof. A. F. Joffe (Leningrad) zum wirklichen Mitglied der Sektion

gewihlt.
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2. Es wurde zur Kenntnis genommen, dass die technisch-wissen-
schaftliche Kommission zu ihrem Obmann den Hrn. Dr. Pavloif,
zum Obmannstellvertreter den Hrn. Ing. Kandiak, zu den Sekre-
tiren die Hrn. Ing. Pasternak u. Romanenko gewihlt hat.

3. Es wurde beschlossen bei der Sektion eine Sammelschrift
der obigen Kommission nicht periodisch herauszugeben.

CLIX. Sitzung am 18. Mai 1929,
Vorsitzender Hr. Levy éky .

1. Hr. Kravéuk (Kyjiv) legt seine Arbeit u. 1. ,Sur la réso-
lution approchée des équations linéaires intégrales et difiérentielles
(sieh unten) vor.

2. Hr. Kurenskyj (Kyjiv) legt seine Arbeit u. T. ,Die Metho-
den der Integration der Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1.
u. 2. Ordnung mit mehreren abhingigen und unabhingigen
Variablen“ vor.

Die Arbeit erscheint im Bd. XXVIIl der Sammelschrift der
Sektion, unten erscheint vorliufig ein Résumé derselben.

3. s wurde iiber die Anteilnahme der Sektion an dem im
September 1. J. stattzufindenden Kongress slavischer Mathematiker
in Warschau diskutiert, ohne einen Beschluss zu fassen.

BKR1ICHTL

Sur la résolution des systémes des équations
integrales linéaires.

(Par M. Krawtchouk)

Soit y(z) la solution unique de 1’équation

L[y] = y($)+S: K (z, §) y (5§ dé‘=f(a:).

Dans une de mes notes antérieures (voir Comptes rendus de I'Ac. des

Sc. de Paris, t. 188, p. 978) il est demontré le théoréme suivant:
I. 51 le systéme des fonctions

(p()(x)y ¢1($), (Pz(x) Sath e
est complet, alors la somme
Yn () = @y @y () + @, @, (X)) + ... + Cu Qu (T)
définie par les équations

1 1
S il gdr = SO fo.dr (=01, 2 )

0
verifie I'égalité:
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SO ydr = lim So Yn A B3t

m=— Q0
si de plus la dérivée yi+d (0 77 0) existe, on a aussi
Yy = lim yq

m=—00

Par la méme voie on peut etablu des résultats plus ogénéraux.
Soit par exemple

<1 (:l}, ?/)’ <9 (SU, y)’ v ouy “k (CU, y)

la solution unique du systeme des équations

k
Li[21,23,. .0, 2c) = 25(2,y) +SSEK(33: Yy, §, M)z, ds dyg =

[3); 4=9
s e (T4 () = 1,72 i

dans le domaine S, et soit

P , v), ¢ (%, Y), ¥ (%, Y),.

un systeme complet des fonctions dans le méme domame Alors on a le
théoréme suivant:

2. 51 les dérivées des fonctions z;(Z,y) sont con-
tinues, alors les sommes

Zim (T, Y) = @ @ (T, Y) + a, ¢ (2, Y) + ...+ On Pu (T, Y)

définies par les équations

\} L ims2em s 2l pdzdy= || figidady

& (3)
(.7' " ]? 2,---,]6; i_"—-_ 0, 1,...,77?)

vérifient les égalites:

(UM Zi =345 (1. = - 1;; & g ¥
m=—00
A titre d’application prenons l’e’quation
0%z 022 ' 6 |
+ — 4 @y)———B(2Y ,Y) 2 = 1(2,Y)-

0x? 0Y* y

Soit z sa solution unique dans le domaine s satifaisant aux certaines
conditions frontierés homogénes. En introduisant les notations

0z g ? 0z
0T LoDy

U =

on obtient :

W 2 (2 9) — ([ ® [ w it + BEDY G+ O 2 @] dEd
(3)

— |\ ®sf¢, naga

(8)




k 02k ¥ k Zk1 %k s, g Zky Zko ... 2Kk
*;."'p o P1 2 =D (" : 2);”-P m= .D(‘__"“‘_l 2 m)
ol i e o

s
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2) u(z,y)—|| 2> [A (§m) w(§,n)+B (5,m) v (§,m)+ C(§,m)z (§,m)] dsdn
(S)
2 SS) e [ G did
@0 @,y — |22 (4 EnuEm+BEDED + CEn=Enldsdy
(3)

SS 085 f (s,m)asdny

(S)
ou @s ne differe de la fonction de Green de 1'équation
' 0% z 0% z
a1 T 0y *

que par un facteur constant.

S1 I'on applique maintenant au systéme (1), (2), (3) le theoreme
2., on obtiendra une méthode convergente d’ intégration des équations
linéaires aux dérivées partielles du type elliptique.

Diverses autres applications et quelques généralisations s’ imposent
1immédiatement.

= 0

Die Grundformen zur Infegra,tion der Gleichungen mit

- partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mit mehreren

abhingigen und unabhigingen Variablen.
(von M. K. Kurenskyj (Kurensky)).

I.Diein Jacobischen Determinanten lineare Gleichun-
gen haben folgende Gestalt:

ek K k -
M+2iMkRk+ ]11]2M]1112P £ +2 kkmkakk m_— ()

B — 2 ... m; k; Kk, k... lcm =B L,
il :':i21'-'; kl :I:k2:-")

fiir n > m, und
k1 ke £, a1
k pk e o ek N W R e
b3t 3 B R
B . b, Te, .ty = ], LSRR YO CORY B AR e . SR B,
RN R e i)
fiir woalime -, wobel

5 MR | i D . Il)
- - - . - - * B L] Y L a E iii .'. l

xil xig Zn
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o (Zkl.zm) _ 0 (& Zko) E
Li1, i 0 ($i1,$i2)

Ein spezieller Fall der Gleichungen (1), (2) i1st die im Bezug aut
die Ableitungen lineare Gleichung:

LA ¥ (3)
MA X Mo

Die Hamburger'schen Bedingungen in der Anzahl

Cm+ —mmn—1, haben fiir die Gleichung (1) die Form:
M= (4)
| k1 k1 k1 |
k1 k1 M s S M
k1 k2 Mil Mi? k1 k2 k3 2 | ]1:12 1k22 fz
M o M = k 2 k M ;a5 M = M lum M
‘ M2 e k3 k3 k3 |
| M oodns M
MMM (5)
Mkl k2...kmﬂ[m-——1= ﬂ[f21}[:2M:12
R | A S
MM R

Sind alle algebraischen Bedingungen (4) (5) ertiillt, dann 1st das
allgemeine Hamburger'sche Integral der Gleichung (1)

P AW W 55 Wy =0 (6)

wobel @ eine beliebige Funktion, und %,, %,,... #%. Funktionen von
Ziyeeo Tmy 25,... 2n, partikulire Integrale des Systems:
ou gy % DU ‘' ou

+ J|/12 ax;'"' + “os +Mm 62},11

M

02, , 074

bedeuten.

Fir der Gleichung (3) haben wir (m — 7)(n— 1) algebraische

Hamburger’sche Bedingungen:

il i 8)
i

Um ein System von 7 linearen Gleichungen (3) zu integrieren

k 1‘ 02
M =M. 1111 T

I

==l 2 A
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muss man mit Hinsicht darauf, dass
k

AM)=24,M + ... + SN ) e M S LM

1 I

(ZM’) (le) (zM)
B = 2y
(,zM’) (AM”) (2m' |
| 1 1 1

bedeuten, die charakteristische Gleichung n-ten Grades fiir # :

ﬂnlz g M1

n

Jl[z i lujlllﬁ'

T gy

Ma & lf"l‘llﬂ-“Mz S M1

1 1l Il

|

autlisen, wobei jeder Wurzel u, die Gleichung:

k k
B+ ¥ @EM)ZE — ok =12,...m);

fiir welche das Integral die Form (6) besitzt, entspricht?).

Fiir ein System von 7 linearen Gleichungen (3) miissen (m—2) (n—1)

algebraische Bedingungen erfiihllt werden.
Wird die Bedingung (4) nicht ertiillt und kommt da-

bei eine der Bedingungen

M. =0

dann dnderen sich fiir die Gleichung (1) entsprechend die Bedingungen
(9) und das System (7) bekommt die Form:

k 02 k1 0U ¥1 =0 , 0U g0 -0 k10U
iazl ¥4 ﬂ/Iil 6x1+"'+M ii—1 0% i—1 i 02k + Mii+1(956.+1 s Min 0%
y O0U kk—1 OU kk—1 0U 10U e 15 O
9, i 0:61 —+ ...+ Mu__1 6:2:i._1+ Mi v + M 41 0% 1ar e T
kk—1 -0U
M im 3 0 7
x OU x OU k. 2~ 0 ou K ou x 0
. i i8S LA T AVSE ! k- e
B M e o Miviz 0 Mg,
..k 0U N kk+1?_7£ k41 8_“ : | k41 ou kk 4 0
‘o 02kq1 i 02‘1+"'+Mﬁ--1 0 T M, 03k+ M, 0T ) 41 et
kk+1 O0U
Mim 0
1020 M i1 0, +'"+Mii—16x1_1 M, aZk+Mﬁ+l 0% i 41 et M 0T

1) Hamburger. — Crelle Journ.,, Bd. 100, 1886, pp. 390—404-
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Fiir eine lineare Gleichung (3) bleiben die Bedingungen der Pro-
portionalitit (8) so wie auch das System (7) ohne Anderung?).

Das System von un+» Gleichungen, vober 7 <p<m—1;

0 <v» <mn —I1, miissen noch die Bedingungen, die wir im néchsten Ab-
schnitt anfuhren erfiillen.

Fiir ein System von mn Gleichungen 1. Ordnung, das in Bezug
aut alle Ableitungen gelost ist, von der Gestalt

0z :
6; == fik (271 yeorllmy, &4 Bay - (’L = 1,...79’&,' kb = 1,...7?,)
bekommen wir die Bedingungen der Integrirbarkeit aus der Identitit
322k 622k

PR T T et U,

Mittelst der Mayer'schen Substitution der Variablen:
T, =iy Y BT, Y Y (I = 2, 3 e

kann man ein System von gewihnlichen Differentialgleichungen von der
Gestalt

dz,
Y,

1ntegrieren ?).

dz,
dy

== Y57 es o« « Yy Bty o Bg Fovk nn JO (Ysy Yngsos P A0 e n)

Im Hamburger’schen allgemeinen Integral ¢, (u’l, u;, Ty u;n) = (;

@, (w,,u,,...u.) = O; ... fir ein System der Gleichungen von der

Form (1), (2), (3), muss ein jedes Paar der beliebigen Functionen g
wenigstens In einem ihrer Argumente #% verschieden sein.

Fiir ein System von un+» Gleichungen, linearen oder nichtlinearen,
hat das vollstindige Integral die Form:

VA — @k [231,... Tm, Cl, .02,... Cn (m_1“+1)-v] (/6 = 1,...7’&)

wobei (), C,,.. beliebige Konstanten bedeuten.

Das allgemeine Integral eines Systemes von un+4» Glel-
chungen bestimmt man mittelst des Theoremes von C. Bourlet — E. von

Weber, auf Grund welches dasselbe 72—» beliebige Funktionen von

m—u Argumenten sovie » beliebige Functionen von m—w»—1 Argu-
menten haben muss 3).

Die Variation der beliebigen Konstanten fiir der Uber-

) M. Kypencrgnit. 3anuckn ¢is.-mar. Bix. YEp. Ag. Hayx, 1. 1L
B. 1, 1926 ; Tpyxm ¢is.-mMar. Bix. YEp. Ak. Hayg, T. V, B. 3, 1927, cr. 119.
DR s ‘Bourlet: Annales de I'Ec. Norm., s. (3), t. 8, 1891 suppl.,

pp. ( —3.
) E. von Weber: Mathem. Annalen, Bd. 49, 1897, s. 951.
C. Bourlet: Annales de I'Ec. Norm., (3) 8., L. 8 1891, suppl,, p. 43,
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gang vom vollstandlgen zum allgemeinen Integral behandeln die Unter-
suchungen von L. Konigsberger und M. Kurenskyj 1).

Fiir die Gleichungen ven Typus (1), (2), (3) kann man sich, wenn
rdie Hamburgerschen algebraischen Bedingungen nicht
geniigen, der Integrationsmethode von M. Kurenskyj bedienen?), welche
derselbe fiir zwei und drei Funktionen, wie auch fiir m unabhanglge
Variablen genau durchgetiihrt hat. Diese Methode geht in die Hambur-
ger'sche iiber, wenn fiir die Koeffizienten die Hamburger’schen algebra-
ischen Bedingungen durchgefiihrt werden. -

Das Integrieren von nichtlinearen Gleichungen mit
nur zwel unabhingigen Variablen erlernt man in den Arbei-
.ten von Hamburger, Nasimoff, E. von Weber und Beudon 3).

Il. Das Integrieren der nichtlinearen Gleichungen 1. und 2. Ord-
- nung beruht auf meinen Untersuchungen, welche ich eben in der Sam-

~ melschrift der math, natur. Sektion der Sevenko — Gesellschaft pub-
- lizieren.

Die Bedingungen dem Ubereinstimmung eines Sy-
stemes von un+v Gleichungen 1. Ordnung

LR L SO p;, p;,... a0 (g—1. 2. unty) (9

wobel I<p<m—I1; O<v<n—-1I
k 02y -
Pi = %z 0=1,..m k=1,..mn)

reduzieren sich zur Nullgleichheit der

(0—oc+ 1)(v—o—+ 1)
Determinanten ¢ Ordnung einer Matrix mit ¢ Zeilen und z Kolumnen, wo:
6 =(m—pw) v + § pn(2m — p+1) + 1
o=mun +v),r=1m@m+ 1) n + 1,

von den Gestalt:

1) Z. Konigsberger: Crelle Journ,, Bd. 109.

M. Kypeucoknii: Tpyam ¢iz.-mar. Bix. YEp. Ak. Hayk, T. 5, B. 3,
pos3x. VI, VII.

2) M. Kourensky: Proceedings of the London Math. Soc., vol.
21, 1927; § 3; Tpymu ¢i3. Mar. Bix. YEp. Ax. Hayg, T. 5. B. 3, po3z. 1X.

% Hamburger: Crelle Journ., Bd. 81, 1875; Bd. 93. 1892. —

II. C. HazumoB®: O0B HHTeI‘pHpOBaHIH H'BROTOpBIX’L EJIaGGOB’B YpaBHEeHil,
MockBa, 1883. — E. von Weber: Crelle Journ.,, Bd. 118, 1897; J.

Beudon: C. R. t. 125, 1897.
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Xy * -
. 1
H: (D@ wv(m) | O 0 . v o0 | O
;Xl |
gy o L L it
A1f2 | I
: O ()0, . .0 (2D(3B). . Am) i Sl
li % |
l_q__..____ _— (10)
Xg
st 0. DD 0 | 0. 0 |(3) () 0
| X, \
| « | s
;Xm__ : L AN g !___ bt e
;5' 000, . .(O) 10096
. | l |
. q =— un +— v
£ R ot
= (2); = 0,
S8 0
k
SRS ang (Za?’:]) m, k=1’ n)g::]’ Q)?
- 0pi
und zwar so, dass
6 = Mg — q_’”(w + — n) — 1 11
— q [27?, q ] | ( )
0o =mq; tT=1m m <+ 1) n + 1 (12)

Um alle Bedingungen der Ubereinstimmung des Systemes (9) auf-
zuschreiben, muss mann irgend eine von Null verschiedene
Determinante /\ (6—1) Ordnung der Matrix (10) wihlen und
zur selben eine nach den anderen von den restierenden Zeilen und Ko-
lumnen zuschreiben; die auf solche Weise zusammengesetzten Determi-
nanten von der Ordnung o muss mann gleich Null setzen. Die Bedin-
gungen der Ubereinstimmung 1, Kategorie sind solche, wel-
che in ihren Gliedern die Ableitungen von F, nach allen Variablen z,,...

Xm; Ziy... Zm Dach einigen von p; besitzen; die Bedingungen den Uber-

einstimmung 2. Kategorie haben die Ableitungen von 2}, nur nach pj.
Das System von Gleichungen, deren Anzahl der Anzahl der unbekannten
Funktionen z,,...z, entspricht, wenn dasselbe die Ableitungen pfder ver-

schiedenen Unbekannten z,... 2, besitzt, wird immer: u=1, =0, 677 ¢ sein.
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Die Bedingung der Ubereinstimmung 1. Kategorie wird nur eine
sein, und zwar, wenn ¢ = @ d. h. fiir

un + 2 = pu (un + 2v).

Mann kann sich leicht fiberzeugen, dass es fiir ein System von 2 Glei-
chuugen mit einer Funktion 2z und fiir ein solches System, dass die
Anzahl seiner Gleichungen um Einheit die Anzahl der Funktionen z,,. . z,:
u — 1, » = 1 iibersteigt, sein wird.

Fiir diesen speziellen Fall, wenn wir ein System von 2 Glei-
chungen mit einer Funktion z

F (501, 3 wm; <) pl’ pm) i (g o )

haben. reduziert sich die Bedingung der Ubelemstlmmung 1. Kategorie
auf die Nullgleichheit der Poisson-Weiler’schen Klammern | F,, F,] = O,
und alle Bedingungen der Ubereinstimmung zweiter Kategorie “werden
zu den ldentititen.

Fiir ein System von g Gleichungen 1, Ordnung mit
einer Funktion z:

e o Dr.... Pn) = O (-— 1,-2...°9)

- kann mann die Bedingungen der Ubereinstimmung fiir jedes Paar der
Gleichungen besonders untersuchen, — dann werden wir bekannte Be-
dingungen [F}, F1] = O und (F),, F1) = 0O, oder fir Gesammtheit
aller 3, 4... und g Gleichungen haben und dann bekommen wir neue,
den Bedingungen der Nullgleichheiten der Poisson-Weiler’schen Klam-
mern aequivalente Bedingungen; das wird die erste Verallgemei-
nirung der Poisson-Weiler'schen Klammern sein.

Fiir ein System von der Form

Bl T, 2y,... Bu; DY .. PL) = O fa="1:2)

wir die Bedingung der ﬁbereinstimmung {F,, I',) = 0O sein, wobel
01 6F OF |
{Fl’ £yt 2 {8}7 oz azl ) (6931 62:1 TR )J

je==1

i—1

das ogibt die zweilte Verallgemelnerung der Poisson-Wel-
ler'schen Gleichungen; spezielle Fille fir » = 7 werden:

[FI,F2] = 0, (Fla F2) = 0 seln.

Um ein System von 7 Gleichungen 1. Ordnung mit
7 unbekannten Funktionen

Fy (@3, Tw; Zyyeee 203 P p; pr) = O L ==nded 2 2 ) k1)
zu integrieren, nehmen wir die Gleichungen

e T e Bo, p' p', pr) = Const. dazu.

Wir bekommen eine Bedingung der Ubelelnstlmmung der (n+1)

Gleichungen (13), (14) 1. Kategorie und L m (m — 1) — m + 1 Be-
dingungen der Ubereinstimmung 2 Kategorie. Alle diese Bedingungen

2
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der Ubereinstimmung geben ein System von Gleichungen 1. Ordnung
mit einer unbekannten Funktion @, von der Form:

0@ o0 o0 0D oD

0D

gp‘(ibl,... T, Cqyeee “ny pl’”'p?“; 55:,”.-555"1, —6_2_1_,”'621. ’ apln”'_é};i = 0 (10)
‘ L)

Dy (201500 Tmi 215000 2 P 5eeePrj 5}9}""62931) — (O [h = 1, 2,...

I m(m — 1) e (16)

Aus n (m — 1) partikuldren Integralen @, = C,,... @y m_; =
O, (w_1) des Systems (15), (16), falls dasselbe ein iibereinstimmendes
System ist, solchen, dass dieselben mit dem gegebenen System (13)
ein iibereinstimmendes System von mn Gleichungen bestimmen, bekom-
men wir p.,... p° als Funktionen von ;... m; 2;..., Zo; Cy,... Oy -1

und finden mittelst der Quadraturen die Funktionen z,,... z, aus den
Abhingigkeiten: -

doe = p¥dz, +. . .+ P dwa  (k=1,. . .n)

Bei der Integration eines iibereinstimmenden Sy- -
stems von un+v Gleichungen von der Gestalt (13), mit der
aleichzeitigen Beniitzung der Gleichung (14), bekommen wir ein System
der Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion @ ; dieses
System wird aus einigen Gleichungen (19) und einigen Gleichungen (16)
bestehen.

Fiir den partiellen Fall einer einzigen unbekannten
Funktion z haben wir die Jakobische Integrations-Me-
thode. Fiir eine Gleichung (13) mit 2 = 7 bekommen wir nur eine
Gleichung von der Form (15), fiir ein System von g Gleichungen (13)
bekommen wir ein System der Gleichungen (19).

III. Um ein System von 2 Gleichungen 1. Ordnung
mit zweil abhingigen Variablen z,, 2, und zwei unabhin-
groen -, Ty:

Fy (%), Ty; 215 27 P, ;. P P = 0 (g — L E kS

o2
a.’Di

(2, £ = 1, 2),

k
1

zu integrieren, adiungieren wir zum System (17) die Gleichung von der
Gestalt :

D (561, Loy %15 %25 pl’ p;: pfa 1’03) — (Const.

Wenn wir die Bezeichnungen:

XlzaFg 8Fg i aFg g X1=_a@_ 6@ p 6@ 5
gl 02y, +02'1 ph+ 62'2 ph, 3l awh-l- 62’1 ph +az2 ph
k" o k 0D
Pyes 2 VP (i Sl =2 TN
gh Py 3h apﬁ (%, g )

einfilhren, bekommen wir die Bedingungen der Ubereinstimmung in der
Form der Nullgleichheit von 2 Determinanten 6. Ordnung der Matrix
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P2 PP, 00

RASY IR S
PP P P 0O
et N 1

e oo
: (18
PfP oop P; )

®E 00 P P2

2 2

X P1 0 O P2 Pg‘
3 3 3 3 3

Lo fiato, Ao bty “.?1
w"%

~ indem wir zu der von Null verschiedenen Determinante 5. Ordnung
/\ der Matrix eine nach der anderen von den Zeilen und Kolumnen

~ Zuschreiben.
Die Aufgabe der Integration der Gleichung 17) I e-

duziert sich zum Bestimmen von zweil mit den Gleichun-
- gen (17) iibereinstimmenden partikuldren Integralen
@, = C,; @, = C, einer linearen Gleichung erster Ord-
nung mif einer unbekannten Funktion @, wenn die Glei-
chungen (17) keine einzige Ableltung pt enthalten.

Hat (17) nur eine Ableitung p*, dann gibt die Elimination dersel-

" ben f (z,, T3; 2, 2) = O; wenn wir von da z, finden und in (17)
einsetzen, bekommen wir eine Gleichung 1. Ordnung mit einer einzigen

' Funktlon o
Hat (17) nur zwei Ableitungen von p¥ dann bekommen wir bei

den Bezeichnungen:

Wk, Kl Y e
D( 1 ) D! D(-_l’—-z_) D G, 5; k, L =1, 2
' p1’ p‘] p:{) ij ( ] )
~ folgende Fille:

' F o

1) Fir D (}9 p

wenigstens eine Varlable p oder p2 haben, aus der Gleichung

) %= (O muss man partikuldre Integrale, die

(9 0D _@ , 20 0D 20 0D 0 4 0
Du (6:1:1 T 8zlp1+ 622 ) 2 Du op . T D12 5}): T Du op? i
SN 6@ — 0 ; suchen ;
; 21 6p2
3 il
:-: , 2) Fir D (59————-—) &4 O partikuldre Integrale, die wenigstens
2)
§ p oder p? haben, aus der Gleichung
oD 6@ ob 02 oD 02 0P | 70 0D i 0 0D
| D2“’ (3932 azlp +332 )+D125§: P op . 2t3102+D22 op §=0

F,, F,

E 3) Fiir D(
P D3

) &+ O kann man ‘partikulire Integrale von einem

+
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der zwel dSysteme %
9 4 6@ 6@ 3 02 0D 02 6@ 10 6@ " 6@
Dy (Ga+ gay P+ g, #4)+ Doy + Dt D= 00,
bei 6(12 = (), oder
0]92
0 1/00 00 0D 02 0D 10 00 0 00 0D
Pl Sk N S LT rdar Do i e T XN B e
D21 ( 6x2+azl i 622p1 +D22 6p; Du op* T Dw 6p ’6p %
b 2y ekt
pl
.o Fla F2 . ke,
4) Fiir D(W) =z O kann man partikulire Integrale von
. T
ircend einem der zwei Systeme
s 0D 0z 0D ‘o 0D v 0D oD
D12(6‘/L‘1--}__ azlpi + ) 11 ap 21 6pi 22 6p ’6]) 07
bel —ag; 0, oder |
6p2
9 ¢ 8@ 6@ ‘ 6(25 09 6@ 02 6@ 0 6@ 6@
D12 (6x;+5%- + p2)+ Dll@p +- D21_070—_+ 1)225?'—0,5])— 0,
bel _‘?_(E = () suchen
6}91
Fl, F . ; . . Pl '7
D) Fiir D( — () 1st die Bedingung der Ubereinstimmung :

folgend: {F}, F. 2} = O die Elimination vom System (17) der Funktion =
z fiihrt zum Integrleren der Gleichung 1. Ordnung mit einer Funktion

f(xla Lg Zlyp p )_ 0.
G)FurD( ult F
P,

den oberen Index 1 mit 2 vertauschen.
Hat (17) nur drei Ableitungen von allen p dann haben wir fol-

gende Falle :
1) Fiir D (

) = O bekommt man den Fall 5), wenn wir

F, F

=z 0, wie auch

ooderD(Fl’ ik )

99 OCD 9 / 8@ 19 0D
12 ap +D2 6p1+ D216P

P el T 9 02 02
6{1)1 azlp +642 )+D22 8$2f621 p2+622p2)+(p 1+D22

D?

| 4
=z (0, findet man die Funktion @ aus: 1

oD

ap
0 0D g PP —ir -?—-@ — (); die Elimination der Variab-

21 6p" 22 6p : 6p

+ D
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~ len p; aus den Gleichungen F, = O, F, = 0, @ = (Const. tiihrt zum
Fall 6).

2. FurD(F F)§ 00derD(Fl’F =z 0, wie auch
P P, Py P,
0D 0D oD
D22——" 2 2 _ Sy LR .
29p + D21 T =) ap = O haben wir fiir @
0 L 0D 0D oD oD 0D
Dy, (8:1:1 + 0%, pl 622 ) g D 0, % az:p2 2 &;;pz 35
e 0D 0D D
(Du +D22 ap 11 6p 125p 0, ap e U
3) Fir D(F]’ Uy ) s 0, odelD(Fl’ s ) 0, wie auch
sy a@ 216([) I 6(1)
D220p 215}5_: D126p
6(1) 12 adb OCD 6@
D, 0T, = 0z, p -I-——p ) Dzz'\ 6:1:2 a,..fg P, )
20 0 D 2)0 D 0‘/) : 6(1) _
+Dz16p Dzz ap +(D 51’02 0,

4) Fir D( Fl’ r, ) = 0, oder D( Fl’ F = 0, wie auch

, 0D 10D acp
D216p +D11 ap ™ 120]9
3 _z_a_d_? o oD gl
e e M ) + D, (8x2 S Py 1 552292)
0 0D oD . 9D 0D
5 " 5 el (D’ D =0, —= 0.
B T + TE TE

IV. Um die allgemelne Gestalt des Systems von
zwei Gleichungen erster Ordnung (17) zu integrieren,
wenn wir eine von Null verschiedene Determinante /\ 5. Ordnung, z
B.-von 5 letzten Zeilen und Kolumnen der Matrix (18) nehmen, hat

man die Beschrinkungen:

F F RO
1 £ B0
)D( >< , )D(p P’ p)<0 (19)

bei welchen wir ein folgendes System der mchthnearen Gleichungen 1.
Ordnung zur Bestimmung der unbekannten Funktion @

(F F,, @)D(F,, Fy, @ D(Fl, ¥, cD\D.(F - cb)

4k y D3, g P ]91 }9 ]9 z, / s pz ' P
F, Bos: D Vauils, D R e g P
]9 3 xz)D(p P, pg) ( }91,502 )D(p B3 }91)
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_—

bekommen ; dieser System behilt seine Bedeutung auch bei folgenden
zwel Beschriankungen statt (19):

1)D(§:§ gyip(p)“\"O

Die Aufgabe das System (17) zu integrieren reduziert sich auf i
die Aufgabe zwel mit (17) iibereinstimmende partikulire Integrale

= (,, ©, — (O, des Systems der Gleichungen 1. Ordnung (20) mit

elnel unbekannten Funktlon () zu tinden.

Das Integrieren des Systems (20) redugziert sich Zur
Integration einer von folgenden Systemen von linearen

S D(

f
R e ST e v i 2

Gleichungen 1. Ordnung mit einer Funktion @: (I) !
o AP 4 dd A D 0D L T f
AwD"——+ D" A, D —+ D% WD —+ D° =0
1 da"l X dx2+ 11op | T 3]92+ 11 6pf+ 220D - §
3@ 116(1) Jaa@ "“
( + 5]91+ + 12 dp 91 apff 91 6p2 ' ;
201@ 20 A jg 0P So aq;'» 10D 00D ¢
“ Dll da, : Dﬂ? da, T i 6p i D” 310 11 0p * D22 329
220D 22 0 2 6@ ‘9 '2\2§E___ |
b Dyt Dy + (/1 D*+ D" )ip: + (4D +D ) = 0 ;
wenn |
F 4 s F F AR %
) D(Aor . 9) D (21 0;3D(-2-2) s 0
) P o ) ( )/z ) PP =
wo A,, 4, die Lisungen einer quadratischen (Gleichnng
‘9 I 9 ‘9 | 12_ _ : i
D11 A2 +(D21 -+ D12) A+ Dm_ 0, 1)
bedeuten; wenn
1) D(Fl’ i 2)D(F1’ i = 0; 3)D(M el
dann 1st: o (111)
2 AP o1 D ;9 0D 02 0D 0r 0D o 0D
— : — D D —=0
Z D11 dx1+D21 d::c2 +23 D11 Opl' T D22 op 2 +23 11 ap“l?-‘_ 22 6pg
00 0 - 92 0D 2/ 24 04D ‘2, e @__: 0 q
i Dt Dot (zg D,+ D, )apt (4 D+ D, P |
1
D D
TR e e i
A = D & D'2 :
12 11

wenn
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I)D(FI’F =y L 2)D<F1’F = 0 3)D(F1’-E = 0
dann ist (IV)
o D o' AP 20 0 D 02 0 0’ 0D P Ol
4 D Gt D, EEH Dugﬁ-—qL D226p +4,D° o7 T Dze@pj = 0 l
0 D oD
(ﬂ D +D22) +(;t D +D12) ZD ap-31+Dmap3=0l
B2 1)2
gens o
I o~ :
D'Z D’Q
21 11
. wenn
1) p{ L1 F) 0 Q)D(Fu F, )< 0: 3) D(FI,F2 \ oD e
kplip 5P 21 12
- dann 1st:
2 d D o' AP 20 0 D 02 0D 0’ 0D 0w 0P
1 Duc—i—x—l-—l— D?:2 -dx2 —l—/le,,D11 0p1’+ D22 oD, -+23D11 6pf - D228p3-—ﬂ 0] "
& 6@ | 2t 6(15__ .
D226])f 8 D”@pg_ 0]
. 2 d @ 2D 20 0D 02 0@ 0o’ 0D o' 0D
4D, Doy, + A Diiy + Dy~ + 4Dy Doy = Olwn
' e e OI
2 0p 2P
1
wenn
_ b Iy, I 9’ 94
) 2(E )~ 05 By (5 2y =0 -,

dann haben wir zum Bestlmmen von @ nur eine Gleichung (V) oder

eine Gleichung (VI); wenn

1) D( Fasifa ) - . o) D(
et
dann sind in der Glelchung (21) dle Koeffizienten von /1 DOI, in der

- 2. Gleichung des Systems (I) ist der Koeffizient bei der Ableitung 99 1, le

und in der 2. Gleichung des Systems (II) ist der Koeffizient Op bel
- 0d - Vs

6p2 22
1) D(FI’F oz)D(F“-F-)__o 3)D< F;’ ) =0,

FI, F

- _
ks 8 3)D( 1’F = 0,

; wenn
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?}al,n.n hist D; — 0, und wir haben ein System von zwei gleichwertigen
eichungen
) 8@ 3 6@
B et Rty
22 apf; - D22 6pg = 0 |
chg 695 D12 696 ; (VII) !
129p " 5 ol 0 s o 0 <1
p2 0p2 '
und ein System
o d D 20 0D 02 0D 0 0D 0 0D |
e Y e + Do oo + 45D, opE T ngps = ¢ :
: g : ; - (VIII) i
105 _3_€P__+D2’ UL 0
19 6pl' 115’]’5‘; —_—
|
D
Ayecrnd i Noes
5 D'z,
11 2
wenn
J Y ) 5
1) D{ —"F—) = 0; 2)D(——3’- 2. ) =0; 3) D —* 7S 0
(pgjhpz 17[,103 5 (pl:p :
dann 1st D,i-—-—:O, und '
or AD 20 0D 02 0D o 00 w 90
D22%+26D115—T "'1)225"T +26D11 Fa +D22 g AT 0
2 g P, op op
2 (1)
Dg’ 6@ £ 6@
5 1), == eein
nip? " " op3 |
b’ 5‘
22
Ao = ol :
_D ]
5
wenn :
Vi Y e i
) D(SEr) =0 9D (H5) =03 p(Z2St) =0
190 &8 PP, P,y pl

: 9 ! ‘ | = : :
dann 1st D s 0, Dgz = (), D; — (); die Funktionen #), und #, sind
von‘den {&bleltungen pf abhingig; die Elimination der Ableitung p< aus
zwel Gleichungen /|, = 0, F, — 0 fiihrt zur Relation

(21, 3 2y, 29) = 0. (X)

V. Die Bedingungen der Ubereinstimmung des Sy-
stemes der Gleichungen 2. Ordnung mit mehreren Funk-
tionen: (22)

By (@0 @3 2y 203 P Py Prs P PP =0 (9= 1,2, Mn + »)
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I<M<iImm+1D)—1; o<lv<mn—1
K _ . i =3 om: k=1...
P e D;;° 9% 0 (=1, 2,.0.m; K n),

bekommen wir, indem wir neue Funktionen z auf Grund der Formeln:
}9}{ e N A NG

einfiihren, auf Grund der Regeln des § 2; das System (1) iibergeht
dann i des System der Gleichungen 1. Or dnung Die Bedingungen der

Ubereinstimmung bekommt man auf andere Weise; wenn wir die Zahl

Mln der Form _ . . '
M—=m+@m—1)+m—2)+..+[m—@G—1)]+k
=01 . .m—1%k=12.m)

- schreiben, wobei, wenn 2 — O,auch M =k = 1, 2,...und wennt? = 7, dann

M =m + k= m + 1, m + 2,., ist, und wenn wir gleich Null
" (BR— S+ 1) (T — S + 1) Determinanten Grades S von den Elemen-

ten der Matrix mit den R Zeilen und 7 Kolumnen setzen, welche aus
den Koeffizienten bei den Ableitungen 2. Ordnung und freien Gliedern
der linearen Gleichungen, die wir aus den Gleichungen (22) durch die
Differentiation mit x,, z,.. s bekommen, besteht

o [m (m+])(m+2)—(m—2z-——1) i —t £ 1)
1 5]

_@_ﬂ_:_@j_fj”;—i—_kin_] e g

RE=m(Mn + »); I'=im@m+1D(m+ 2)n + 1.

Um alle Bedingungen der Ubereinstimmung des Systems (22) auf-
zuschreiben, muss man irgend welche von Null verschiedene Deter-
minante /\ von der Ordnung S — 7 der obigen Matrix wihlen und zur
selben eine mnach der anderen von iibrigen Zeilen und Kolumnen zu-

schreiben; alle solche Determinanten von der Ordnung S muss man
gleich Null setzen.

Einen speziellen Falldieser Bedingungender Uber-

- einstimmung bilden die Darboux-schen Bedingungen

der Ubereinstimmung fir zwei Gleichungen zweiter

- Ordnung mit einer unbekannten Funktion 2z von
~der Gestalt

if‘ . .

F(ﬂ:,y, P 47,9, t) 7 03 @(x!y','z?p? q, 7, S, t):
Die Matrix ist dann folgende :
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dF oF o o | W,

dD 00 00 o0
dx 9z os ot © ig (23)
dF oF oF oF | -
dy 9z 98 ot
add 0odb 0D oD
dy 9z 0s ot
wobel
S ey B SRR 0L’ 0L’ 0 R ¥ SN | OLL =
> OaAT PRSI e op +_6_q“8;_2l*§: 0y T %% Q+6p % 5(715;

wihlen wir eine von Null verschiedene Determinante dritter Ordnung

6@5 D ( ii)), dann bekommen wir bekannte Bedingungen?) :
| dF oF oF oF aF oF oF (24)
dx 6z 0s ot 9z 05 ot Y
| dF 0l oF | ol IS 0
dy © %z as |=0:| ¢ oz s 9 ||— o0
d® 0@ oD 4D || - oD 00 o0

dx. 0z 03, 0l oz o0s ot Y

do = 09 2@ 90 29 99
dy O oz s O %z o5 ot
Um das System der Gleichungen 2. Ordnung
By (X, Tmi 2150 203 P e Prs .4 Py Pad = O (B =1,2,...m) (25)

zu 1ntegrieren, adiungieren wir zum System (23) die Gleichungen von
der Gestalt

5B BRI B S R Y p;,... P pll,'p;z,... pe ) = Const. (26)

und trachten, dass das System der Gleichungen (23), (24) iibereinstimmend
sel, Dann haben wir '

S=mmmn+1);, B=mmnitl; T=m@m+1m+2)n+.1

Dadurch bekommen wir ein System von (7'— S+ 1)
Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funk-
tion @ und mit mehreren unabhingigen Variablen u;
Ze, pf, pL. Indem wir p partikulire Integrale @, = Ci,.. Pp = Oy, Wo
p=2>1[m(@m + 1) — 2] n, solche, dass dieselben mit dem Systeme der
n Gleichungen (23) iibereinstimmen, durch die Quadraturen bestimmen,
bekommen wir z,,... 2x aus den Relationen

dpf = pt, dz, +...+ pt dz.; dzx = pi do, +...+ P G

1) A. R. Forsyth: Theory of differ. equations, vol. VI, p. 317.
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Fiir ein System von ¢ Gleichungen von der Form
(23), wo m <l << L m (m + 1) n, muss man zuerst die Ubereinstim-
mung des Systemes von ¢ Gleichungen untersuchen und dann die Glei-
chungen (24) adiungieren. |

Die Integrationsmethode von Darboux, nach der
Vorlesung von Forsyth!), der Gleichung F(xvy,z2,p,q,rs)=0
bildet einen speziellen Fall der allgemeinen Methode
~der Integration des Systemes (29).

Das System der Hilfsgleichungen 1. Ordnung mit
einer unbekannten Funktion @ reduziert sich aut das-
selbe System von 2 linearen Gleichungen; man muss
eine von den drei folgenden Gleichungen

0Fd® (9F 01\d D ( gl angd: dFqw 0o
92 dx (63— Zﬁz_)@+ ZE@_ dx)oz dy os e )
QP40 0P A0 dP oD, _dFob_
0z dx at dy. dx 0z @y ot
oF oF dD oF A 5 AFo® (dF dF oD
(25?" _a?)% St dy SeF s &E"’zdy) -
wie auch eine von folgenden zwei Gleichungen
o o 0 o0 01" oF oD
Yot o2~ ot os e T ter )ar = °
0F aF\o® o0Fad oF o0
o ‘)t T w0 (28)
wo A eine LoOsung der Gleichung
" LR ) oF .
7 1 4R Y e 0 1st, nehmen.

| Ein System von zwei solchen linearen Gleichungen vertrit das
unbequeme Forsyth’sche System

ar ar
dD d® dxo® ,dyod
- oF oz e T AT
0z il
0D 0D 0D
g i Hing e,
’ 0z ; 0S % ot 0
welches bei den Beschrinkungen 1)6F- = =4 5y D(F1 d)) =04 EO
_ 0%z oS -
~ behilflich ist.
Kin System von zwei linearen Gleichungen — einer von (27) und
einer von (28) — ist dann ausreichend, wenn wenigstens eine von

') A. R, Forsyth: Theory of differ, equations, vol. VI, p. 314,
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den 40 Determinanten Q“
verschieden 1ist;

(23) 7r-te Zeile und

der 3. Ordnung der Matrix (23) von Null

Wir bekommen /\;, dann, wenn wir in der Matrix
p-te und @-te Kolumne durchstreichen. Die For-

syth'sche Beschrinkungen (29) iibergehen in irgend eine oder ZWel von
den Beschrinkungen folgender Tabelle : | . 1

1A2 oD /0 F _?_Q_)OFE)F
12’ 02’(035) 08 \ 08 ot

0D g
2. Ai 75 0z [("““

2
4—69 ( )—QEC?—E] = 0

o oD ol ,
0z ot 0S

0oL ke 2
(62 68) 0l \ 0z

ol 0z of

0D s0 I\ 2 > 0

o dO /0 F acp AdFoF\ [dFoF dFo
SA%’OU((%) \d x at)+ %5?_@_51;1 e
g L ofor @EQE_@EQ_ g o Bl
257 o [( 0z ot dx 0s dy ot ot | dx 0z
_.._g_]_??_.l.;.‘ =)
dy as | =
, dD (0F0F\ oD (dFoF\ oD[dFoF dFo
_____ -
B A24’aly 0s 615) (dx at s atldx oz dy OF] >
. d® 0FOF\ oD[dFoF dFyF] od (dFoF
6. /\ s e Gt 0 e
3 dx \ 0z 0s dx 0s dy ot dy 0z
. A2 | ok 9(]’ dF@F_@QE s 0(1) al' ol
AV dy [( ) 62 ot dxz 0s  dy 6t] dx 0z
dFacD ' $
~ % :
1 A dF@F dF@F 6@ Al oF |
g AL’>’d x(az) dx oz dy os (dy 02 ) =0
oF F @ oF
9. Ny 5= S 0, D(Zs)>0 10. N\jyy 7= 05 D(
o 01 F @ 0L’ _
1Ay SO D(Z t)zo; 12. Nl = SO, D(s,t)§0
oF F, @ o F F, ®
13. Ay 57 Z O D(Z,t)zo; 4 A S 6 D( )§o
o OF F, @ _ ) OF
15. Ny = Z 0 D[ 4 é-] = 0: 16. Mg ]
9 8F F, O 4 6F
LEVA R v 9z — =0 D[ Y t] % 1. Daupr THG
1 0 F, 4 6F
19.A5, 5 S O D[x,s]%o, 20. Ny 2 ]>0
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20 andere Kombinationen der Beschrinkungen bekommen wir
aus den obigen durch Vertauschung von /' und @ und umgekehrt.

VI. Fiir das Integrieren eines Systemes von Glel-
chungen 2. Ordnung mit 2 abhingigen und 2 unabhin-

ocigen:
Iy (x4, 372; 21y %9, ]0 p‘ D

d

i i / 2 2 2
F (xla X9y “1) <95 p p P p:a pu: Pm, p229 pna p127 ]722) =
mit dem Adiungieren zum System (30) der Gleichung: (31)
D (2, 2352, 233 PPy Py Po PPy Py Py Py P,) = Const.

und auf Grund von Bezeichnungen:

pz; p‘f piz’ p;z’ pi’ p?z’ p;) = Uty

2
G
2
1

dF, o E e B 18 e, o F, oty
dx; X—axi_—'__é_é:piJr ap‘p+pfp1‘+ p;p2i+
8Fg et S, .
g"p_g'pgﬂ fij:';ik_j' (9, ¢ k=1, 2)
d® oD oD oD oD oD oD
RE— Xl______-_____ -3 / 2 _ ‘ $ 2 : {
dx, g 0x; 5 024 pl a3 0%, pl+ap1pli+ ap%pll+ap2p2i+
POy ¢ e BRSNS
Y ops Pl i opp

- bekommen wir 4 Bedingungen der Uebereinstimmung, indem wir ent-
sprechende Determinanten 6. Ordnung der Matrix

ELLIofonny
AEE T 57 o £ 5L
5LPELE o Bl o PLE
Gl B PP o|PLPLE,

(%o BELE olPLPLE;

L AR R e

; 311 312 3§ 22 12 |
gleich Null setzen.

Das Nichtverschwinden der Determinante 5. Ordnung /\, die in
der Matrix (32) umstrichen ist, oibt die Beschrinkungen:

P pu p p , P

22

Die Bedmgungen der Ueberelnstlmmung der Systeme (30), (31)
~ geben folgendes System von 4 nichtlinearen Gleichungen zum Bestim-
- men von O; ‘

i
g
f
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7 (FI,FQ,(D) D(F” F2,®) D(F T (1)) (F e (I))

pl ’p‘ ’ng ’p P“ [) 729 Pg 7) 929 )pn
) il Lo 22 ) I
])(F A F F c"[)) (Fl, F2,I (Fl,Fg,d)__ e (Dd)
N L 929 p* p'p Pr Y Y
12 24 11 12 ll 5 B 5 | 31 <22 11 .
——D(F F (D) (Fl, F,, D
-,10 D ppp
W | 11 12 22
I3 (Fl, ng(l)) D( l_f’ ({)) (F {3 (D ( (I)) g5
PP P p'p’p° AR P P
i 11 12 i, 2% '* 11 29. 11
s D(M) D(m
P’ sp* P P’ ap°p
7 I B . G 11 12 22
D(FI’FT@)D<F1’E2’ @) (F i (D) F ¥ @)_
P‘ ap‘ y Ly P‘ 5P‘ '!292 ’p ,.’L'2 ‘P ’_p
i i 1_1 12 1__1 ll 22 11
__D(Flflpm )D(F F (I)) .
PP i, P’ 5P
1111 11 ) 5

Mann muss 4 partikulire mit dem System der G]elchungen =0,
Iy = 0 iiberemnstimmende Integrale des Systemes (33), @, =
GD — (), finden; durch Berechnung von den 6 Gleichungen ‘der Ablei-
tungen D;; bekommen wir 21, 2 aus der Formel:

dpt = p¥, dx, + P, dx,;  dev—p dx;+ pEdes TS .

Aut Grund von Bezeichnungen

kD F k1 PR k o
D(p 1 )=DHH; D(-kll- :c2-)=D“2i
i1 5, JIJQ 12712 Py -] 1

(71’ 22? .711 .72’ .77 k Z 1 2)a

und Identitidten :

94 4 94 i 4
D D D D D D = 0O
11 12 " 44 2)+ 11 11 12 22 it 11 12 22 11
DS T B D AT A
22 11 22 12 12 22 22 11 922 12 13 11

reduziert sich das Integrieren des Systemes (33) im Falle:

D(FI,F _O,

aut das Integrieren des Systemes von D linearen Gleichungen:



| i 4 6(2) 6@ SN i 6@
D i | __‘ e O
D12 22 329 11 59 11 929 19 + D11 12 Op 92 (34)
9 94 0D X 0@ ( 2" )6@
‘ oo
(D12 11+ /?'_1)11 23)6P 11+D11 110P° 12+ ZD“ uap 99 D11 12 ZD?? 11 027121
‘ = ()
2 0D ; 0D ( /?,D 0D DJQ 0D
(1)22 11+‘uDJ2 i ap i1 +2D11 22012 D11 |1+ 12 11/ 0P 92 st 120P7,
ot 0D
L= i)
v +‘u’D11 1162.’)?J
9 0D 9 0D + (ng ZD 0P D:g L),
(032 12+ND22 11 op 11+ ZDI? 220012 12 11+ 12 12/0P 22-4_” 11 22020?1
’ ‘ s PP
=g L,
_ MDH 110 P35,
| ) 0D 04 04 6(,?) i0 0 D
‘ (D22 2+”Dl 11)929 11 2 22320 12 3 (D2 11 ZDl 22)81)‘22 +p"D1 113]9?1
" , do
9

~ Der Fall:

r

(FI,F

~ fithrt zum Integrieren des Systemes von 4 letzten Gleichungen des Sy-
| stemes (34)

Im System (34) bestimmt man die Funktionen 4 und g durch fol-

- gendes System von linearen Glelchungen

i 4

D /t-l-D ;H—D =5 v ()

22 11 R e 3 11 12
i

L ey P L g

22 12 1Yo 22

Im speziellen Falle einer einzigen unbekannten Funktion z bekom-
men wir die Darboux-sche Methode der Integration der Gleichung

- F (x,y,2,p,q9,7,8 1) = O, die im vorigen § angefiihrt wurde.

’.

?
y

|

Panaesitzung am 15 Juni- 1929,
Vorsitzender Hr. Levy éky].

1. Hr. Kurenskyj (Kyjiv) bedankt sich fiir die Wahl zum
wirklichen Mitglied der Sektion.

2. Prof. M. Baltovskoj (Rostov) iibersendeteine Abhand-
lung , Uber ukrainische und weissrussische mathematische Termi-

- nologie im Zusammenhang mit der Geschichte der russischen Ter-

minologie“. Die Arbeil erscheint in der Sammelschrift der Sektion.
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- 3. Zu wirklichen Mitgliedern der Sektion wurden nachtriglich
die Hrn.: Prof. B. Mazurenko (Charkiv) und Prof. Dr. J. Kral

(Prag) gewihlt.

4. Es wurde beschlossen, den AufschulBl der Gesellschaft um
die Ernennung des Hrn. Dr. B. Hnatevy & zum Mitarbeiter am
naturwissenschaftlichen Museum der Gesellschait zu ersuchen.

5. Es wurde beschlossen fiir den nichsten allslavischen ethno-
ographisch-geographischen Kongress alles Notige (im Einvernehmen
mit den wissenschaftlichen Institutionen in Ukraina) vorzubereiten.

6. Hr. Dr. Rakov§kyj wurde beaufragt Untersuchungen
der Blutgruppierungen unter den Huzulen in der jetztigen Sommer-
zelt mit der Unterstiitzung der Gesellschaft durchzufiihren.

11.

Tatigkeit der physiographischen Kommission.
XXX. dSitzung am 10. Februar 1929
Vorsitzender Hr. Melny k.

1. Ks wurden administrative Angelegenheiten erledigt.
2. Die Materialien zum n#chsten Heft der physiographischen

Sammelschrift wurden einigen Mitgliedern der Kommission zum ;

Gutachten iibergeben.

XXXL Sitzung am 29. Juni 1929.
Vorsitzender Hr. Meln yk.

1. Es wurde beschlossen, in das n#chste III. Heft der physio-
graphischen Sammelschriit folgende Arbeiten auizunehmen :

1) Prof. Pidhajeékyj: Bemerkungen zur Einrichtung der
Arbeituntersuchungen in der Landwirtschait.

2) M. Dolny¢ékyj: Die Ansiedlungen vom Stadttypus in
transkarpat. Ukraina.

3) E. Zarékyj: Cobitinae unserer Flusse

4) 1. Krypiakevyd¢é: Astronomische Erscheinungen in den
ukrainischen Chroniken XV —XVIII Jahrh.

0) I. Rakovs§ky): Ergebnisse der antropometrischen Unter-
suchungen im ukrainischen Gebiete in den Grenzen des polnischen
Staates. '

6) . Fylypcéak: Das Problem der Verbreitung des Maul-
beerbaumes auf dem westukrainischen Gebiete.

2. Hr. Cajkov$kyj E. berichtet iiber den jetztigen Zu-

stand des naturwissenschaftlichen Museums der Gesellschaft Und
zwar zahlt:

e = gl » . » e o A
- ll:.i‘ . = i —

- - A."Ih”d

I
I
|
[
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a) die mineralogisch-geologische Abteilung 2827 Nummern
‘b) die diluvialgeologische . 326 s
¢c) die botanische - . 1265 2
d) die ornitologische 2 115 2
e) Konchyliensammlung 8 99 4
I) Anatomie und Entomologie S 4050 =

Die griosseren Spenden opferten die Hrn.: M. Terleckyj (Lem-
berg). 5. Terleckyj (Boryslav), 1. Ozarkevy¢ (Boryslav), Ing. Stefa-
novyc (Lemberg), G. Polanskyj (Lemberg), I. Fylypéak (Sambor),
H. Martyne¢ (Sambor) u. a., sowie der Verein der ukrainischen
Studenten der Bergakademie in Pribram.

3. Es wurden Plane der Ferialexkursionen diskutiert.

4. Es wurden einige neue Mitglieder der Kommission gewihlt.

ERRATA
Sitzungsberichte Heft X.
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(Geschlossen am 30. Juni 1929.






