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I. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. Трехмерные задачи дифракции матема­

тической теории упругости и акустики представляют большой ин­

терес для многих областей науки и техники, например, таких, 

как геофизика, акустика океана и атмосферы, дефектоскопия.

Они характеризуются векторным характером решений, наличием 

разрывов первого рода у параметров сред, их зависимостью от 

трех пространственных переменных и необходимостью учета усло­

вий излучения на бесконечности. В силу того, что дифрагирован­

ное поле в этих задачах может медленно убывать с расстоянием, 

а его длина волны быть соизмеримой с размерами неоднородности, 

хорошо развитые разностные и асимптотические методы редко бы­

вают эффективными при их решении.

Методы интегральных уравнений представляют собой надежный 

и гибкий математический аппарат, способствующий успешному ре­

шению проблем, возникающих в задачах дифракции. Они позволяют 

сводить исходные дифференциальные задачи дифракции в неограни­

ченных областях к системам интегральных уравнений (СИУ) по 

компактным границам включений, имеющим меньшую размерность.

Важной проблемой при таком подходе является разработка и 

реализация эффективных численных методов решения интегральных 

уравнений по замкнутым многообразиям. В данной работе предла­

гается сравнительно простой метод решения СИУ, который позво­

ляет решать пространственные задачи математической теории уп­

ругости и акустики.

Работы, положенные в основу диссертации, [выполнены в соот­

ветствии с планом научно-исследовательских работ Вычислитель­

ного центра ДВО АН СССР, регистрационный номер НИР 01.86.

Цель работы состоит в получении и исследовании удобных 

для численного решения СИУ исходной задачи дифракции; разра­

ботке численного метода решения полученной СИУ; проведении ма­

тематического моделирования акустических колебаний в слоистых 

средах с трехмерными упругими включениями.

Методика исследования. Для получения интегральных уравне­

ний применялся метод потенциалов. Теоретическое изучение полу­

ченной СИУ основывалось на теории многомерных сингулярных ин­

тегральных уравнений и методах исследования краевых и дифрак-
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ционных задач математической физики.

При численном решении интегральных уравнений использова­

лись элементы дифференциальной геометрии. Неизвестные плот­

ности потенциалов простого слоя аппроксимировались при помо­

щи гладких финитных функций, образующих разбиение единицы на 

поверхности включения. Для расчета коэффициентов полученной 

системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) и отыскания 

ее решения применялись теории аналитических функций и прибли­

женного вычисления интегралов, методы асимптотических оценок 

и линейной алгебры.

Научная новизна и теоретическая ценность работы состоят 

в следующем:

1. Получены и исследованы удобные для численного решения 

сингулярные интегральные уравнения трехмерной стационарной 

задачи дифракции акустических волн в слоистой среде на упру­

гом включении.

2. Разработан и реализован на ЭВМ в виде программного ком­

плекса численный метод решения сингулярных интегральных урав­

нений, эквивалентных исходной задаче дифракции. Он может быть 

применен и для решения интегральных уравнений, к которым сво­

дятся другие трехмерные краевые и дифракционные задачи эллип­

тического типа.

3. С помощью программного комплекса проведено тестирование 

алгоритма приближенного решения СИУ задачи дифракции и выпол­

нено математическое моделирование акустических колебаний в 

слоистых средах с трехмерными упругими включениями.

Практическая ценность. Комплекс программ для ЭВМ, в кото­

ром реализованы разработанные алгоритмы, позволяет эффективно 

решать пространственные задачи дифракции акустических волн в 

слоистых средах с упругими включениями. Полученные результаты 

могут быть полезными при анализе поведения дифрагированных по­

лей от упругих включений. Созданное программное обеспечение 

внедрено в практику исследования акустических полей в океане.

Аппробация работы. Результаты диссертации докладывались на 

Всесоюзных научных конференциях: "Классические и неклассическиэ 

краевые задачи для дифференциальных уравнений с частными про­

изводными, специальные функции, интегральные уравнения и их 

приложения "(Куйбышев, 1987), "Математические модели и краевые 

задачи" (Куйбышев, 1988), "Математическое моделирование в
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геофизике" (Новосибирск, 1988), "Методы дискретных особеннос­

тей в задача* математической физики" (Харьков, 1989), "Акту­

альные проблемы вычислительной и прикладной математики" (Но­

восибирск, 1990), "Интегральные уравнения и краевые задачи 

математической физики" (Владивосток, 1990); на японо-совет­

ских симпозиумах по вычислительной аэрогидродинамике (Хаба­

ровск, 1988; Цукуба, 1990), на 16 и 18 Дальневосточных матема­

тических школах-семинарах (Находка, 1986,1988), на семинарах 

ВЦ ДВО АН СССР и отдела математических задач геофизики ВЦ CO 

АН СССР.

Публикаций. Основное содержание диссертации отражено в 

II печатных работах.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вве­

дения, трех глав, заключения и списка литературы из 87 наиме­

нований. Объем работы 130 страниц, в том числе 9 таблиц, 28 

рисунков.

II . КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дается обзор методов решения задач дифракции. 

Описана структура и краткое содержание диссертационной работы.

В первой удаве приведена постановка трехмерной стационар­

ной задачи дифракции акустических волн в горизонтально-одно­

родной слоистой среде на упругом включении; получены и иссле­

дованы интегральные уравнения задачи дифракции.

В разделе I Л  сформулирована исходная задача дифракции.

За д а ч а .  Найти^заданные в JD- и Л)е\ комплексно­

значные вектор-функции LLi и И &, удовлетворяющие уравнениям

^ a u 1 +(А+дОv { v U1) + p i H i =D, х е Di ,  (і)

U b = V V  , X e  J)e ч Se , (2)

Д 9  + Kz Ф = о, X е De\Se , (3)

C f  - [ $ £ ] *  . (4)
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условиям излучения на бесконечности для ф  и условиям согла­

сования на S

Pt Ctt = ( Ф  +  Ф о ) , T w U t - -  «Po). (5)

Здесь D 1 , D e -  внутренняя и внешня области пространства 

R 3 , разделенные замкнутой поверхностью S  класса Гельдера

т  + Ц > 1 \  ^ ( х \ х г, х П ;  р г
’ ' ’ ' /2^ - внешняя

нормаль к .S ; CO - круговая частота колебаний; А  » > J3C-

- константы Ламе и плотность включения; /< 2 =  CO (CO + L^)/Cz-
- квадрат волнового числа, IVvi Y и C- - кусоч­

но-постоянные и кусочно-гладкая функции от , описывающие

распределение плотности, коэффициента поглощения и скорости 

звука в жидкости; объединение плоскостей разрывов р  ,

І "  c I s n s e = P ;  4 - { f a ’ W ‘ - I f ) '  b-v*:
Ц- и LL& -  амплитуды полей смещений проходящих упругих и 

дифрагированных акустических волн; ЯР и Ф с - потенциалы полей 

смещений дифрагированных и падающих акустических колебаний;

T  lnlUi = Z r ii +U ffZ i) +/Ytfx(V-Wt).
О Hs

В разделе 1.2 исходная задача дифракции сводится к СИУ. 

Решение задачи (I) - (5) ищется в виде

= I G (X .  , х £ D i f (6)
S

Ф (X) = J  r ( x , y ) v ( ! ^ ) d s ^  , X & ] ) e\ S e ,
S

где = ( "5і . ^  )» ^ - неизвестные поверхностные

плотности вспомогательных источников, &  и Г - фундаменталь­

ные решения задач (I) и (3) - (4).

Переходам к пределам в (6) при X -*■ S снаружи для ф  и

(



изнутри для LL і  и подстановкой их в соотношения (5) получается 

СИУ

S S

X І Г(х,у)у(y)cLSy =  - J ^ w 2F l(X )  Ф 0(х ),х є 5 .(7 )

Система (7) в покомпонентной записи состоит из одного уравне­

ния Фредгольма второго рода со слабыми особенностями в ядрах 

и трех сингулярных интегральных уравнений относительно четы­

рех неизвестных функций '5 i  , , ^ 3 , У .

В разделах 1.3 и 1.4 проводится исследование полученной 

СИУ. Анализ структуры интегральных уравнений позволяет сде­

лать вывод о том, что индекс системы (7) равен нулю. С учетом 

этого факта методами теории потенциала доказывается теорема.

T еорема I .I .  Пусть W  не является собственной частотой 

задачи

А Ф  + к АФ = 0,  х е , ф = 0 , х е S .
Тогда СИУ (71 однозначно разрешима при любой правой части

формулы (6) дают решение исходной задачи.

В главе 2 рассматриваются основные аспекты применяемого 

численного метода решения исходной задачи дифракции. Аппрокси­

мация системы (7) СЛАУ основана на использований идей метода 

X  - гладкого приближения функций многих переменных гладкими 

финитными функциями, образующими разбиение единицы и сглажива­

ния ядер с особенностями при помощи функций ошибок. Метод дос­

таточно просто реализуется на замкнутых поверхностях и позво­

ляет отыскивать приближенное решение с хорошей точностью при

ф0£Сг+і(^,|^£ C£"Ĵ ((S) , м + fi> £+ьі> I 

r L и
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сравнительно небольшом количестве точек дискретизации.

В разделе 2.1 способ численного решения СИУ излагается на 

примере одного уравнения, имеющего вид

CL(x)v(x) + iK(x,y)Hy)ciSu = {[х)7 Xt S ,  (8)

S

где CL , К  , 4  -  известные функции, ядро К  допускает пред­

ставление К = K 0 + К £ , K0 - °ДН° из выражений * f

д  , & І Х -  У' I  ̂̂ -I , К , Р £  [ 1 , 3 ] , (9)

д п хдх* д п Уд)(1<'дх.р
K i - гладкая на £  функция, у - неизвестная плотность. 

Строится покрытие поверхности S  системой і  S ; \ ^
I

окрестностей узловых точек Х.і Є S , S i  = £ ц £  k[Jt

к і  -  положительные числа. Вводится | Ї ; \ L - L  “ mhOw8ctb0 

функций, образующих разбиение единицы на S

Vt(X)- ¥ /60/ [  Z
/V

1̂e ЧК , 2  Цк[х)= I V X є -S',
К =i

(Н  K' ^ IX t -X jJ ,  , ІІ4(2 ї ї )'% ,4 h l ^ h  °»

S '
L (  j r  I  K j  I x c - ^ l  1

& і = 6 - = (  £ ТГ /̂V/151)ИЛИ

Ч і - i V i c L S  , h ' . h  - положительные числа зависящие 
£

от А/ , Цо -  не зависит от Л/ , I £ I - площадь ,S’ . Тогда 

СЛАУ
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N

Z  [ Ci J v i  + ( І ц  +  K y ) ч -J Vj = ї ї ,  L = C m

будет аппроксимировать уравнение (8 ). Здесь S 'c j -  символ 

Кронекера, I tj - интегралы вида

I L} =  J J  K 0 ( X f t i ) Y i ( X ) Y j ( I J ) I i y d x  , (IO)

R R

сI 1 = C L l x i ) ,  K i j =  K i ( X ^ X i ) ,  J c - J W i d S y i 

%  їх) ш ф г  е х Р [ = * % & ) ,  X ^ * :

Интегралы (IO) находятся аналитически в разделе 2 .2 .

Ядра интегралов СИУ (7) представляются в виде суммы двух 

слагаемых, одно из которых содержит особенности вида (9) при 

совпадении аргументов, а другое гладкое. С учетом этого, в 

разделе 2 .3 , по изложенным в разделах 2.1 и 2 .2  правилам, сис­

тема (7) сводится к СЛАУ.

Раздел 2 .4  содержит алгоритмы расчета правых частей систе­

мы (7) и функции Грина слоистой среды F (X , Lj.) . Способ расче­

та F  играет большую роль в численной реализации интегральных 

уравнений задачи дифракции. От его эффективности во многом за­

висит эффективность метода в целом.

Функция F  представляется в виде интеграла Фурье-Бесселя 

Oo  і

Пх,|#)=г-Ц-т, ш ,
4  x , a € R . \

где H  - функция Ханкеля I рода нулевого порядка 7

г '  = [ ( х ‘ - ¥ ‘ )‘ +(*‘ -у* )‘ J *
а функция X. является решением задачи

9



-Э / і ІС-) (Iz-Kz) г - Stv3-U3) 
дхЛр дхЧ J  Iх У

[ ̂  1 = [ M t* ] = О , X і £ Se . ^ m Z  = О .
У wx X 3-r ±

При кусочно-постоянном волновом числе для вычисления функ­

ции Ъ  используются рекуррентные формулы. Вычисление интегра­

лов Фурье-Бесселя проводится в комплексной плоскости. При э^ом 

интегралы с бесконечными пределами преобразуются к интегра­

лам по конечным отрезкам. Это позволяет достаточно быстро и 

точно их рассчитать. Рассматриваются аналитические свойства 

X- і что необходимо для выбора лучшего пути интегрирования.

Глава 3 посвящена математическому моделированию акусти­

ческих колебаний в слоистых средах с трехмерными упругими 

включениями. Вычисление коэффициентов полученной СЛАУ требует 

не только предварительного построения сетки на поверхности 

включения, но и проведения параметризации поверхности в окре­

стности калщой узловой точки.

Одним из путей расширения возможностей численных алгорит­

мов является сведение СИУ на произвольных поверхностях S  if 

СИУ на "стандартной" поверхности S * .  В разделе 3.1 рассма­

триваются "звездные" поверхности, !{оординаты их точек опреде­

ляются через координаты точек трехосного эллипсоида S  по 

формулам

(У 4» У * iJ 3J =  R  ’ lL )  (a i  и н  в ш  У, Cii. л і п & ш Ч  COl 0),

г*9 O S  Q S  л ,  O S V S Z n ,  R  > 0  .

В разделе 3.2 проверяется алгоритм решения исходной зада­

чи дифракции. Для тестирования используются краевые задачи 

математической теории упругости и акустики с известными точны­

ми решениями, а также решение задачи дифракции плоской акусти­

ческой волны на упругой сфере с помощью разложений в ряды по 

сферическим функциям Бесселя и полиномам Лежандра. Рассчитан­

ные значения функции Грина (III подставляются в конечно- раз-
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ностнью соотношения, аппроксимируипгие уравнение (3) и условия

(4) на Se .
В разделе 3.3 приведено описание программного комплекса 

на ЭВМ, в котором реализованы рассмотренные алгоритмы.

В разделе 3.4 представлены результаты математического мо­

делирования акустических колебаний в горизонтально-однородных 

слоистых средах с трехмернши упругими включениями. Они позво­

ляют судить о физических и геометрических характеристиках вмэ- 

щапцих сред и включений.

В заключении формулируются основные результаты работы:

1. Методом потенциалов получены удобные для численного 

решения сингулярнне интегральные уравнения, доказана их одно­

значная разрешимость и эквивалентность исходной задаче диф­

ракции.

2. Разработан и реализован на ЭВМ в виде программного ком­

плекса сравнительно простой численный метод решения получен­

ной СИУ.

3. Проведена проверка правильности, точности и сходимости 

предложенных алгоритмов, реализованных в программах для ЭВМ.

4. С помощью программного комплекса осуществлено математи­

ческое моделирование акустических колебаний в слоистых средах 

с трехмерными упругими включениями.
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