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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА

Актуальность темы. В предлагаемой работе рассматривается 

вычислительная проблема приведения произведения отражений Xayc- 

холдера к каноническому виді '.

При решении задач линейной алгебры во ’многих случаях ис­

ходная матрица ортогональными преобразованиями приводится к то­

му или иному каноническому виду. Применяемые преобразования - 

отражения Хаусхолдера и вращения Якоби. Узким местом этих мето­

дов является трудность прогноза количества потребующихся враще­

ний, что приводит к неопределенности объема оперативной памяти 

JBM /OiI/ для размещения вращений. К тому же вращений может быть 

так много, что возникает проблема их размещения в ОП. Чтобы из­

бежать перечисленных проблем, можно воспользоваться приведением 

произведения отражений к каноническому виду, позволяющему отка­

заться от хранения преобразований вращения.

Вследствие изложенных причин разработка и исследование 

численных свойств алгоритмов приведения произведения отражений 

Хаусхолдера к каноническому виду является актуальной задачей.

Цель работы. Целью настоящей работы является разработка и 

исследование численшх свойств алгоритмов, приводящих произ­

ведение отражений Хаусхолдера к каноническому виду.

Научная новизна. Выполненная диссертация является развити­

ем и продолжением работы Куппена fl'J по приведению произведе­

ния отражений к каноническому виду. Новыми в ней являются алго­

ритмы повышения индекса и компенсации произведения отражений. 

Производится тщательный анализ разработанных алгоритмов. Пред­

ложена специальная функция, позволяющая обеспечить отсутствие 

чувствительности алгоритма повышения индекса к ошибкам вычисле­

ний. Доказанные оценки точности выполнения алгоритмов повышения 

индекса и компенсации отражений позволили получить оценку точ­

ности выполнения алгоритма приведения произведения отражений к 

каноническому виду.

По алгоритмам повышения индекса и компенсации произведения 

отражений написана программа изменения индекса произведения от­

ражений.

Практическая ценность. Применение программы изменения ин­

декса произведения отражений совместно с процедурой отражения 

вектора обеспечивает приведение любого произведения отражений 

к каноническому виду с гарантированной точностью. Это позволяет



преодолеть трудности, связанные с размещением ортогональных 

преобразований в OIl вычислительных машин.

Методы исследования. В диссертации используются методы 

численного анализа, заложенные в работах Д.Х.Уилкинсона, CJt. 

Годунова и др.

Апробация работы. Основные результаты докладывались на 

научных семинарах ИМ CO АН СССР (г. Новосибирск), ВЦ CO АН СССР 

(г . Новосибирск), на кафедре вычислительной математики Волго­

градского государственного университета.

Публикации. По теме диссертации опубликована одна работа

Cl].
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вве­

дения, двух глав, двух приложений и списка цитируемо^ литерату­

ры. Работа занимает 105 страниц машинописного текста, включая 

три таблицы. Список литературы содержит 18 наименований отече­

ственных и зарубежных авторов.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дается обзор литературы, содержащей описание 

методов, приводящих к задаче приведения произведения отражений 

Хаусхолдера к каноническому виду, обсуждаются актуальность, но­

визна и цель работы, излагаются содержание и основные результа­

ты диссертации.

Первая глава состоит из пяти параграфов.

В первом параграфе вводится понятие канонического произве­

дения отражений Хаусхолдера и доказывается лемма о представле­

нии произвольного ортогонального преобразования в виде канони­

ческого произведения отражений.

Пусть 6i},, ,) Qfl - ортогональный базис вещественного ев­

клидового пространства . Отражение Хаусхолдера

I  - Sppfptр называется элементарным ортогональным преобра­

зованием индекса L (ІП (Pj=U) - Vjci p*ej-0,p*&*0.
Произведение отражений (Z П) называется канони­

ческим, если индексы отражений упорядочены отношениями:

U(P1)C ...Clfl(Pt)i
Лемма I Л .  2. Всякое ортогональное преобразование в R n 

имеет единственное представление в виде канонического произве­

дения отражений.

Цель Еторого параграфа - установление свойств произведений 
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отражений, которые затем'будут положены в основание алгоритма 

приведения произведения отражений к каноническому виду.

Пусть векторы CL и S образуют отнормированный базис в 

плоскости п . Преобразование вида

w г Л IsoJJ-IHtit 1 „ *
S  = I Ча! SjbinI !cosf-1 J(ClSd)

осуществляет поворот векторов, лежащих в плоскости /7 , на

угол и называется вращением Гивенса плоскости /7 .
ЛемМа 1 .2 .2 . Произведение отражений PQ = (1~рр JiI-(Jf) 

есть вращение плоскости f}~Jl(p̂tf) на угол f  2/-pCj,
Лемма 1 .2 .3 . Пусть P-I-Ppf и O=I-^f - отражения 

Хаусхолдера и вектор У, є Л(Р/ф)( ІІМ.Ц- №) . Определим векторы 

P=H-IiUtJp и II-ICttVq , тогда *

т щ р н ш * р в .

Лемма 1 .2 .4 . Пуоть Р~1~рр* и Q=I-(jCj* - отражения 

Хаусхолдера и I/ - произвольное вращение плоскости П'ЖрЦ). 
Определим векторы p~Up и Q- JJQ . тогда

ІЇ- рр И І- Я 'ЬМ .

Лемма 1 .2 .5 .  Пусть Р~1~рр* к Q=I-^Q* - отражения 

Хаусхолдера индекса L и р fQ , тогда JJ пара отражений 

P ~1~рр* и Q-I-QQ*  таких, что

PS = PD. In(P)=UklO).
Лемма 1 .2 .6 .  Пусть векторы р  и (J , определяющие от­

ражения P - I - рр* И Q*l-qcj* , удовлетворяют условию:

Bp -QЦ & £ IlQlI , тогда

IJlP-OH 2£,
г.и-РЧНге.
3. Если p~(f » т0 Р0=1  •

В третьем параграфе формулируется задача приведения произ­

ведения отражений Хаусхолдера к каноническому вида и описывают­

ся средства ее решения. л л л

Пусть в ftn . задано произведение отражения P=Pf...Pri..,F jv, 

требуется построить последовательность отражений Pu .,.,Pv
такую, что Pi... P t '  P и Ia(P1) . • '  In(Pt).
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Поставленная задача решается с помощью применения трех 

операций:

1) операция упорядочения,

2) операция повышения индекса,

3) операция компенсации произведения отражений, 

содержание которых раскрывается в следующих определениях.

Определение 1 .3 . I .  Индексом произведения отражений 

P- Pi. . .  Pm будем называть и обозначать величину

In (P )^ M P tl1*1

Определение 1 .3 .2 . Если индексы отражений P и /? 
связаны соотношением In(P) > In(Q) , то замену отражения, 

описанную в лемме 1 .2 .3 , при условии IL-р  , будем называть 

операцией упорядочения произведения отражений (In (Q)* In(P)).

Определение 1 .3 .3 . Замену произведения отражений, описан­

ную леммой 1 .2 .5 ,  будем называть операцией повышения индекса 

произведения отражений Хаусхолдера.

Определение 1 .3 .4 . Замену произведения отражений тождест­

венным (см. лемму 1 .2 .6 , пункты 2 ,3 )  будем называть операцией 

компенсации произведения отражений.

В четвертом параграфе доказываются леммы, устанавливающие 

способы выполнения операции повышения индекса произведения отра­

жений. Рассмотрен вопрос чувствительности задач упорядочения и 

повышения индекса произведения отражений.

Лемма 1 .4 .1. Пусть Р =1~рр* и Q-I~(jj* - преобразо­

вания отражения Хаусхолдера, причем Ifl(P)=InLQ)-L и рФ Cj , 

тогда векторы р  и ^  , вычисленные по формулам:

p*PUq*j>p), f  = Up <Jit)) , w
/ - A / S ,  S- Ip f'ti-p -W it/i)**,

удовлетворяют соотношениям:

(Іур'Хі-Щ’)^РО. In (P)-і < In Ip.

Лемма 1 .4 .2 .  Пусть P  - J  ~ рр* и Q-J-CjCj* -  отражения 

Хаусхолдера, причем In(P)-In (Q) = L и р $ Cj , тогда векто­

ри р  и Cj , вычисляемые по формулам:
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р = І IUT-PfyHJ-B *3 V i l  f tPP » 
Oi = 2z/S , f i = - f i /S ,  S - I q f t  2?J1/3, L = f p ,  $ *  i* p ,  Z  = j p  + J f,  
Z*2/X,fi*- Z/X, X--Oi-TVi'2

удовлетворяют соотношениям

il-pp'HI'ffi’J-PQ, h(p)~i In (q).
b результате исследования показано, что операции упорядо­

чения и повышения индекса произведения отражена? не чувстви­

тельны к ошибкам окру глени?• В связи с этим устанавливается, 

что формулы леммы 1 .4 .2  нечувствительны к ошибкам вычислений, 

формулы же леммы 1 .4 Л  приобретают чувствительность к ошибкам 

округления, если p*Cjpi()[ > 0 , что накладывает ограничения

на область их применения.

Пяты? параграф посвящен описанию алгоритма изменения ин­

декса произведения отражения.

Алгоритм изменения индекса произведения отражений
А

1. ірЦііг-S, » если да, то Ij -(р*ф)г, и идти на 4 .

2 . Ilp- Sy/lS> (F3IMjII2 , если да, то X - 2 Hp ~(ГОIl2 , и идти 

на 4 .

_  J  I ,  если p*ij>0
V ~ I -I, если p*(J 4 О,

3. Выполнить компенсацию отражений P  и Q и идти на 10.

4 . KfiU d jH p / , если да, то выполнить RS и идти на 9 .

5 . Ipit <■ Sp НрН , если да, то выполнить Rty и идти на 8 .

6 . Р*ЦPiCji £г 0 , если да, то выполнить R1 и идти на 8 .

7 . Выполнить алгоритм R 2  .

8 . р  = 11/(1 UiU f2.

9 . f  = 1ї/(± V*F)i/3.

10. Конец.

В памяти ЭВМ число X с плавающей точкой представлено 

парой чисел: мантиссой ҐП и целочисленным порядком К
причем X- т  , у - основание системы счисления,

X~Um £ 1 .П р и  выполнении алгоритмов R1 и R 2  использу­

ется специальная функция

Л у )_у  0 _  J если R четно

fl i O • с  =  I  -5, если к нечетно.
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Ее применение с использованием повышенной точности вычислений 

позволяет обеспечить гарантированную точность выполнения алго­

ритмов R1 и R 2 .
А

Ьеличинн (P1 я S характеризуют близость векторов р
и д , и их подбор должен быть осуществлен так, чтобы обеспе­

чивался контроль за порядком Хм. - машинным результатом вы­

числения X • Кроме того, О должна удовлетворять еде од­

ному требованию - погрешность компенсации должна быть равна 

или несколько превышать погрешность выполнения алгоритмов Rl
V R2 . ш б о р  4  и 4  осуществляется из зтих же' сообра- 

SeHH4 . Значения а г .  / '  и 4  -за висят от размера

разрядной сетки и устанавливаются во второй главе.

Алгоритм R1 основан на реализации формул леммы 1 . 4 . I.

Алгоритм RUpiCjpiqi IO)

1. X = Pf +qt-PtQРійі , у= /W .

2. d= Cji/yK , j^- p c /y 1'3. ■

3 . Vj - </р/ +J (jj, j  - і* і, п .

4 . VTj - tiff +Jipj J j  z ft .

5. t -- VJtP , TLj =

6 . Конец.

В основу алгоритма P2 положены формулы леммы 1 .4 .2 .

Алгоритм P i ^  6}

Построение ортогонального базиса плоскости [}-$. (p!tf)

1. у  = M  , • •

2. Uj =Jpj+JHjjJ--Л.
3. J  = ? * # ,  Vj-SUj-Sfaj--U.

4. І$1Ґгг)"*, 2j = VjZSj J--I1 П.
Л»

Вычисление векторов р V. Cf

5. 9 * i*p ,  S*2?*<ji, у - / # .
6 . d  = S i / y i/21 J -  -Cji/IJ i/s.

7 . U j  s U T - JiM fy  , J s^rt-
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' 8 . Vj=Jfj * fih , I*

9 . Конец.

Алгоритм R3 использует результаты леммы 1 .2 .6  (пункт Р .  

Алгоритм яз

I . qc “ * •

2- Vj^ji J--1+1, П.

3. Конец.

Леммы 1 .2 .6  (пункт Л  и 1 .2 .3  служат для построения 

алгоритма R к
Алгоритм Rb

1. Uj = Cjj -p*iPj, /-  м •

2. p fO , Vj=Pj, J *£'і, *-

3. Конец.

Лемма 1 .2 .6  (пункт 2) указывает на возможность компенсации 

отражений с гарантированно!» точностью.

Вторая глава состоит из четырех параграфов и содержит тща­

тельное численное исследование алгоритма приведения произведе­

ния отражений Хаусхолдера к каноническому виду.

Одной из основных численных характеристик ЭВМ является 

число S 1 . Оно определяется следующим образом. Пусть 

Х--{х м. I Хм, > о  - множество машинных чисел с плавающей точ­

кой, больших единицы, тогда E1
В первом параграфе исследуется точность алгоритма повыше­

ния индекса произведения отражений R1 . Его результатом явля- 

.ется точность численной реализации алгоритма на ЭВМ. Пусть име­

ем исходное произведение отражений PQ . В результату, выпол­

нения алгоритма R1 получим произведение отражений (PQ)m ,

т и - т * б о ь .  ■

Целью второго параграфа является получение оценок точности 

алгоритмов R2 , R5 и Rk . Устанавливается такое важное 

свойство алгоритма R2 , как обеспечение построения двумерно­

го ортогонального, базиса плоскости вращения с гарантированной 

точностью, что позволило получить оценку точности его выполне-
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ния:

v L  -P h iU  65л .
Наряда с эт>та показано, что выбор в качестве ^  и 

констант b9£t и Qf. SS1 обеспечивает выполнение алгоритмов 

R3 и Rk с тсчностье, описываемо?1 неравенствами:

IWu-Qh Ide1, 

HPQU-PQUIOH1. о
В третьем параграфе устанавливается, что выбор: О- SDS1, 

обеспечивает гарантированную точность замены произведения отра­

жений тождественным:

H - P O h M e t.
В четвертом параграфе, благодаря оценкам, характеризующим 

погрешность выполнения операций, приводящих произведение Хаус­

холдера к каноническому виду, дается оценка точности канони­

ческого произведения.

Точности выполнения операций упорядочения, повышения ин­

декса и компенсации произведения отражений соответственно опи­

сываются неравенствами:

IieLP-PQUSj--Wc,,

I f f ib -P B U L -ж и- 
SI-PSlI * О, -IOKt .

Пусть для приведения произведения отражени" Г  к кано­

ническому вида- P  потребовалось выполнить: fly  операций

упорядочения, Пп. операций повышения индекса и ГІК опера­

ций компенсации произведения отражена” . Тогда справедлива оцен­

ка точности:

HPU -P h  HgOf  *PlnSn ~ n j,.

Автор выражает глубокую благодарность члену-корреспонденту 

С.К.Годунову за научное руководство и постоянную поддержку, а 

также В.И.Костину за полезные советы и замечания.
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