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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблемы, В современном машиностроении, прибо­

ростроении, строительстве применяются конструкции, имеющие форму 
тел вращения и содержащие тонкостенные и массивные элементы. 

Поскольку они как правило работают в условиях нестационарных, 

вибрационных нагрузок, представляется важной' проблеме определения 
частот и форм их свободных колебаний. Решение з той проблемы дает 

возможность получить информации еще на стадии проектирования, 

предупредить возникновение весьма опасных с точки зрения прочнос­
ти и надежности конструкций, PeaoHaHCHb1X явлений.

Задача определения частот и форм свободных колебаний упругих 

конструкций является достаточно сложной проблемой математической 

физики. Ее решение традиционными аналитическими методами ,связано 
со значительными трудностями, а зачастую и неосуществимо. Более 

целесообразным представляется применение численных методов ч ЭВМ, 

позволяющее не только определять виброчастотные характеристики 
сложных конструкций, но и автоматизировать сам процесс расчета, 

уточнять математические модели и т.д., т.е. проводить вычислитель­

ный эксперимент.
При расчете задач о свободных колебаниях прослеживаются два 

подхода. В первом массивные и тонкостенные конструкции исследуют­

ся на основе уравнений трехмерной линейкой теории упругости. К 

настоящему времени имеются многочисленные публикации, в которых 

в пространственной постановке с помощью «соленных методов прово­

дятся исследования свободных колебаний упругих тел. Расчетные 
схемы исследования колебаний конструкций, полученные из уравнений 

трехмерной теории упругости, используются в работах Я.М.Грк?орен- 
ко, Е.И.Беспаловой, А.Б.Китайгородского, А.И.Шинкаря, С.И.Богомо­

лова, С.С.JfyneHKO, С.А.Назаренко, В.H .Кислоокого, А.Д.Легсстаева,

А..С.Сахарова и др. авторов.
Достоинствами подхода, использующего трехмерные уравнения 

теории упругости, является его универсальность, предполагающая 

возможность точного описания тел сложной геометрии, Однако, для 

получения достаточно точных результатов необходимо применять 

густые сетки конечных элементов, идш же аппроксимации высоких 

порядков точности. Недостатком такого подхода явдртся.то что 

для получения достаточно точных результатов необходимо выполнять
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больше объвш вычислений, что требует привлечения больших ресур­
сов ЭВМ.

В том случае, когда конструкция состоит лишь из тонкостенных 

фрагментов, можно рассмотреть второй подход. Он характеризуется 
тем, что расчет задач о свободных колебаниях в применении к тонко­
стенным телам производится на основе двумерных уравнений теории 

оболочек. Исследования задач о свободных колебаниях оболочек про­

водились в работах И.Я.Амиро, Е.И.Беспаловой, В.В.Болотина,
Б.Н.Бублика, А.Т.Василенко, А.С.Вольмира, А.Л.Гольденвейзера, 

В.С.Гонткевича, Э.И.Григолша, Я.М.Григоренко, В.И.Гуляева, 
В.М.Даревского, В.А.Заруцкого, А.Б.Китайгородского, А.В.Хармишина, 

М.Ф.Копмтко, D.П.Жигалко, В.Б.Лвдского, В.П.Мальцева, В.И.Мячен- 

кова, Л.М.Огибалова, О.Д.Ониашвили, Н.Д.Панкратовой, В.Н.Паймуши- 
на, В.Я.Петрушенко, Я.Г.Савулы, П.Е.Товстика, А.П.Филиппова,
В.Фпоге, А.И.Икнкаря и др.

Применение соотношений теории тонких оболочек для расчета 

тонкостенных конструкций позволяет избежать те трудности вычисли­
тельного характера, которые возникают в случае применения числен­
ных методов непосредственно к уравнениям трехмерной теории упру­

гости. Тем самым несколько расширяется класс конструкций, которые 
можно расчитать, опираясь на существующие в настоящее время вы­
числительные средства. Однако, надо отметить, что теория оболочек 

в раде случаев неприменима для расчета конструкций, включающих в 
себя тонкостенные и массивные элементы. Применение же для расчета 
частот и форы колебаний таких конструкций трехмерных соотношений 

теории упругости связано с большими выделительными затратами, 
что может быть оправдано лишь для отдельных массивных участков 

конструкции. Поэтому развитие подхода, в котором используются 

две теории одновременно, представляется актуальным. В этом случае 

составная конструкция разделяется на массивные фрагменты, которые 
описываются трехмерной теорией, и тонкостенные фрагменты, описы­

ваемые теорией оболочек. Строится комбинированная модель "упругое 
тало - оболочка". Юиочевыы для таких моделей является вопрос о 
сопряжении фрагментов конструкции, описываемых различными теория­
ми. В рамках МСЭ ята проблема решается рядом авторов путем 

введения специальных переходных элементов ( transition finite ele­
ment)» которые представляются собой.естественное соединение чле- 

ментов трехмерного и оболочечного типов. В этом направлении для.



решения задач статики необходимо особо отметить работы Surcna 

Катета S., С.А.Акимкина, Г.П.Никишкова, Б.Д.Дробенко, Qao О., 
Citlpltloglu Е. , и др.

В работах С.А.Капустина, А.Н.Лаутова, Д.Н.Щуваева и др. ком­

бинированная модель для решения задач статики записана в в аде 

замкнутой системы дифференциальных уравнений с граничныьш условия­
ми на границе области и условиями сопряжения на поверхности сопря­
жения.

В работах Я.Г.Савулы и А.В.Дубовика построена комбинированная 
модель для решения задач статики тонхостеннцх пространственных 

конструкций. Здесь записан функционал потенциальной энергии со 
штрафом, минимизация которого эквивалентна решение краевой задачи 
комбинированной модели.

Вопросы расчета колебаний элементов механических систем на 

основе комбинированных моделей рассмотрены в работах О.Ф.Бориски- 
на, В.В.Кулибабы, О.В.Репецкого, Ф.Съярле.

Для решения задач о свободных колебаниях тел вращения эффек­
тивно применяется полуаналитический метод конечных элементов 
(ГИКЭ), весьма близкого к методу Л.В.Канторовича. Согласно Ш 9 

перемещения в теле представляются в виде ряде Фурье по полной 
системе тригонометрических функций вдоль окружной переменной. Ib 

другим переменным применяются кусочно-полиномиальные квадратичные 
аппроксимации IfiO: одномерные для теории оболочек и двумерные для 

теории упругости.
С помощью ШКЭ задача о свободных колебаниях конструкций 

вращения приводится к обобщенной проблеме на собственные значения 

для матриц больших размерностей.

Целью настоящей работы является:

- разработка нового подхода к решению задач о свободных колебаниях 

составных тел вращения, содержащих тонкостенные и массивные 

фрагменты, основанного на комбинированной модели "упругое тело - 

оболочка типа Тимошенко"; ,

- построение схем и алгоритмов полуаналитическбго метода конечных

элементов для решения задач о свободных колебаниях составных 

тел вращения; .
- создание на основе разработанного алгоритма проблемно-ориенти- 

рованного комплекса программ для расчета собственных частот и 

форм колебании составных тел вращения;
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- проведение численных экспериментов по исследованию сходимости 
и точности разработанных численных методов решения задач на 
собственнее значения;

- исследование частот и форм свободных колебаний ряда конструкций, 
имеющих важное практическое скачение.

Научная новизна. В работе получены следующие новые результа­
ты:

- построен вариант разрешающих уравнений комбинированной модели 

"упругое тело - оболочка типа Тимошенко" для исследования час­
тот и форм свободных колебаний составных тел вращения, содер­

жащих тонкостенные и массивные фрагменты;

- построены и исследованы функционалы комбинированной модели без 
штрафа и со штрафом, получены уравнения Эйлера соответствующих 
функционалов-;

- б осесимметричной постановке для случая массивного тела,сопря- 
женнсго с цилиндрической оболочкой,доказана положительная опре­

деленность оператора комбинированной модели со штрафом и схо­
димость решения этой задачи к решению комбинированной модели 
без штрафа;

- в рэмках комбинированной модели разработан единый подход для 
решения задач о свободных колебаниях составных тел врпценкя;

- не тестовых примерах, имею щ их решения, полученные другими мето­

дами, исследована точность и сходимость построенной схемы, по­

лучены апостериорные оценки, проведено сравнение результатов;
- составлен комплекс программ для определения частот и форы сво­
бодных колебаний составных тел прощения;

- исследованы сложные инженерные конструкции вращения, содержа­
щие тонкостенные и массивные фрагменты.

Достоверность научных результатов обеспечивается строгим 
математическим обоснованием ислользуемых вариационных постановок 
для решения задач о свободных колебаниях и разработанной схемой 

метода конечных элементов; сравнением полученных решений для тес­
тевых примеров с аналитическим решением, анализом приближенных 
решений, полученных на разных конечноэлементных сетках, сопостав­

лением с результатами, полученными по теории упругости и с экспе­

риментальными данными*
Практическая ценность работы заключается в создании и реали­

зации на ЭВМ эффективного подхода к определению частот и форм

- O -
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свободных колебаний составных тонкостенных и массивных конструк­

ций вращения сложной геометрии, создания программного обеспече­
ния для решения и анализа рассматриваемых задач. Диссертация вы­

полнена в рамках планов научных исследований, госбоджетнсй и хоз­
договорной тематики кафедры прикладной математики, Республикан­

ской комплексной научно-технической программы "Материалоемкость", 
утвержденной постановлением Совета министров УССР от II.CT?. 1986г.

№ 250. Некоторые результаты внедрены в практику инженерного 

проектирования на научно-производственном объединении. "СРИШ"

(г.Москва).

Созданное программное обеспечение может применятся при расче­

те частот и форм свободных колебаний широкого класса составных 
тонкостенных и массивных конструкций.

Апробация работы. Основные положения и отдельные результаты , 
диссертационной работы докладывались и обсувдались на следующих 
научней семинарах и конференциях: семинаре-совещании "Проблемы 

оптимизации б машиностроении" (Харьков, 1986 г.), на И Всесоюзна»» 
семинаре-совещании молодых ученых "Актуальные проблемы механики 

оболочек" (Казань, 1988 г.), Всесоюзной школе-семинаре "Программ­

ное обеспечение прочностных расчетов сложных машиностроительных 
конструкций" (Москва, 1989 г.), Шксле молодых ученых "Численные 
методы механщрй сплошной среды" (Абакан, 1989 г.), конференции 

/'Оптимальное проектирование неупругих элементов конструкций" 

(Тарту-Кязрику, 1.989 г.), ХУ научной конференции молодых ученых 

(Киев-Кийлов, 1990 г.), ХУІ научной конференции молодых ученых 

(Ккев-Кийлов, 1991 г.), на Ш Всесоюзной конференции "Механика 

неоднородных структур" (Львов, 1991 г.).
Диссертационная работа в целом обсуждалась на научном семи­

наре кафедры прикладной математики ЛГУ, проблемном семинаре фа­

культета прикладной математики.
Публикации.Основное содержание диссертационной работы отра­

жено в 9 статьях и тезисах докладов конференций.
Объем работы. Диссертационная работа состоит из 163 страниц 

текста, в том числе 19 рисунков, 12 таблиц, и библиографический 

список, включающий 155 наименований литературных источников совет­

ских и зарубежных авторов.
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К?АТК£* одержиш дшскршда

Во введении кратко анализируется современное состояние проб­
лем расчета составных тонкостенных и кассиьных конструющй враще­

ния, приводится обзор работ по теме диссертации, обосновывается 

задность и актуальность вопросов, составляющих предмет изучения, 
!элокены основные научные результаты, которые выносятся на защиту. 

Дана аннотация диссертации по главам.

В цервой главе приведены разрешающие уравнения линейной ieo- 

ран оболочек типа Тимошенко и линейной теории упругости. Для них 

записаны вариационные постановки задач о свободных колебаниях для 
?ел вращения. Построена разрешающая система комбинированной моде­

ли "упругое тало - оболочка типа Тимошенко". Пусть тело вращения 

занимает область S i - STl Тогда задача о свободных коле­
баниях предлагаемой комбикисовакной модели включает в себя сле̂із- 

£»е соотношения:

- соотношения теории оболочек типа Тимошенко, действующие в обЛас- 

« & Ї Ct1C a 4Mj

D 4iQf5 0 V COa M t 0 ULli^ O  ; oi4,vf € b ^ t ; ( і ) 

g w  •  6 Ш  . OtllV f e g 4 J ( 2 )

; ( з )

- соотношения трехмерной линейной теории упругости, действующие 
в части SSii  области S2 = S t i4 I l S i 1

=  { x , Z ty>: t, I  €  Q 8M ,  0 4 ^  ;

OD1M w LLw  * о; Ч ,г ,у €.0>г', ( 4 )

G*cw =  C w  j ( 5 )

t W  » D c4*' U.W ; t,г .^Йг  ; < 6 >
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одиородиіа грмлгашв условия на частях границ Pi ,

СC ''tt

U ?

< С

О ;

Q W  . . It)
а 'X = O  ; 

. W  CWt- K O

et*.y*r;W ; ( 7 )  

O t n f r iw J ( 8 )

CFGrtfw -Oi г,М еГ4СО; (9)

а, = Q a U. * О ; г , 2 , ^ е Г г'л); < 10)

- условия упругого сопряжения на поверхности сопряжения

Г." * а, Пй; = {i.,<j>e Г™, - Vi 4 4,й Vs } ;
G f  Uu1 = -С,т, («О G1tV w ; ( и )

где

J
■Чі

G 5 U s) G f  G f V w  dac. = G“<3"4 ; < *•>

Q a ^ * )  =

і О О olj О
О I О О dj
О О -і о о

Здесь через с£* , Ч/ обозначена система ортогональных 

коордикат области £?>«. ; 1  , г , if система щшяздрическиж 

координат области S c a ( - окружная координата); через

■К. обозначена толщина области CL* , которая значительно 

меньше других размеров Q t  ; со - неизвестная круговая

частота; , B^al , D ^ 5 - матрицы дифференциальных

операторов; Си> , C w  , M w , M cii - матрицы физических 
констант. Векторы (JLU) , IXlti, £ u > , F,M , tf w  , (S*w  пе­

ремещений, деформаций, усилий-моментов и нацряжений имеют вид



T IO -

. ULw M  < ,  U ^.у 'и -їГ У ; U.w » ( a « a «  а?Г;

)т;

- e Ci> « C еї., е ^, fiS , * £ 4  , 8 £ «  )т;

S a l =  ( T t(t), Т «, S u ', Q lf ,  Q t?, M l u, МІ°, НІІ) )т;

ЛгЧ*) I (-JW Л*ІМ /VW  rt)W \T
О = V O w  , « ї ї  , , C llf , O il , ) .

На границах P1 • Г£м иГГиГ  ̂ и Г4=Гаи’иГги>иГ4и> облас­

тей і и SSi заданы соотвзтственно триедры ,

t. j и >?4. , , 1̂ s ( ^ i  i 't-і - нормаль и їакгенци-
альная нормаль к срединной поверхности о£ а = 0); G nĉ  , Q t̂ , 

Q ^ w  , G t̂  - матрица направлявших косинусов триедров. На по­
верхности сопрякения !У** между векторами задана зависимость

'Jt -̂ 5 = ̂ -5ч
Исходя из вариационных задач теории оболочек типа Тимошенко 

и теории упругости, записаны вариационная, задача комбинированной 

модели

F ( 1-0 —“■ naLrv. при условии ^  LLt M LI dStj = 1 , (  13 )

R a ) = ] ( ^ V u ' ) 4 tC M D ^ d S J ^ t o f C ' X a w d f i a

на множестве векторов U.W €’[HW ( £?*)]*. ,1 IXuj^ [ Н* *( Ь2а)], удов­
летворяющих соотношениям (8), (10), (II),. а также вариационная 

задача комбинированной модели со штрафом

FeAu. в) — «•- nxlrv пр; условии ^ U t M  W  d &  = i,( 14 )

F . l u J . P l a , ) 4 ^ G M * G ; G W ) W < C u S

на множестве векторов H W (S?i)jS, U.Cl)€ [ ( Q 2)I* удовлет­

воряющих лишь условиям (8), (IOi).
Получены уравнения Эйлера функционалов (13), (14). Показано, 

что задача о свободных колебаниях эквивалентна вариационной зада-

г(і> с<‘> г*** C 1
» 0 I t , t.«, с«  »

:U> .<i>
» w> *• її



че (ІЗ) при дополнительных условиях на поверхности сопряжения, а 
также эквивалентна вариационной задаче (14) при дополнительном 

условии стремления к нулю параметра штрафа б
Рассмотрен частный случай задачи о свободных колебаниях мас­

сивного тела, сопряженного с цилиндрической оболочкой, в осесим­

метричной постановке. Сформулированы вариационные постановки ком­

бинированной модели со штрафом

Rs (U^)-*mln., U e ^ V  при ( M a 0, U,e)=l, G-^O1 © > 0  , ( 15 )

( A e I U ,  и *)- ( A U eiU e ) + -|-(Atl>u e , u.e ),

(A u e, и.6) - (А «а ?. u (S ) +  ( A w U ? , а ? ),

(Mae1Ue) -ImwUcS, UwM m wUS, и.?), 
V . { a e = K ' , C ) :  U ^ ( U w 1V w ) P ,  

Hw(SS1)]5, 'Д' StHw(SJs)Ij , a“ e = о ,

u!SU - о ,  г , г  є Г ” , u.‘ “  ( t ) - w . “ ( t ) - ] ( S ( t S - o } ;

S2t = { - I i : 0 4 «Cl 6 f  } S3»
и без штрафа J

F ( U w ) — *• ГП.І.П. J U ltS V jf, (М  LLw, U w) = I j ( 16 ) 

F1 ( L l w ) = ( A L L j t 1 L L w ) 1

V . . { u . - { u “  u £ ) :  и » . ( і С < , * « ) ,  a “ . ( a « , u S ) ,  

U1M H w(H1)]'*,u.“ «[Hw(a.)J*, 
х . г е Г Л  u.“  ( t ) - y « ( l ) . y S ( l ) . o ,

U ^ »  = W w '(о) на. Гаи) - V a  * °̂з ^ .
B (15)-(16) под понимается срединная поверхность

цилиндрической оболочки радиуса R  , длины . Iv -

толщина оболочки, A tt* , - матрицы дифференциальных опера­
торов теории оболочек типа Тимошенко и теории упругости,



(Л(’\д., U.) - отрафкое слагаемое; M t , M t  " матрицы 
физических констант, граница [Ttv прямолинейна. Обозначим 

черад CO в » О * - минимальные значения функционалов Fe (Ue) . 
P  (LL*) .

Имеют место следующие теоремы.

JfeMMa. Операторы комбинированной математической модели Д g 
и M  симметричны

(Ава Д )-(а ,А вй), V i l c V ,  

(M a l I ) - I u l Ma).
Теорема I. Операторы комбинированной модели А§ и M  

положительно определены

( A*e u , u )  >  с \ !I и.Ho,а , 

где ( M u , , u )  >  Ctllati40ta ,

I u - C  = J j a f , O J f f i , +  ] ( a f - * " * ♦ $ “■)d o t . .

Теорема 2. Решение задачи о свободных колебаниях комбиниро­
ванной модели со штрафом COae сходится к решению CO** ком­
бинированной модели без штрафа

(, CO» —  CO© ) — - о , 0 — 0

Теорема 3, Для любого к -го собственного числа оператора 
комбинированной модели со штрафом (Оке место неравенство

«к » >  «кв ,

где CO - к -о®, собственное число оаераюра комбинирован­
ной модели без штрафа.

Вторая глава посвящена разработке единого подхода к построе­
нию схемы ШКЗ в рамках комбинированной модели .для решения задач 
о свободных колебаниях составных тел вращения. Согласно ПМКЭ пере­
мещения в теле представляются в виде ряда Фурье по полной системе 
тригонометрических функций вдоль окружной переменной. Xlo другим 
переменным применяются кусочно-полиномиальные аппрокзимации МКЗ.

Меридиональные сечения StS ж и областей SS1 и Q a
разбиваются соответственно на одномерные и двумерные квадратичные 
КЭ и  . Искомые вектора перемещений на SStMl и Q m,;

-  12 -
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иыеют вед

• * Ct) J4^  к
U-Jr 158 X-I Ф т  N  С) Mll >

, n̂ fc0 * ( Jrj \

а « - £ Ф : н 1‘ Ч Ч ,
1« ш "* ° г

где C^mi г q,«t - столбца неизвестных узловых значений компонен­
тов векторов U-ĉ  и ULt0 ; ф^' и ф^г) - матрицы, составлен­
ные из тригонометрических функций, которые составляют на проме­

жутке С 0,2*3 полную ортогональную систему функций; N Ci>, N t*'~ 
блочно-диагональные матрицы слпроксимациошшх полиномов.

Благодаря введению условий упругого сопряжения (II), (12), 
схема /MO комбинированной модели свободна от.необходимости 

использования переходных элементов. Сопряжение мевду телом Srtj 

и оболочкой осуществляется путем стыковки конечных элемен­
тов и Q im1 в узлах, геометрические координаты которых
совпадают.

Для минимизации функционала со штрафом (14) поверхность соп- 
ряления разбивается на поверхностные КЭ, на которых вектор
перемещений в узлах сопряжения представляется в виде

. (їв' 

U w  = ф «  N  у *  .

Учитывая (18), штрафное слагаемое функционала (І4) представ­
ляется в виде квадратичной формы

H t-, K l 11V  • _  _  _ т

где Кт - матрица размерности [14x14] ,Cjr* ^ l ) "  вектор 
узловых неизвестных на границе сопряжения.

Минимизируя функционал (14) с учетом ортогональности базис­
ных функций на промежутке [ О, 2Х] , приходим к L обобщенным 

проблемам на собственные значения

~  = о , ITt=O,I,...,L , ( 19 )

которые решаются методом итераций в подпространстве.

•Здесь K e m  И Нет - матрицы жесткости и масс, ̂ ( ( j U , ^ 1)' .
тестовых примерах, имзющих аналитическое решение, прове­

дено детальное исследование точности и сходимости построенной 
схемы. Приведено сравнение частот, полученных по теории оболочек
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типа Тимошенко и линейной -теории упругости с аналитическим реше­
нием; получены апостериорные оценки.

На примере расчета оплошного цилиндра, сопряженного с полым 

цилиедром (рис.1) исследуется зависимость собственных іастот 

X k = 10в/2Ж  от параметра штрафа P  . Для этого же- примера 
приведено сравнение решений, полуденных по комбинированной модели 
со штрафом и по теории упругости  ̂ (табл.1).

В третьей главе описаны основные характеристики программного 

комплекса СОН Б ,ориентированного на решение задач о свободных 
колебаниях составных -тел вращения и реализация их основных этапов 

на основе схем ПМКЭ. Приводятся некоторые характеристики и опи­
сываются возможности программных модулей. Все модули записаны ка 

алгоритмическом языке Фортран. Работа комплекса организована в 

рамках операционной системы ОС для ЭВМ серии ВС.

Для всех конструкций, приведенных в главах 2 и 3, объем 
входной информации сведен к минимуму и определяется полностью 
инженерной документацией для рассматриваемых объектов.

Основные общие этапы вычислений на основе использования полу- 

аналитического метода конечных -элементов при решенин рассмотрен­

ных задач представлены на структурной схеме программного комплект 
са C O M B  (рис.2).

В этой же главе рассмотрены задачи об определении частот и 

форм свободных колебаний сложных составных оболочек вращения, 

встречающихся в инженерной практике. Исследована зависимость ре­
шения .'от сгущения сетки КЭ.

Построенная комбинированная модель используется для расчета 

сложной конструкции вращения (рис.З), которая содержит одновре­

менно массивные и тонкостенные фрагменты. В табл.2 приведены зна­

чения частотного параметра X  к для различных способов зак­

репления массивного участка конструкции. Это решение получалось 

при разбиении данной конструкции на 28 двумерных и 27 одномерных 

квадратичных КЭ, система уравнений включает 605 степеней свободы. 

Общее время использования центрального процессора ЭВМ Ей 1045 

для получения решения задачи по комбинированной математической 

модели составило II минут времени работы центрального процессора,

В заключении сформулированы основные результаты и приведены 

некоторые выводы:
I. Исходя из соотношений линейной теории оболочек типа Тимо-
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Табл.I

m
теория
упругости

•X*

K M  
б- M O ' 1* 

A k

в* M O ' 1*

A k

K M  
9 - і -  ІО'11 

■ A k

■ 0

0.6419 IO4 
0.7449 IO4 
0.3551 IO5 

0.5457 IO5

0.6420 IO4 

0.7443 IO4 
0.3551 IO5 

0.5448 ItP

0.6421 IO4 

0.7444 IO4 

0.3551 IO5 

0.5449 IO5

0.6544 IO4 
0.7444 IO4 
0.3551 IO5 

0.5449 IO5

і

0.7006 IO3 

0.7806 IO4 

0.2II5.I05 

0.40II IO5

0.7023 IO3 

0.7790 IO4 
0.2109 IO5 

0.3996 IO5

0.7024 IO3 

0.7790 IO4 

0.2109 IO5 

0.3996 IO5

0.709Є IO3 

0.7799 IO4 
0.2II0 IO5 

0.4001 IO5

2

0.9655 ICf1 
0.1979 IO5 

0.3342 IO5 

0.4852 IO5

0.9617 IO4 

0.1964 IO5 

0.3307 IO5 

0.4792 IO5

0.9618 IO4 

0.1964 IO5 
0.3308 IO5 

0.479В IO5

0.9643 IO4 

0.1973 IO5 

0.3324 IO^ 

0.4818 IO5

Табл.2

m
KM A k
жвсткое 
защемление 
по A b

KM А.к 
жесткое 
защемление
ПО D P

км А*
жесткое 
защемление 
по C D  .

0

0.3994 IO4 

0.5222 IO4 

0.1006 IO5 

0.1209 IO5

0.5944 IO4 

0.1060 IO5 

0.1207 IO5 

0.2816 IO5

0.XOII IO5 

0.1208 IO5 

0.3158 IO5 

0.4536 IO5

I

HH 
HH 

HH 
HH

s 
а 

s 
а
 

я 
я 

£ 
s
 

• 
• 

• 
•

O
O

O
O

0.1433 IO4 

0.8929 IO4 
0.1120 IO5 

0.2221 IO5

0.1456 IO4 

0.9591 104 

0.2262 IO5 

0.2790 IO^

2

0.5583 IO4 
0.1872 IO5 

0.2159 IO5 
°.2352 IO5

0.1982 IO5 

0.2159 IO5 

0.2417 IO5 
0.2899 IO5

0.2159 IO5 
0.2416 IO^ 

0.2919 IO5 
0.3420 IO5



- 17 -

шенко и линейной трехмерной теории упругости выполнена постановка 

задачи о свободных колебаниях комбинированной математической мо­
дели. Записаны функционалы комбинированной модели без штрафе и CO 

штрафом, для которых получены уравнения Эйлера. Показано, что за­

дача о свободных колебаниях эквивалентна вариационной задаче без 
штрафа с дополнительными граничными условиями на поверхности 

сопряжения. Здесь же показано, что задача о свободных колебаниях 

эквивалентна вариационной задаче со штрафом при дополнительном 
условии стремления к нулю параметра штрафа.

2. Для случая массивного тела, сопряженного с цилиндрической 
оболочкой в осесимметричной постановке доказана положительная 
опредеценность оператора комбинированной модейи со штрафом, а так­

же доказана сходимость решения комбинированной модели со штрафом
к решению комбинированной модели без штрафа при параметре штрафа, 
стремящемся к нулю. Для этого же случая показано, что собственные 

числа оператора комбинированной модели со штрафом не превышают 
собственных чисел оператора комбинированной модели без штрафа.

3. Разработана и реализована в виде комплекса программ для 

BC ЭВМ схема полуаналитического метода конечных элементов решения 

задач о свободных колебаниях пространственных составных тонко­
стенных и массивных конструкций вращения на основе комбинированной 

математической модели "упругое тело - оболочка типа Тимошенко".

4. На тестовых примерах, для которых известны аналитические 
решения, показана хорошая сходимость и высокая эффективность cxq- 

мы I M Q .

5. На модельной задаче о свободных колебаниях сплошного ци­
линдра, сопряженного с полым, подтверждена правильность функцио­

нирования разработанного программного комплекса, а также исследо­

вано влияние величины параметра штрафа на решение. Приведено срав­
нение результатов, полученных по теории упругости,с результатами, 
полученными по комбинированной модели. Из этого сравнения следует, 

что комбинированная модель позволяет получить результаты.требуемой 
точности при существенно меньших затратах ресурсов ЭВМ в сравне­

нии с затратами, требуемыми для решения трехмерной задачи теории 

упругости.
6. Предложенная методика представляет возможность' успешно 

решать задачи о свободных колебаниях для многосвязных оболочечных 
конструкций. Проведены расчеты частот и форм свободных колебаний

I l k  l  ", , м м ,
АН Si ?С Р
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сложных инженерных приборов, а также исследована зависимость ре­
шения от сетки КЭ.

7. Расчет составной конструкции вращения, содержащей тонко­

стенные и массивные фрагменты демонстрирует эффективнеА’ь примене­
ния комбинированной модели. Результаты расчета этой конструкции 

хорошо согласуются с инженерными оценками. Проведено исследование 
зависимости частот и форм свободных колебаний от способа закрепле­
ния массивного фрагмента.

Б приложении'представлены документы, подтверждающие внедрение 
научных разработок в инженерную практику.
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