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ОЫЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность тьми. Основным предметом реферируемой 

диссертации является теоретическое обоснование прямих мето­

дов* решения различных классов систем сингулярных интеграль­

ных и сингулярных интегродифференциальных уравнений, опре - 

деленных на произвольных замкнутых гладких контурах в комп­

лексной плоскости и рассмотренных в различных <1гункциональ • 

ных пространствах.

Начало этому разделу теории приближенных методов поло­

жили исследования М.А.Лаврентьева, Х.Мультопа, С.Г.Михлина, 

А.И.Каландии, которые продолжены В.В.Ивановым, Б.Г.Габдул - 

хаевым, И.Ц.Гохбергом, И.А.Фельдманом, З.Пресдорфом,Б.Зиль­

берманом, С.М.Белоцерковским, И.К.Ливановым, Н.Я.Тихоненко,

А.Ф.Матвеевым, Б.И.Мусаевым, А.В.Дзшшкариани, Д.Эллиотом , 

Д.Гольдбергом и их учениками и последователями. Подробную 

библиографию но этим вопросам можно найти в специальных об­

зорных работах В.В.Иванова, Б.Г.Габдулхаева, а также в мо - 

нографинх В.В.Иванова, Б.Г.Габдулхаева, С.М.Белоцерковскогч) 

и И.К.Лифанова и др.

Начиная с середины 60-х годов появляются многочислен - 

ние работы, посвященные разработке и теоретическому обосно­

ванию прямых методов решения сингулярных интегральных урав­

нений (СИУ). Эти исследования проводились в основном . ждя 

одного СИУ, заданного на единичной окружности Го , либо на 

всей вещественной оси Я , или на ее отрезке.Результаты ис­

следований в этой области, проводимых до 1980 года, праве -

* По определению С.Л.Соболева, пряміші методами реше - 
кия операторных уравнений называйся такие приближенные ме­
тоды, которые приводят к решению конечных систем алгебраи - 
ческих уравнении.



иены в -упомянутых выше работах В.В.Иванова, Б.Г. Гэбцул - 

хаева*, я также в работах обзорного характера Б.Г.Габдулха- 

ева. А . ! .Галинчнова, И.К.Ливанова, А.Ф,Матвеева, З.Пресдор- 

фа, Б.Зильбермане, Д.Эллиота, М.Гольберга и пр.

В статьях И.Ц.Гоуберга, И.А.Фельдмана, автора диссер - 

таїти Q  - С: ] ,  З.Нре спорна, Б.Зильбермана, В.П.Кащнирна ,

Н.Я.Тихоненко, В.Д.Диденко и других авторов объектом иссле­

дования ста по теоретическое обоснование прямых методов ре - 

тения систем СИУ, заданных на Го • Однако в силу математи - 

ческих трудностей, возникающих ври рассмотрении прямых ме - 

тонов решения систем СИУ, эти методы не получили достаточ - 

ного развития паже в случае, когда системы заданы на Г0 .
В.В.Ивановым, Н.Я.Тихоненко, В.Д.Диденко, А.В.Джишка - 

ривна, И.К.Лифэновмм, А,Ф.Матвеевым, Б.И.Мусаевым и другими 

исследователями обоснованы прямые методы решения СИУ о не - 

нулевыми индексами, которые также проводились в случае,ког­

да уравнения заданы на Г0 , R или отрезке веяественной 

оси.

Дальнейшее развитие круга этих вопросов касается рас­

смотрения СИУ и систем СИУ неэллиптического типа, заданных 

на Г0 или R , т .е . уравнений, символы которых обращаются 

в нуль. Результаты, полученные в этом направлении,нашли от­

ражение в работах З.Пресдорфя, Б.Зильбермана, Н.Я.Тихоненко,

А.М.Чапаева, Н.С.Габбасова.

Исследование прямых методов решения СИУ и систем СИУ 

(как эллиптического, так и неэлтипического типа) сингуляр­

них иитегродтТференпиальпых уравнений (СИДУ), систем СИДУ, 

а также других классов СИУ в случае, когда эти уравнения

* В.В.Иванов. Метопн приближенного решения сингулярных 
интегральных уравнений//Итоги науки и техники. Сер.гМат.ана-' 
лиз.ІЗРЗ. - ГИ .: ВИНИТИ, 1965. - С.125-177.

Б.Г.Габп,улхаев. Конечномерные аппрокпимчпии сингуляр - 
НИХ интегралов и прямые метопн решениц особых интеїральннх 
и ййтегродифферендиалъных уоавнений//Итоги науки и техники. 
Сер.: Мат.анализ. - М.: Ш ИТИ, Т980. - Т.ІЄ. - С.Й5Т-307.
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заданы на замкнутых гладки* контурах, отличны»' от единичной 

окружности, из-за трудностей теоретического обоснования, по­

являющихся при переходе на произвольный контур, не получило 

достаточного развития и почти не били изучены, оставаясь в 

основном открытыми. Можно отметить лишь отдельные [«боты 

И.Ц.Гохберга, Е.М.Шпигеля, К.Аткинсона, З.Преоиорфа.У.Зизки, 

а также аспиранта автора диссертации Б.Н.Сейчука, в которых 

обосновывались прямые методы (коллокаций, механических квад­

ратур, редукиии, сплайнов) для СИУ, определенных на замкну - 

тых контурах Ляпунова. То обстоятельство, что контур, на ко­

тором заданы уравнения, является ляпуновским, имело опреце - 

ляющее значение и было существенно использовано в этих рабо­

тах как при доказательстве разрешимости соответствующих вы­

числительных схем, так и при выводе оыьн.к погрешностей, ре­

агирующих на глйдкость этого контура. Если же контур не ян - 

ляется ляпуновским, то эти доказательства уже не переносимы 

и при этом используется более сложный математический аппарат.

Отметим еше, что в последние гопы дли приближенного ре­

шения СИУ, заданных на ляпуновских контурах, стал активно 

применяться метод дискретных вихрей, предложышый С,М.Бело - 

церковским, И.К.Ливановым и продолжающий свое развитие в ра­

ботах А.Ф.Матвеева, Ю.В.Ганделя и других авторов. Поскольку 

круг вопросов, связанных о обоснованием прямых методов, рас­

смотренных в диссертаций, отличается от метода дискретных 

вихрей, то мы не будем останавливаться на характеристике 

проводимых в этом направлении исследований, а отметим лишь 

монографию* С.М.Белоцерковского и И.К.Ливанова, в которой да­

но подробное изложение и теоретическое обоснование примени -> 

мости этого метода.

Случай, когда исследуются прямые методы решения указан-*- 

ных выше уравнений, определенных на классах гладких замкну - 

тых контуров более общих, нежели ляпуновекие, относится : к

* С.М.Белоцерковский, И.К.ЛиФанов. Численные методы в 
сингулярных интегральных .уравнениях. - М.: Наука, I9R5.-253 о.
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мало разработанной ветви вычислительной математики и в лите­

ратуре по работ автора диссертации не встречался.Впервые эти 

вопроси били рассмотрены и полностью решены в статьях автора 

диссертации [l0  - 2lJ и совместных работах [22, 25, 27] .

Необходимость решения различных классов СИУ и их систем 

часто возникает именно в том случае, когда контуром интегри­

рования служит произвольная гладкая кривая. Проблема решения 

этих классов уравнений встречается во многих областях есте - 

ствозиания, в том числе в математической физике, механике,аэ­

родинамике, Физике, экономике, теории массового обслуживания, 

теории автоматического управления и других областях науки и 

техники.

Как указано в монографиях Н.И.Мусхелкшвили, Ф.Д.ГЬхове,

Н.П.Ввкуа и других работах,точное решение СИУ, а тем более, 

систем СИУ, удается найти лишь в редких частных случаях,при­

чем даже в этих случаях нахождение точного решения требует 

неоднократного вычисления сингулярных интегралов, что сопря­

жено о большими теоретическими и вычислительными трудностями.

Особый интерес ц исследованию приближенных методов ре - 

шепия различных классов СИУ вызван еше и тем значением,кото­

рое приобрели численные методы в связи с наличием мощной со­

временной вычислительной техники и к которым, в частности, 

относятся прямые методы.

Цель работы. Разработка и теоретическое обоснование 

прямых методов решения широкого классе систем СИУ, СИДУ, а 

также СИУ, коэффициенты которых являются оператор-функциями, 

в случае, когда эти уравнения определены на произвольном зам­

кнутом гладком контуре и рассмотрены в различных функциональ­

ных пространствах.

Всюду в дальнейшем, следуя Л.В.Канторовичу, Б.Г.Абдул­

хаеву и В.В.Иванову, под обоснованием прямых истодов понима­

ются следующие вопросы:

I) доказательство разрешимости вычислительных схем и 

установление значений номеров приближения ҐІ , начиная с ко­

торых эти схемы разрешимы;
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2) установление сходимости приближенных решений и точ 

ному решению;

3) оценка погрешности приближенных решений;

4) исследование на устойчивость приближенных методов и 

обусловленность приближенных уравнений;

5) оптимизации приближенных методов решения СИУ.

Решение этих и других вопросов, связанных с теоретиче­

ским обоснованием прямых методов ц/ш различных классов СИУ,в 

диссертации проводится непосредственно на том контуре, на ро­

тором исследуемые уравнения определены. Это обстоятельство 

вызвано существом дела. Так, если от СИУ или системы СИУ,за­

данных на произвольном замкнутом гладком контуре Г  , перейти, 

например с помощью функции Римана Z = У (  иг) на единичную 

окружность, то при таком подходе возникают различные трудно­

сти как теоретического, так и практического характера, кото­

рые, вообще говоря, проблему не решают, а лишь усугубляют ее. 

Перечислим некоторые из них.

1. Коэффициенты, ядро и правая часть преобразованного 

уравнения теряет свою гладкость; уже в случае ляпуновского 

контура порядок их дифференцируемости уменьшается до единицы.

2 . Появляется новое ядро

такое, что интегральный оператор, определяемый этим ядром, в 

случае, когда контур Г  является ляпуновским (с показателем 

гладкости, равным J.L )) переводит класс в Hfi,
где fr - ruin (ft.С ; ) .  Таким образом, в оценках скорости

сходимости будет участвовать показатель <и и поэтому эти 

оценки будут всегда "связаны" с конкретным фиксированным кон­

туром. Если же Г  входит в более широкий, нежели ляпуновокий 

класс контуров (не являясь ляпуновским), то интегральный one

К (га, г) s  - ± ! i £ L . . . . .
V (i)-  V (U ) 2-их

/

(I)



ратор о ядром (І ), вообше говоря нарушает непрерывность функ­

ции и, следовательно, применять известные ранее результаты 

по обоснованию прямых методов реїленйя СИУ, заданных на єни - 

ничИоЙ окружности, не представляется возможным.

3. Из-за наличия разрыва у ядра К ( VJ , £ ) метоп ме~ 

панических квадратур непосредственно применять нельзя.

4. ПнШслНТеЛЬнне схемы методов содержат функцию Римяна, 

нахождение^которой сводится к решению нелинейного СИУ олож - 

ного ттда. Поэтому такие вычислительные схемы на практике по­

чти не используются.

Проведение в диссертации теоретического обоснования пря­

мых метопов решения СИУ, их систем и других классов СИУ не­

посредственно на том контуре, на котором они определены, по­

требовало, в опою очередь, установления Ряда новых резуль - 

татов как из приближенных методов решения уравнения, тая и 

из теории приближения функций.

Методика исследований. При выводе и обосновании полу - 

ченных результатов в диссертации применяются эффективные со­

временные методы из различных разделов теории функций веще - 

ственного и комплексного переменных и функциональных уравне­

ний, в том числе конструн+ивной теории функций, теории СИУ и 

краевых задач ТФЮТ, При этом существенным моментом является 

использование предложенного ранее автором варианта обшей те­

ории приближенных методов Функционала чого анализа и специаль­

но построенных элементов теории приближения функций, задан - 

инх на замкнутых гладких контурах в пространстве непрерывных 

функций, в гельдеровских пространствах и их обобщений,я так­

же в Lp .

Научная новизна состоит в следующем:

- предложены и обоснованы вычислительные схемы метопов "» 

коллокаций, механических квадратур и квадратурно-иятерполя - 

иионного метода для решения различны классов систем СИУ, 

систем СИЛУ и О’ЛУ с операторными коэффициентами, заданных на 

произвольных замкнутых гладких контурах;

Г)



-  ЦрІЇЦМОЖиііО 1'eUpfc ІІГ ІсО К О О  UOOOilObcitiHt; ЬичИОлИ'ГііЛЬШ іХ

ojccm метопа редукции для систем СИУ, систем ОйДУ, систем ура 

внений Винера-Хопфа, парных систем СНУ и СИУ о операторными 

коэффициентами ь случае, когда эти уравнения заданы на єни - 

ЯИЧНОЙ окружности Го і

- получены результаты из обшей теории приближенных ме - 

тодон решения абстрактных уравнений в случае, когда проекто­

ры, ПО КОТОрЫМ отроится соответствующий метод, либо не стре­

мятся л единичному оператору, либо они не ограничены по нор­

ме основного пространства;

- установлены теоремы об эффективной аппроксимации функ­

ций комплексного переменного, определенных на произвольном 

замкнутом гладком контуре конкретними аппаратами приближе - 

ния; найдены оценки погрешности отклонений в равномерной и 

гельдеровой метриках, а также в пространствах L р ( 1< рсс*о).

Теоретическая и практическая ценность. Полученные ре­

зультаты по прямым методам решения систем СИУ и систем СИДУ 

могут быть применены при решении весьма широкого круга при­

кладных задач из указанных выше областей математической фи - 

зики.

Результаты используются при чтении спецкурсов и винсл - 

нении дипломных и курсовых работ на старших курсах Казанско­

го, Азербайджанского, Белорусского, Одесского и Молдавского 

университетов. В частности, по материалам работ автора чита­

ются спецкурсы и ведутся спецсеминары па четвертых и пятых 

курсах Молдавского университета. Кроме того, некоторые из ре­

зультатов вошли ь учебники и учебные пособия для вузов, из­

данные б Одессе (Тихоненко Н .Я ., 1989), Казани (Кадушин В .Ц ., 

IS88) и а Берлине (Пресдо£ф 3 .,  1987).

Результати работ автора были использованы (а ряде слу­

чаев весьма существенно) при выполнении большого числа дис­

сертационных работ по математике в Казанском, Азербайджан­

ском, Одесском, Таї туеском и Молдавском университетах ,а так­

же в других научных учреждениях. Некоторые идеи и результаты
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диссертации нашли многочисленные применения в трупах большо­

го числа советских (Казань.' Москва, Одесса, Кишинев, Тарту) 

и зарубежных (Германия, Италия, Румыния) математиков.

Автором, по предложенным в диссертации метопам прибли­

женного решения СИУ и их систем, совместно с аспирантами Сей- 

чук В .Н ., Тутунару ('■Л. разработан комплекс алгоритмов и про­

грамм численного решения указанных уравнений. Комплекс вне­

дрен на ВЦ Молдавского госуниверситета и предназначен для 

работы в ЕС ЭВМ; имеется акт внедрения НИР № I от 2 0 .02 .91 г .

Апробация работа. Основные результаты диссертации до­

кладывались и обсуждались на следующих конференциях и науч­

ных семинарах: республиканские научные конференции (Одесса, 

19кг, 1904, 1987, 1988; Киев, 1988), конференция "Гаховские 

чтения" (Одесса, 1908), ІУ Всесоюзный симпозиум "Методы дис­

кретных особенностей в задачах математической физики" (Харь­

ков, 1989), вторая Всесоюзная конференция "Современные про­

блемы численного анализа” (Тбилиси, 1988), городской семинар 

"Теория аппроксимации и приложения" при Казанском госунивер- 

ситете (197ft-1990, руководитель профессор Габвулхаев Б .Г .) , 

семинар "Математические вопросы нестационарной аэродинамики 

и ярроупругости” при Военно-воздушной инженерной академии 

им.Н.Е.Жуковского (руководитель профессор Лифанов И .К .), се­

минар "Численные методы для интегральных уравнений" факуль - 

тета вычислительной математики и кибернетики Московского гоо- 

университета (руководители профессор ЛяФ'інов И.К. и профес - 

сор .’Захаров Е .В .) ,  семинар отдела вычислительных методов ВЦ 

АН СССР (руководитель профессор Абрамов Л .А .), Объединенный 

семинар по вычислительной математике при ВЦ СО АН СССР (ру - 

ковопители чл.корр.АН СССР Михайлов Г .А . и профессор Ильин

В .П .), семинар ВЦ МГУ (руководитель профессор Мороиов В .А .). ■*

Результаты работы регулярно докладывались на итоговых 

научных конференциях Молдавского госуниверситета, на семина­

рах кафедры численных методов и оптимизации и кафедры мате - 

мятического анализе Молдавского госуниверситета, а также на
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семинаре "Численний методи" в Институте математики u bil Aii 

CCPM.

Публикации. Основнце результати диссертации оп.ублико - 

вави в работах [ І - 2 8 J j часть из них (§ в, 9, 15 и 17)по­

лучена в оовместник работа*. Постановка задач и основные идеи 

совместных работ принадлежат автору диссертации, а остальные 

результаты - всем авторам в равной мере.

Структура и обьем диссертации. Диссертация состоит из 

введения, четырех глав, разбитых на 22 параграфа со сквозной 

нумерацией, приложения, содержащего программы и результаты 

счета на ЭВМ, описка цитированной литературы (249 названий) 

и занимает (за исключением списка литературы, программ и ре­

зультатов счета) 260 страниц машинописного текста.

ПОДЫМАНИЕ ДИОСЕРГАЦИИ

Перейдем к более детальному изложению содержания дис­

сертации.

Во введении даны краткое содержание диссертации и лите­

ратурный обзор.

В первой главе, которая носит в определенной степени 

вспомогательный характер, устанавливаются некоторые новые 

результаты из об'ией теории приближенных методов анализа, а 

также из теории приближения функций комплексного переменного, 

используемые в гл.П-ІУ.

В первых трех параграфах изложены некоторые сведенир 

из теории проекционных, методов и доказывается с применением 

своеобразного операционного исчисления ряд новых теорем, ко­

торые применяются в главах 1І-1У. Так, в § I и 2 устанавлива­

ются условия на оператор и последовательности проекторов,при 

которых злемьнты пространства попадают в линеал сходимооти 

оператора. В § I рассматривается случай, когда последова - 

тельноети проекторов, по которым строится приближенный мв -
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топ, состоят из ограниченных проекторов. а в § 2 ~ когда • 

следовательнооН проекторов состоит из неограниченных; ;ао 

норме основного пространства) проекторов. В третьём парагра­

фе исследуются вопросы устойчивости приближенного абстракт - 

ного уравнения и уптчнайливаются условия, при выполнении ко­

торых числа обусловленности точного и приближенного абстракт­

них операторов близки между собой.

Результати § 1-3 продолжают дальнейшее развитие неко - 

торых аспектов обчіей теории приближенных метопов в рамках те­

ории, разработанной Л.В.Канторовичем, Г.М.ЯаЙникко, Б.Р.Габ- 

дулхааннм и И.К.Лаугаветом.

Остальные параграфы ( 4 - 7 )  первой главы поовяшеиы во­

просам аппроксимации функций комплексного переменного, за - 

данных на произвольных замкнутых гладких контура* различными 

аппаратами приближения в равномерной и гельдеровой метриках, 

а также в пространствах L.p ( I <р  < « = ) .

Пусть на комплексной плоскости пана ограниченная опно- 

связнвя область b гладкой границей Г  , причем пополне -

кие замкнутой области F + = Г^ІІГ  есть односвязная об - 

лаоть F ~ , содержания бесконечно удаленную точку 2  -со.

Через 2 - (U /)  буВем обозначать функнию Римана для

контура Г  , осунеотвляг'иую конформное отображение 

на F~: У  (с*о ) = с о |  у'(«=<3) > 0  • Рупем предполагать, что 

существуют дяа положительных числа ГГЦІ! ) и М /  Г )  таких,

'’ТО т г ( г ) 4 I v'(tty) І і  М , ( Г ) , \ы/\*г.

Класс таких контуров обозначим че-с:< /\ . Известно, что 

класс Л содержит в себе ЛяпуНовскио, г ” перовские (или кон­

туры, удовлетворяющие условию ” j  ") и гиполяпуновские кон - 

турч.

Пусть tj • j  « т а n  (где П - натуральное число) - со­

вокупность различных Mefciry ЬвбЬЙ точек на Г  . Через \Jn обо­

значим оператор, который каждой фунти и у ( f ), определен­

ной на Г  • отавит в соответствие иптерноляпионныЛ полином 

Лагранжа по узлам Гу , j  - 0, 2. П :

ГО



in

(un <})(t)= И .  9 ( t j ) i j ( t ) ,  t * r ; 

J=0

5 \Uk ]t\ j  ~ 0,2/7, t*r . (2)

ИолИчиНц

Ut 2П
Лп(Г^ ЛП ~  m<*X 1___I l .( t )  \ , П = 1 ,2 ,... ,

ter  J = 0 J

называются интерполяционными константами Лебега для контура 

Г . Поведение втих констант хорошо известно цлн случаев,ко­

т а  контур Г  является отрезком вещественной оси либо со - 

впадает с единичной окружностью, или же когда Г  удовлетво­

ряет условию " у " .  Именно, если точки tj , /  =07Zn , рав- 

нораонределени на /' , то числа удовлетворят соотноше- 

нию -tn ( Z n  і і).

В § 4 установлено, что если контур Г принадлежит клас­

су д , то для интерполяционных констант Лебега Л п справед­

ливы аналогичные оценки. Точнее, справедлива

ТЕОРЕМА I. Пусть f t  Д и пусть точки tj , j  -О,itl, 
составляют систему узлов Феііера на Г  :

Тогда существуют положительные постоянные / ’ ) ,МА(Г)

2'лЧ
t  J = ( е х р  ( і  -  п ) )  , j =  0,2 п . ( 3)

II



И М J ( Г )  такие, ЧТО ОЛЯ ВСЄХ н і гуральннх ґі интерполяци­

онные константы Лебега Л п удовлетворяют следующим соотно-

т г ( Г ) 1 п ( 2 п  + 1) 4  7\п М 2 ( Г )  + М 3 ( Г ) Щ  ( г п  + Г) .

В пятом и шестом параграфах основное внимание уделено 

установлению опенок отклонения интерполяционного полинома 

Лагранжа от порождающей его функции в шкале гельдеровых про­

странств и в пространствах Lp ( Г ) ,  (<р«у<з.

ТЕОРЕМА 2. Пусть Гє Л и д it )е-н£ (Г),0<оС ^ , Г  = 

« 0 , t, 2 ,-- Пусть, кроме того, 0<fl$ л, < і . Если точ­

ки t j ' j  ~ 0,Z п • вычислены согласно (3 ), то*

гг „  II С° + С1 (^п *1) г \

Через С (Г І Ц  ) . гпе Г  - нелое неотрипательное чис­

ло и О < /і  < 4 , обозначим полмножество контуров класса А , 

тмя которых функция Z  = V  (W) непрерывно дифферетшруема 

Г  роз в { М > { }  , причем У  (г) ('LW ) удовлетворяет на 

IWI * I условию Гельдера с показателем (U. .

ТЕОРЕМА 3 . Пусть ГЄ С (2 ;,СС> иtj,j = о7я~Я , вычи­

слены по формулам (3 ) . Тогда

II  Un II Г(Г) —*■ Lp (Г) і В ( РЇ •

где 0  ( р )  - постоянная, зависящая от р, і < р  ■

ТЕОРЕМА 4. П устьГєС ) и tj J  = М л  . оп­

ределены в (3 ) . Тогда пня каждой непрерывной на Г  функции 

О < t )

l ? ’ M | |  Lp* ( '  + В (р ))Е п ( р ;Г ) ,

*  Через С ft (к - - 0 ,1 ,...)  ОбОЗНЧ'І 'УТОП пос-топнние, не 
зависящие at.-.п. .



где Є,L і Г ) - наилучшее равномерное приближение функ-

п
ции ^  ( t ) на"/ полиномами види > rk tk, t a r .

к а - //

Д/ш случаи, когда контур / совпадает о единичной ок­

ружностью, результаты, аналогичные теоремам 2 - 4  были по­

дсучены Б.Г.Габдулхаевьм. При переходе к произвольному глад - 

кому замкнутому контуру в доказательстве этих теорем появля­

ются новые значительные математические трудности.

В седьмом, последнем параграфе этой главы устанавлива­

ется оценка отклонения ряда Фурье от функции в шкале гельде- 

ровых пространств и их обобщений.

Пусть д ( І ) - произвольная непрерывная на Го функ­

ция. Через , j  = О, і і будем обозначать коэффи -

циенты Фурье функции у ( t ):

9 j = d r  і ' ' ' ' r f * .

Л с

и пусть Ifj - оператор, который действует по правилу

( rn ? )(t ) = Z Z  t J , t є Г. (4)

J ~ п

Такую сумму впредь будем называть редукцией функцииg(t). 

Следующие ниже теоремы 5, 6 устанавливают оценки откло­

нения рйцукции функции от самой функции В пространствах

( Го ) и н£( Г0 ) .

ТЕОРЕМА Пусть £ ( / ) е  / ^ ( Г0 ) ,  о< d 4  і , Г =  О,і,..,

и пусть О < Й  4  KL . Тогда

.  с  Ч »Н ІІ<ПІ -І)
р  "  ft Г  +А. -Л
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ТВОРИМ 6 . Пусть д  ( і )(= н£ {П> ), 0< <*. 4  і, Г *

- 0 , 1 , 2 , . . . .  Пусть, кроме того О < JS ^  <с 4  І . Тогда

<Г, + С4 In U n  + t)

9 Tn 9 IIАГ -  Н ( р (г);ы ),
n '*«-

при условии Г* <4, > Cj + .Л.

Здесь и палее

_±zL 

М  К^Гt

(fi)

С

,1V

в
Часть результатов зтой главы опубликована в работах 

[ I - 6, II - 15 J .

, Во второй главе днссертаоии предложены вычислительные 

схеме и дано теоретическое обоснование пля трех прямых мето­

пов решения систем СИУ (как эллиптического, так и неэллипти­

ческого типа). К ним относятся метопн коллокаїїпй (его erne 

назквзют метопом совпадения или интерполяционным методом).ме­

ханических квадратур (называемый сне методом замены интегра­

ла на конечную сумму) и редукнии (называемый еще метопом' 

Галеркина или степенным методом).

В § 8 дня систем СИУ эллиптически типа, определенных 

на произвольном замкнутом гладком кон”уре, приведены вычис - 

лительные схемы метопов коллокапий и мі. у шическпх квадратур 

и сформулированы теоремы о разрешимости вычислительных схем 

и сходимости этих методов в юколе гель перовых проетоанстл, а 

также в пространствах /. р ( Г  ) , { с р < о о .

Отметим, что предложенные в диссертрнни вычислительные 

схемы ЭТИХ- методов И формулировки ОСНОВНЫХ результатов по их 

теоретическому обоснованию применительно к произвольному 

замкнутому контуру Г  перенооптоп г елгч • т»ч?чной окруж-

Н
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ности и совпадают ш  случае, когда Г ~ Гр ) с известными

ранее вычиолительпиш схемами этих методов и результатами,по 

лученными в работах Гайцулхаева Б.Г. и Иванова Б .В ., однако 

доказательства не переносимы и при атом иопильзуется более 

сложный математический аппарат.

Рассмотрим систему СИУ:

(Mx=)fi(t)(Px)(t)*mt)(Qx)(t) + ~  \ K (t ,fixW d T - fW .t*r ,  (

где Л ( L ), в ( t ) и К  ( L , t  ) -- матрицы-функции (МФ) 

размерности IV»171; f  (L ) - вектор-функция (ВФ) размерно -

сти т  , определенные на Г ; 2С (£  ) - искомая ВФ і

Р - 2 (t + S) I Q = r P ,  I - тождественный, a S - сингулярный 

оператори с ядром Коши:

Приближенное решение уравнения (5) ишем в виде полинома

где к~-п,пі - неизвестные постоянные вектохіа раз­

мерности т  .

Отметим, что в качестве базисних функций подпространст,- 

ва приближенних решений выбираются такие функции,сингулярный 

интеграл 01 которых вычисляется просто и точно. Таковыми яв­

ляются, например, функции I *  , К = 0 £ I , . . , ;  формула (6) 

были выбраны с учетом этого факта вместе с результатами тео­

рем 2 - 6, которые утверждают возможность аппроксимации функ­

ций, onре цененных на Г,различными аппаратами приближения ви­

да

( 6)



Г L t t *Г

кя-П

Еолп уравнение (5) ретять метопом коллокппий, ю  явиз -

веотнне f A , к--п,п, находим как решение следующей е<- 

стеми линейнвх плгебрвич^оних уравнений (СЛАУ):

я ч р  it .  ? , » ; - * ( « , )  r z  t„ < ;  *
к = О н*~П

#с rr: — /7 ^

<! при решении Я ТОГО урявнения методом М**ЯЛЙЧвСКИ* КВ0ЕРЯ - 

тур - ир СЛАУ

^ ■ > £  и ^ - н і ; х і г - п ( , t ; .

п 2п

+ Z H  Z ~  к (tj,ts)t л ($1 f. - f (t .) j ^ d Y h
k*-r> 5=0 / ' S i  -A ' * u>*n ,

гпе компленонне число /А ^ , к-О, ' !, - ? ,...tS-0,2nt опрепе - 

леям в ( 2 ) .

ТЕОРЕМА 7. Пусть наполняются слеяуючте условия: •»

1) ноитур Гб /1J

2) элементы М> Л ( t ) и В < і ) принадлежит С О  • 

О < сК £ f , Г  *  О, 11

3) tfe t /7 (t.) dPt Я ( П  ф 0,t€ Г ;
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4) левые частные индексе МФ B~4(t )  A (L )  все раины ну-

РФ f (t )  б [Н$ (Г ) '\т  ;

6) оператор М имеет пулевое ялро:

V  0 <,в < «6 4

8) точки if , j  =• 0,Х  П • еевтввлямт систему узлов 

-Фейера на Г  . ' - '

Тогда при все* П> rt* ( ttj определяется структурними 

свойствами коэффициентов уравнения) СЛАУ (?) имеет ^агнствс"

ное решение ? *  , к  = - п ]п • Приближенные решения Vn (і ) ,

построенные по формуле ( 6 ) ,  СХОДЯТСЯ ПО норме [H j3  ( I )]ffl к 

решению V ( t ) уравнения (б) и для скорооти сходимости име­

ет место опенка

где Є - достаточно малое положительное число» ’

ТЕОРЕМА В. В условиях теоремы 7 при всех П>Пг '?н1 (пг 

определяется свойствами коэффициентов уравнения) СЛАУ (8)име- 

ет единственное решение f f c * A= -n , A7.

Приближенные решения V n ( t ) ,  построенные по формуле 

(Р), сходятся по nopf-е пространства [ Н / і ( Г )  ] т  к решению

V  ( t ) уравнения (5) со скоростью

(Ю)

n r*G(*)-fl

(II)

ГТІЄ G (<L) определено в (10).



Б сле «.ушей теореме устанавливается результат.являюший 

ся в определенном смысле окончательным, ь котором вместо ус­

ловия I) из теоремы 7 С'шользуетея условие:

Ґ )  контур Г  принадлежит классу С(2;,и), 0</i <{.

1Е0РЕМА 9. Пусть выполняется условие (1 ')и  условия 2) - 

8) из теоремы ?.

Тогда справедливы все утверждения теоремы 8 с заменой 

там оценки (II)  на лучшую (9 ).

ТЕОРЕМА 10. Пусть выполняются следующие условии:

1) кривая Г  принадлежит классу C(2')tU ) ,0  <ju < / ;

2) МФ A (t )  и В  (і  ) принадлежат классу ГН£ (Г)]/плП1> 

0<Л й 1 . Г  = 0, 1 , . . . ;

3 )  det A(i)del В (О to., U r  і
4) левые частные индексы М4 6 i(t) /J(t) равны нулю;

5 ) Д О «  [ ? ґІГ)]т  , K{t,'t)e[C/'(r)jm л по ооеим 

переменным;

6) We Г М  =0 ;

7) точки ijr J-OfZn, составляют систему узлов Фей- 

ера на Г  (ом.формулу (3 ) ) .

Тогда при п ? п 3 СЛАУ (?) имеет единственное решение

$к,к--п,п. Приближенные решения Vnit) ,  построенные со­

гласно (6), сходятся по норме [ 1 р (Г ) ] т  к решению V'(l) 

уравнения (Ь) и для скорости сходимости справедлива следую - 

щая оценка*:

* Через ; <У)) обозначается модуль непрерыв,-
ности М  и МФ (мсдуяь непрерывности относительно переменной t).
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TEOPFMA IT. В условиях теоремы 10 при всех П?-п^п3 СЛЛУ 

(R) имеет единственное ретр"ие ^^,к~~п,7>. Приближенные ре г 

тения (б) схопятся по норм ' [ I  ■{> )~]т  к решению V  ( I  )урав- 

нения (5) со скоростью

( т г ^ >  { 6 ш ,  " ' ф ) .

Доказательству этих теорем поовя'иены § 9 и 10.

В § II пэно теоретическое обоснование методов коллокаиий 

и механических квадратур для систем СИУ (Б ), символы которых 

имеют на Г конечное число нулей целых кратностей.Опенки ско­

рости сходимости получены в шкале гельперопнх пространств и в 

пространствах L p f  М ,  і < р < о о .

В § 12 и 13 предложены вычислительные схемы метопа редук­

ции для уравнения (5) и дато теоретическое обоснование этого 

метода в пространстве гельперсвых Функций как для эллпптичес - 

ких, так и пля неэллиптических систем СИУ, в случае,когда Г*Гс,

ТЕОРША 12. Пусть выполняются следующие условия:

I) контур Г  = ГС;

Л  1Щг- 0(? "  K < t ’ n t^ I , г - и} Г , . , . 9

3) d e t  д / t )  d e t  e ( - t )  * о ,  t e r :

4) левые частные индексы МФ А ( t ) и правые частные ин­

дексы М'Т> P ( t )  и В~l(h )A (t)  равіш нуля;

5) к е г  М ~ е ;

6) о <jB < «с.

Тогда для всех П > П 5 СЛАУ метопа редукции

{  - PJ- к h  * BJ-k U + £ -  0 >  %?fj - J = 
к - 0 к п к - -п

п которой постоянные матрицы Й; , Bj и 7/^, J, к-О, t f,... ряэ-
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мернооти т * т  „ а также постоянные векторы fj ,j  - о, і. і , , . .  

размерности л̂г яаляюТсч овоїввїсі'йвнйо коэффициентами Фурье МФ

A i t ) ,  В М )  и /  |- . л
АГ( t , t ) t kCtt,  а шкіце і»  / С П ,

имеет единственное решенйсі f  к , к  = - п  , Л. .Приближенные pe ­

rt

ШЄНИЯ ул Г О * І І  §А £ А СХОДЯТСЯ ири /?-*-<» Пі, норме [/{в Г О ] * ,

к точному решению V ( і ) уравнения (5) и для скорости сходимо­

сти справедлива оиенка (Ь).

В § 14иеелецовани вопросы оптимизации по порядку рассмо­

тренных в § 8 прямых метопов решения характеристических систем 

СИУ, заданных на произвольном замкнутом гладком контуре и рас­

смотренных в пространствах гельдеровых функций (здесь оптими - 

зация понимается в смысле введенного в гл.П и 1У монографии 

Б.Г.Габдулхаева). В случае одного СИ.У, заданного на единичной 

окружности, эти вопросы были решены в работах В.В.Иванова,Б.Г. 

Габдулхаева и продолжены В.П.Кадушиным и В.Е.Горловым. Резуль­

таты этой главы опубликованы в /~І - б, II - 16, 18 - 21,23 - 28], 

Третья глава посвяшена теоретическому обоснованию прямых 

методов решения следующих классов уравнений: I) систем СИУ с 

ядром, имеющим слабую Особенность в регулярной части; Я)сиотем 

сингулярных интегродифферешшальных уравнений; Ш) систем урав­

нений Винера-Хспфа; ІУ) систем парных СИУ,

Уравнения I класса решаются методами коллокаций.механиче­

ских квадратур и редакции и 'теоретически обосновываются в про­

странствах гельдеровых функций и в > И класса -

методами коллокаций, квадратурно-интерполяционным и редукции в 

паре пространств й '9і(Г) и НД (Г) , уравнения ill и ІУ клас­

сов - методом редукции j теоретическое обоснование этого метода 

дано в пространствах гельдеровых функций.

В § 15 рассматривается система ОЙУ (5), в предположении, 

что ядро К ( имеет слабую особенность:



К* it ,7^) - непрерывная МФ ПО ОбеИМ пороменным.

Для таких уравнений вы числительные схемы методов коллока-г 

аий и репукши с практической точки зрения сильно усложняются, 

а метоп механических квадратур непосредственно применить нель­

зя. В этом олучае система СИУ (5) заменяется на уравнение, 

имеюшее ту же характеристическую часть,' что и уравнение (5) , а 

ядро в регулярной части является непрерывной функцией относи - 

тельно обеих переменных. Пусть р  - произвольное положительное 

число. Через Кр (І  ,Ъ) обозначаем Ш, определяемую на I * Г 

равенством

* / > ( * , * )  =

и в качестве ядра пля нового уравнения выбирвем МФ KpCtytr).

В качестве приближенного решения уравнения (5) принимаем 

приближенное решение новой системы СИУ о япром Кр ( t , Ь  ) * 

которое нахопим по одному из рассмотренных в гл.П прямых мето­

дов. Приведем для примера один из результатов § 15, относяще­

гося к обоснованию метопа коллокапий.

TE0PFMA ГЗ. Пусть выполняются условия I) - 6) и 8) из' те­

оремы 7 и пусть, кроме того, О < fl < &  (= min (<х, 1 -/))■_ 
Тогда при достаточно малых р  и достаточно больших п

СЛАУ

г

( * - ? (  К (t ,T )  при \?-t\>p;

р  ^ К ( t ,9 )  при р '
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ИМЄЄТ единственное решение $*,/>■ ПриОликенние ре-

шения х  W C L 6 «r, сходятся ПС норме | /^  ( Г) ] //? 

А = -Л|

к точному решению au(t  ) УІЮВНЬНИЯ (Б) Э ТОМ смысле, что 

П т  П т  II х  _  х  II 0  .

Л — II  •

Для скорости сходимости имеет мести оценка

\\х-х"Ля- °<V N L  H(x<->;S)

где

Ъ-> ~ 0 ̂ I Iм ' || / з  ' у <  J.

Аналогичные результаты установлены и для остальных пря­

мых методов в соответствующих функциональных пространствах, 

рассмотренных в диссертации.

В § 16 предложены вычислительные схемы методов коллока - 

ций, редукции и квадратурно-интерполяционного для решения си­

стем СИДУ, определенных на замкнутых контурах класса Л, .. а
,4

дано их теоретическое обоснование в паре пространств Нд и 

Нд . Приведем, например, вычислительную схему метода к о ляс­

каний и теорему, которые цают теоретическое оооснование этого 

метода х».71я систем СИДУ, заданных на произвольном замкаутом 

гладком контуре Г  .

Рассмотрим еле дутую задачу.Ь подпространстве j  Н^(г)\



состоящем Из функций 7 i t ) :

1) z t9)(t) е Нл (г), у ы ;

2) \z(t )  f  к~'с/т~о, к^оТг-7,
Г

необходимо найти решение <Х (t ! системы СИДУ 

I  г
(Л* * >  E Z  \ ffh ( t ) ( P x ln ) ( t) + Br ( t ) ( Q x (n) ( t) „ 

г* О

+ г  я  іЯі J  Кг(*,?')х(П(г)а/т j  = / < ^ ) , f e r ,
r

m e  &Г- (( ) • Kf. (t,T) (г = (T,~q) - заданные т х т  МФ о
элементами из Н& (Г ) ; / ( £ )  - известная ВФ размерностй т  

о компонентами из Hj», ( Г ) .

Согласно метопу коллокаиий приближенное решение этой си­
стемы ищем п mine полинома

V ( t ) = y ~  + Т ~  f (n)t A + * г
п . . г *■—  f ь * ,  t e r , (її)* = О к =■ -П

неизвестчне КОЗ'МЧШИеНТЫ которого ~ А  =  - Я , Л ,  ЦЗ-

ХОПИМ из слепуюшей СЛАУ:

9 Г_ J2- (к + Ц)! к*а-г - . . .  _п г
\ W t j )  П  t: ’  f ^ 6 r (t ) 2 _ (- Г ) *

Г *0  L  ' А=<7 ( k * q - t ) !  / п J k _ t

( к *  г)!  J (к + g-r)!

Т* * = , f /c- О /

* / ( * / ) »  / * 0 . 2 n .  (IS)
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ТЕОЕ'ША 14. Пусть выполняются следующие условия:

1) г є л ;

2) элементы МФ br(t), к U j ( i )

принадлежат Н̂с ( Г );

3) О </3 < о< £ 1  і

4) det Дц (t) aet Bq( 0 * 0 ,  t * r ;

5) левые частные индексы МФ t  ̂йу (t) И у (t) равны ну­

ли; 

ратим
6) оператор 1>:\ ^д )(П\ \и/і ( г )\ т  линейно об-

7) точки tj , j  = 0,Zn , составляют систему узлов Фей- 

ера на Г .

Тогда, начиная с номеров n & N о , СЛАУ (12) имеет един­

ственное решение §  ̂tM- rt, п. Приближенные решения Уц ( 

построенные ПО формуле ( I I ) .СХОДЯТСЯ при n~—°° ПО норме

( r j j  т  к точному решению %  ( t ) исходной системы 

СИДУ. Дяя скорости сходимости справедлива опенка

X  - V 'п

Для одного СИДУ, заданного на единичной окружности или 

на отрезке вещественной оси, метопы коллоканионного типа бы­

ли впервые обоснованы в работах Б.Г.Габдулхаева, а для сис - 

тем таких уравнений - в работах автора диссертапии [б, в ]  и 

в совместной работе [28] .

Вопросам теоретического обоснования метода редукции 

для систем уравнений Винера-Хопфа, для которых матрицы-функ­

ции определены на контуре Г0 и имеют ненулевые част­

ные индексы, посвяшен § 17. Указана процедура приближенного
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нахождения всех линейно независимых решений ятпт .уравнений.

Исследуется также метод редукции для систем парных СИУ, 

определенных на Го . Оценки ск-чюстг сходимости .установлены 

в шкале гелт-деровнх пространств.

Результаты гл.ІП опубликованы в работах [і - 6, 10, 12,
17, 22, 28].

В четвертой, последней главе диссертации исследуются 

вопросы решения прямыми методами СИУ, коэффициенты которых 

являются оператор-функциями, определенными и а ГєЛ. Теория 

таких .уравнения разработана И.Ц.Гохбергом, М.С.Еудяну, И.А. 

Фельдманом и другими авторами.

В работах И.Ц.Гохберга, М.О.Будяну впервые исследован 

вопрос о сходимости метола редукции в пространстве Lp ( Га) 
для СИУ с коэффициентами, являющимися оператор-фунтшиями,оп­

ределенными на Г, , т в работах автора диссертации [7 - 9] 

для этого класса СИУ впервые дано теоретическое обоснование 

методов коллокаций и редукции в пространствах гельдеровых 

оператор-функций.
В § 18 получен ряд утверждений относительно аппроксима­

ции оператор-функиий, определенных на контурах класса Д 

интерполяционными полиномами Лагранжа и частичными суммами 

ряда Фурье в шкале гельдеровых пространств, которые вместе 

с результатами § I-З используются в § 19 и 20 для теоретиче­

ского обоснования методов коллокаций, механических квадратур 

и редукции при решении СИУ с операторными коэффициентами.

Вопросы устойчивости и обусловленности рассмотренных в 

работе прямых методов решения систем СИУ исследуются в § 21. 

В частности, доказывается, что при выполнении условий теорем 

7 - 1 4  методы коллокаций, механических квадратур, редукции 

и квадратурно-интерполяционный метод устойчивы относительно 

малых возмущений приближающих уравнений и начиная с некото - 

рнх номеров П Н{ ) существуют числа обусловленности длА 

приближенных уравнений соответствующих методов.

8 последнем,§ 22 описаны некоторые классы прикладных
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задач, которце модедируютин иисюмами ОКУ, заданных на замк­

нутом і'лацкои контуре. Здесь приведены так*е примеры числен­

ного решения конкретных СИУ и систем СИУ методами коллокаиий 

на контуре, который mutxerptt срьно втянутым эллипсом И ре­

дукции на окружности.

Показана методика проверки .условий '(еорем, павших тео - 

ретическое обоснование тррр «ли цругого метода.

Результаты зтого параграфа показывают высокую аффектив- 

ность разрасотаиных в диссертации методов . и вычислигельних 

схем решения систем СИУ на гладких: замкнутых контурах.

Программы счета составлены на азыке Фортран. Численные 

результаты подучены на ЭВМ класса КС.
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3 А к л і; ч к II И F

Сформулируем основные результаты работы, выносимые ия эяшиту:

1 . Аппроксимация функций комплексного переменного, я 

также оператор-функций, определенных на произвольном замк­

нутом гладком контуре некоторыми специальными аппаратами при­

ближения, формулы построения которых задаются явно, а также 

опенки погрешностей этих аппроксимаций в пространстве непре­

рывных функций С ( Г ) ,  в шкале гельдеровых пространств Hfi (Г) 

к в лебеговских пространствах l.p ( Г ) , і < р  < м  .

2 . Теоретическое обоснование методов коллоквгтй и меха­

нических квадратур пля решения полных систем эллиптических и 

неэллиптических СИУ как с непрерывным ядром, так и с ядром 

со слабой особенностью в регулярной части, определенных на 

произвольном гладком замкнутом контуре Г  , в пространствах 

tyg ( Г ) и Lp ( Г ), к р

3. Теоретическое обоснование метода коллокаций и квадра­

турно-интерполяционного метопа для систем СИДУ, определенных 

на произвольном замкнутом гладком контуре Г  , в паре
с <<*> _  

пространств Нд ( Г )  И Hfi (Г ) .

4. Теоретическое обоснование метопа редукции для систем 

эллиптических И Неэллиптических СИУ, пля систем уравнений 

Винера-Хопфа и Парных систем СИУ, а также для СИУ с оператор­

ными коэффициентами, рассмотренных в пространствах^ (Го ) .
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5. Теоретическое обоснование методов коллокаций и меха­

нических квадратур ала СИУ, коэффициенты которых являются 

оператор-функиинми, определенными на произвольном замкнутом 

гладком контуре Г  , в пространствах Не ( Г ) .

о. Доказательство устойчивости и обусловленности иссле­

дуемых в работе прямых методов решения систем СИУ и других 

классов СИУ в пространствах гельдеровых Функций и в прострай- 

ствах L р ( I <р <: о*а).

7 . Установление оптимальности по порядку (в указанном 

выше смысле) изученных в работе алгоритмов решения систем ха­

рактеристических СИУ, заданных на произвольном замклутом 

гладком контуре.и рассмог[)енних в шкале гельдеровых про - 

странств.

* *

*

Автор выражает искреннюю благодарность научному консуль­

танту работы профессору Казанского университета Г.БД’абдулхаену 

за постоянное внимание к работе и обсуждение полученных ре - 

зультатов.
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Основные результати пиг лртаиии опубликованы 

в слеиукгпих работах

1. Золотаревский В.А. О схопимости коллокаиионного метопа 

пля систем сингулярных интегральных уравнений//Мат.исолел.- 

Кишинев: Штииниа, 1974. - Т.IX, вып.1 (31 ).-С.56-69.

2 . Золотаревский В.А. Решение сингулярных интегральных урав­

нений метопом рецукііии//Мат.исслеп. - Кишинев: Штииниа.

1974. - Т.ІХ, вып.2(32 ). - С .39-52.

3 . Золотаревский В.А. О приближенном решении сингулярных ин­

тегральных уравнений//Мат.иослеп. - Кишинев: Шгипнця, 1974*- 

Т.ІХ, вып.3(33 ). - С .82-94.

4 . Золотаревский В.А. О метопе механических квадратур пля 

систем сингулярных интепяльных уравнений//Изв.вузов. Ма­

тематике. - 1976. - № 4. - С .47-55.

5. Золотаревский В.А. Схопимость коллокаиионного метопа и 

метопа механических квапрвтур пля систем сингулярных ин­
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