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ОБЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Исследованию и построению однозначных ре­

шений алгебраических дифференциальных уравнений посвящено большое 

количество работ различных авторов. Теория целых трансцендентных 

и полиномиальных решений алгебраических дифференциальных уравнений 

развивалась в работах 3. /5 btn/U, J. , Л.
fflamSгілпс , Е• ft-айпіїіМ, У.Л. SajbiaMf, &  ,

Л. $і/па+ь- • ft- ffiitliA' , П.Р. Лазова, Д.С. Дими- 

тровского, А.А. Гольдберга, В.Н. Горбузова и др. Рациональные ре­

шения для уравнений специальных видов рассматривались Н.А. Лука­

шевичем, А Л . Яблонским, В.И. Громаком, W . и &

Xoucjfууг-сьп , JCia-ЛиЛ+г .
Данная диссертация по чспользуемым методам и полученным ре­

зультатам относится к аналитической теории дифференциальных урав­

нений и примыкает к теории максимального члена Вимана - Валирона.

Цель работы - изучение свойств целых трансцендентных, полино­

миальных и рациональных решений алгебраических дифференциальных 

уравнений.

Методы исследования. В работе используются общие методы тео­

рии функций комплексного переменного, теория максимального члена 

Вимана - Валирона, метод ломаных Ньютона.

Научная новизна. В диссертации изучены свойства целых тран­

сцендентных решений: характеристики роста, построение целых транс­

цендентных.решений; изучен вопрос о характере особых точек; разра­

ботан структурный метод построения полиномиальных и рациональных 

решений; выделен класс алгебраических дифференциальных уравнений 

с максимальным числом полиномиальных решений заданной структуры; 

изучены характеристики роста рациональных решений.

Приложения. Диссертация аосит теоретический характер, однако 

её результаты могут найти применение в решении задач анолитическоЛ



Адробашя. Результаты диссертации докладывались и обсуждались 

ка Всесоюзных конференциях по дифференциальным уравнениям (Иркутск, 

1986 г .; Воронеж, 1990 г .) ,  Белоруских республиканских научных 

конференциях (Минск, 1989 г .;  Минск, IS90 г.;. Гродно, 1990 г .) ,  

на городском научном семинаре по дифференциальным уравнениям 

г. Ленинграда, научном семинаре Гродненского госуниверситета им.

Я. Купалы. . '

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 

работах [i - ioj.

Структура и объём диссертации. Работа выполнена на 325 стра­

ницах- машинописного текста и состоит из введения, трех глав и 

списка цитируемой литературы, включающего 176 наименований.

Нэ зашиту выносятся следующие результаты:

I . Свойства целых трансцендентных решений: характеристики рос­

та целых трансцендентных решений алгебраического дифференциального 

уравнения общего вида; построение целых трансцендентных решений с 

конечным числом нулей дифференциального уравнения первого порядка 

с обобщенными квазиполиномиальными коэффициентами.

Z. Свойства полиномиальных решений: построение полиномиальных 

решений алгебраического дифференциального уравнения общего вида 

структурным методом; выделение классов алгебраических дифферен­

циальных уравнений общего вида имеющих максимальное число полино­

миальных решений заданной структуры.

3. Свойства рациональных решений: нахождение степеней рацио­

нальных решений; построение рациональных решений алгебраического 

дифференциального уравнения общего вида структурным методом.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

В первой главе изучаются свойства целых трансцендентных ре­

шений уравнения г-̂

S  Si I (Si-)l к£ «
Z Z b ( z ) f l  к  9 о,- (I)
І-e i,0 ( J

где І  ̂ и - целые неотрицательные числа; если (z) -

полином, то он имеет следующее лексикографическое расположение 

/•
членов: , если же (z) - целая

трансцендентная функция, то она имеет следующие порядок и тип, 

соответственно: о id  BL (z) *• 6JL .

Для уравнения (I) изучаются характеристики роста целых тран­

сцендентных решений. В частности справедливы следующие утверждения: 

Теорема І .Г .І . Цусть е уравнении ^1) члены расположены в соот­

ветствии с соотношениями

Х0 * ... - l e a d 'd *  (2)

л?,--... p ;  о )

коэффициенты A, (z) , & i(z ) /&/>(*■) - полиномы комплексно­

го переменного Z , удовлетворяющие ограничениям 

/в - . . .  - /j  - / ,  /  » / г г 0 £ J  4 &  , L  (4 )

(5)

ft I ^ 0 , <6)
£-o

а коэффициенты /2>j-(z) - целые трансцендентные

функции, обладающие свойствами

f = ... = //>  ̂*f, f >fr, -1* Г- P+J.+I, JT", (7)

... ^  , / < P+J..
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Тогда обыкновенное дифференциальное уравнение (I) может 

иметь целые трансцендентные решения ід - к)(&) такие, что их по­

рядок ozd&  ± J> , причем, если порядок ОІСІІ? , то их 

тип иГ 4 &

Теорема 1 .1 ,2 . Пусть выполняются условия

ЗЄр *сі, , OtpiJf, (7)

і, -. -  Hj- і , і  , z= jri, a

3  РУ .

Z Z  f t +l>.
t*o

Тогда алгебраическое дифференциальное уравнение (I) может 

иметь целые трансцендентные решения лишь порядков р , удов­

летворяющих неравенству .

Ш - м )  - r f- n jl
р  4 та л : і -- — — ---- f
ґ  j-.Щр I ТП.- 'Ш  J .

Теореиа I .I .3 ,  Пусть выполняются условия (7) и

37ї<^- ,
* £  = / ,  А  Л  , оы *!>,

z z  fiLto.
1*0

Тогда алгебраическое дифференциальное уравнение (I) может 

икать целые трансцендентные решения лишь порядков р  , удовле­

творяющих неравенству

о ,  ггип.

j* Щр I Щ - vrt J  ■
Для уравнения (I) изучены свойства особых точек однозначных

реьени .



Теорема І .І .4 . Если для алгебраического дифференциального 

уравнения (I) выполняются условия (2) - (6), то среди однознач­

ных решений только рациональные имеют конечное число полюсов.

Теорема 1 .1 ,5 . Если выполняются условия (2) - (6), то алгеб­

раическое дифференциальное уравнение (I) не имеет решений с изо­

лированными однозначными существенно особыми точками.

Все эти исследования апробируются на уравнениях второго и 

третьего порядков типа Пенлеве.

Свойства целых трансцендентных решений с конечным числом 

нулей изучаются на основе уравнения вида

а д 2 Z  Л^(г)*к/>Ьі;(ї) (8)
1*0 в *

Основной результат состоит в следующем

Свойство 1.2.15. Дифференциальное уравнение 18) при 

s сспъ і , может иметь целые трансцендентные решения, которые

а) не имеют нулей, и у всех общая экспоненциальная часть;

б) имеют конечное число нулей, и у всех общая экспоненциаль­

ная часть;

в) имеют бесконечно много нулей;

г) одно целое решение не имеет нулей, а все остальные - 

имеют бесконечно много нулей;

д) одно целое решение имеет конечное число нулей, а все ос­

тальные имеют бесконечно много нулей.

Глаза II посвящена построению полиномиальных решений алгеб­

раического дифференциального уравнения (I) структурным методом.

Для этого уравнение (I) рассматривается в.виде

- Ш  Щ  (г , ....  ш

где J ;(z ) и - полиномы своих гргумептов V.



(I0)

г * г ,  **J y £ { O J ,. . . ,T l ,j € { O J .. . . .rT1.

где dipj{(*)’ &i . cty &1(*,аг(1й.&Ы , —  .& (*1)(а))*Ъ (пь)9 

okj! & (% ) - >гг- и, кроме того,

$k - j № ( z , j t y f j t t e . j ] . (II)

Основной результат составляет

Теорема 2 .2 .1 . Алгебраическое дифференциальное уравнение 

(9) при (II) может иметь полиномиальные решения степе­

ни dtq 3{z)-M. , удовлетворяющей соотношениям (10), если этот

полином является решением уравнения

или решением хотя бы одного из уравнений

Z0Jи , г2,г»'. . . . ,  Я  t y )  - dt Ії7*-) (* . £.&',>■; я  rj>t)J 3
С

-£t Р (х), i - 7 J ,

где tfi - корни уравнения <f4- /  , Р(я) - некоторый полином

степени Р , определяемой соотношением

Р - £  (м.) - О-j - /  дМ(пъ) - (S'-і) /  ІҐ * Х̂ 1 (угг)}

причем, если р *0  , то Р (% )=0  .

Указанный метод построения полиномиальных решений апробируют­

ся на алгебраических дифференциальных уравнениях специальных видов.

В этой же главе выделяется класс алгебраических дифференциаль­

ных уравнений (I) имеющих максимальное количество полиномиальных 

'■егасний заданной структуры.

Теорека 2 .2 .1 . Для того, чтобы все полиномы

S U )  * Р(х)

псе  всех t = J T  были .решениями алгебраического даффереициаль-

8 *“
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ного уравнения (І), необходимо и достаточно выполнения тождеств

к
л  у і (я) ш  ы )  а  /  ъ .

5 Z Z  & i ( z ) 2 z :  2 1 2  . . . 2 Z  л  /  **

i-e Ъ-0 т**р V е /

»  [ р гЧ ) ? і Г ^ І Н  h % ] jJ fir ‘ 4

где j . $ 7 7  , числа h  d )  * j  / і  г ,  определяются
k i L

в зависимости от группировки

ji  ’ h a****£,  ...,Z Z ji* (r - i)+ > »£ .
Л-І k*I k-1

Глава III посвящена нахождению свойств рациональных решений

# а и  ,  tz -14:  *  (Е )

алгебраического дифференциального уравнения

e , f * ) f ]  I s ' t o p b - P ,  да)

где £>i(x) -полиномы.

Степень рациональной функции (12) вводится как упорядоченная 

пара чисел: (ty (ГС*)* ( Р . 0 .

Определение 3 ,1 ,1 .. Будем говорить, что рациональное решете 

( Е )  степени і^(я)*(Р,!0 дифференциального уравнения (13) яв­

ляется рациональным решением с особой степенью, если

X U  ~ . . . »  , sio ( ?л )  - . . . »  -S^ Ср л )  .

Я* jr , j&  f *  Ь , j-. , •

при p-tj'tz , 2 = оГгГ-1 » и если.



1 , * . - tru

>L (r,r,l%) , H  U X .J *  t‘ f>,

при P - ^ - t  . ? £ /0 .  I . . . . .  *-jj , ГД» J ;  (p, Ц.) - № Ш І

степени.

Для неособых степеней рациональных решений справедлива 

Теорема 3 .1 .I .  Дифференциальное уравнение (13) может иметь 

рациональные решения (12) неособой степени сіец иХ( & ) - (Р , fy) 

лишь такие, что:

а) при Р-ЯФ% , Z-0,n~l , разность Р - fy. содержится 

в наборе

' (1 - ш л -  ( 1 - т , ) ]  ____  ____

— L } ,

причем в набор входят лишь целые числа, неравные Z  ;

б) при Р-^ = Т , ?6{o,  I » натуральное число

такое, что - О . к - / ,  2? -L • Д  д ,  » 1  £

/  £Т t р- Z  содержится в наборе

’(X - m J - d j- S l j ) f г  ( * г ? и ) - ( * Г ? г ; )

~ _ Ч  _____  ^г .' " Л у

Itl  ̂~ ^  ̂  ’ </ " ?їі ^ Р  У  • у
А  - определитель, составленный на осноез d.-L , J:

</ d 
по описанному в диссертации правилу.

Для особых степеней рациональных решений справедливы

Теорг..а З.І.4А. Дифференшальноз уравнение (13) может иметь 

::;о"зльные рвЕЗШЯ (12) особой степени (Р, 0  , Р - j, /  Z

Т-с п-і , доставляемые блоком

- 10 -
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X .'г. to

Л  t (Є, і )  > S , і (0 . і ) .  j ‘  А  І - К ‘г ' ^ Л
*

лишь такой, что разность z’ -̂- является корнем уравнения

x t t ,  ( Р А ) *  О.
х=о ‘ J

Теорема З.І.4Б. Дифференциальное уравнение (13) может иметь 

рациональные решения ҐІ2) особой степени (Р,Р~ т) , Тб{о,

I , доставлявше блоком

г, ггі»~ ■" ’  ?>. г U ,  *  \  * *ег ' К * .  * ‘ " ' г' -»

‘  іуг ■ ^ г , t, (р- > ^ г ,  г^г ’

і‘ Іг<.Х, . lif, і к , ,

Fі = fl+J, ,

лишь тогда, когда І  ̂  и частное / <Ґ?-Ґ связзны равенством

^ 0—‘ ^  t І (Л-г, Xr-Z, ^  г )Л го  ̂ ‘J ^

Здесь - функции составленные на основе козйфидаен-

тной функции.

Другой подход определения степени рациональных решений осно­

ван на асимптотическом методе установления границ изменения степе­

ни. Это § 3.2. главы I I I , который состоит из II теорем. Приведем 

дзе ка них.

Теорема 3 .2 .IA. Пусть выполняются условия:
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1) аег > эеі ~ x $tl = . . .  «  ? агг  , t *0, J-l, 0 ‘  U jT ,

o±stJf-і , ju - l + sti.jv~'t

2) 4 ' * h.p ' 7ft Htf
Тогда справедливы утвервдения:

A) при fi?0 ,$- Jf  дифференциальное уравнение (ІЗ) не 

имеет рациональных решений (32) степени (Р,Ч) такой, что

Р-^ФГ  , 2 *  ^ 7 ^ 7  ;

Б) при ti-s.0 , O^bijT  дифференциальное уравнение (13) 

может иметь рациональные решения (12) степени (р, (р) ,
7-0,n-i , лишь такой, что P-fy і- ^ ;

B) при 0* f) і Jf , fitSzjf дифференциальное уравнение

(13) может иметь рациональные решения (32) степени ( Р, fy) , 

Р'%ї t г , ЛИШЬ такой, ЧТО L •

Г) при дифференциальное уравнение

(13) может иметь рациональные решения (12) степени (Р, ,

Р~$ Ї t • 1= О, п-і , P-f* 7X0£ лишь такой, что ±

S, к

Д) при О* (і * J\T , / 1*-5 і JV" • дифференциальное уравнение 

(ІЗ) может иметь рациональные решения (12) степени ( PJ fy) ,

P-fy t ї , T = 0,-л-І , P'-fy > cWb ̂  лишь такой, что г-

ъ ЇЇХІЇ (, .

Теорема 3 .2 .ІБ. Пусть выполняются условия:

І сі ( Ї к і 2 ntj LVhtb ( 7ju • •

, ju* T+bti, Ж ;

21 if 4  - № hff - r  * t ,  f - U .
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Тогда справедливы утверждения:

A) при А-0 , s = дифференциальное уравнение (13) не

имеет рациональных решений (12) со степенями f Р , Р~Т) , 

Т £ {о ,  I ....... n-j] ;

Б) при fi- 0  t дифференциальное уравнение (13)

может иметь рациональные решения (12) степени (Р , Р~ %) ,

7 6 10, лишь такой, что Ъ
I 5,OZ

B) при О* fi ± J f , Д+s = J\T дифференциальное уравнение

(13) может иметь рациональные решения (12) степени ( Р, Р - 2) , 

Г £ / 0 ,  I ,..., n-l] лишь такой, что / ?  г ^  ;

Г) при О*- + рациональные решения (12)

степени (P,P-t), t£{o, I , . . . , * - / }  , для которых £г >

у дифференциального уравнения (13) могут быть лишь такие, что

4  *  ^- Ь ,к т %
Д) при A+S*JT  рациональные решения (12)

степени (Р, Р- 2) , Тё { О, I ........n-iJ , для которых ^

/  22-1 ^ , у дифференциального уравнения (13) могут быть лишь
п С

такие, что £ г 4 6?цг .

Все эти исследования, проведенные в § 3,1 и 3.2 главы III, 

апробируются на уравнениях второго и третьего порядков типа Пен-

Числа %Ог і , 72^1 , At состав­

лены на основе характеристик уравнения £ .̂ , 'v̂- и по

описанному в диссертации правилу. у

В § 3,3 этой же главы указан метод построения рациональных 

решений алгебраического дифференциального уравнения (13) в целом, 

который является аналогом метода приведенного в § 2.2  главы II для



полиномиальных решений.
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