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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблемы. Многочисленные задачи астрофи­

зики, космонавтики, теории упругости и автоматического ре­

гулирования, электроники, гидродинамики и других наук при­

водят к исследовании дифференциальных уравнений с перемен­

ными коэффициентами, которые содержат один или несколько 

малых или больших параметров. Многие ив этих задач не под­

даются точному решению. Среди причин, затрудняющих точное 

решение, можно указать, например, нелинейные уравнения дви­

жения, переменные коэффициенты и нелинейные граничные усло­

вия на известных или не известных границах сложной формы.

Для решения подобных задач мы вынуждены пользоваться раз ­

личного рода приближениями или численными методами, или ком­

бинацией тех и других. Среди аналитических приближенных ме­

тодов празде всего аледует назвать асимптотические методы 

возмущений, основывающиеся на идее разложения искомых реше­

ний в ряд по степеням малого или большого параметра или по 

степеням независимой переменной. Зародившиеся в работах Ж.

11).$.Штурма, Ж.Лиувилля, А.М.Ляпунова, А.Пуанкаре, Л.Шлеэин- 

гера, Д.Д.Биркгофа, Й.Д.Тамаркьла, эти методы в последнее 

время получили бурное развитие как за рубежем /работы В .Ба­

зова, Ю.Сибуйя, Л.Чевари, Э.Коддингтона, Н.Лввинсона, Де. 

Коула, В.Тржицинского, Х.Территина, А.Найфа и д р . т а к  и в 

работах советских математиков /Н.М.Крылова, Н.Н.Боголюбова, 

Ю.А.Митропольского, А.М.Самойленко, Д.Й.Маргынюка, А.Н.Тихо­

нова, А.Б.Васильевой, В.М.Волосова, В.Ш.Бутувова, И.С.Грэд*- 

штейна, В.М.Миллионщикова, В.С.Пугачева, М.В.іедорюка, Н.Н. 

Моисеева, М.Я.Вииика, Л.А.Люстерника, А.С.Понтрягина, Е . і ,  

Мищенко, Н .Х.Ровова, Н.П.йругина, И.М.Рапопорта, С.Ф.Фзшвп- 

ко, Н.И.Шкиля, С.Г.Крейна, Ю.Л.Далецяого, Ю.А.Рябова, Е.А. 

Гребенникова, К .Г .8алеева,И.А.Пявлюка, К.А.Абгаряна, С.А. 

Ломова, М.Й.Иманалиева и многих других/.

Наиболее простые и наиболее распространенные асимптоти­

ческие методы - это метод Ляпунова-Пуанкаре, метод Крылова,- 

Боголюбова-Митропольского, мется; Фещенкс-Ккиля, метод Виши- 

кв-Люитернпка, метод Тихонова-Васильевой, метод Ломова.

Метод Фещенчо-Шкиля - это метод асимптотического интег-



рирования определенного класса линейных дифференциальных 

уравнений, а именно, уравнения, в ко*орых коэффициенты яв­

ляются функциями медленного времени t >  e t  } где £  - ма­

лый положительный параметр, свидетельствующий о том, что ко­

эффициенты уравнения меняются медленно, т .е . их проиэводные 

по независимой переменной t  пропорциональны малому пара­

метру £ .

Такие дифференциальные уравнения с медленно меняющимися 

коэффициентами встречаются во многих областях науки и техни­

ки, находят широкое прилогеиие:

" . . .  ідея дослідити диференціальні рівняння в повільно 

вміннями коефіцієнтами прийшла при вивченні такого фізично- 

го явища, як проходження черев ревонанс. А потім ці рівняння 

внайшли широке застосування для розрахунку циклотронів, ор­

біт супутників, травкїорій ракет, доолідженпі процесів у 

плавмі, коливань турбін силових установок” , - академик Р.А. 

Митропольский /гвввта '‘Вечірній Київ” , 21.07.1976 р . /

К таким уравнениям приводятся также, например, уравне­

ния с малым параметром при старшей проивводной, некоторые 

задачи на собственные вначения, вадачи нахождения усилий в 

упруговявкой нити Переменной длины о груэом на конце, вадачи 

колебания свободно подвевениого каната, вадачи исследования 

колебаний упругих тонких оболочек. Отметим также вадачи:

I /  "определения вначения критической осевой силы для орто- 

тропной оболочки с криволинейной образующей при неосесиммет­

ричной форме потери устойчивости'', которая сводится я иссле­

дованию дифференциальных уравнений с медленно меняющимися 

коэффициентами, вависящими от двух ма.-чх параметров; 2/"рас-  

четы осесимметрично нагруженных конических оболочек с толщи­

ной стенки, изменяющейся по линейному вакону,” которая сво­

дился к дифференциальному уравнению с медленно меняющимися 

коэффициентами и иррегулярной особой точкой и т.д .

Число примеров дифференциальных уравнений с медленно 

меняющимися коэффициентами можно было оы еие значительно рас­

ширить.

В связи о вышеизложенным можно сделать вывод, что разра­

ботка асимптотических методов иетегрирования систем дифферен­

циальных уравнений с медленно меняющимися коэффициентами
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является весьма актуальной задачей в практическом и теорети­

ческом плане.
Тема настоящей работы цосвящена разработка асимптоти­

ческих методов интегрирования ртдельных классов дифферен­

циальных уравнений с медленно меняющимися коэффициентами и 

продолжает дальнейшее раэвитие фундаментальных равработок 

С.Ф.Фещенко и Н.И.Шкиля.

йбъект исследования. Объектом исследования является 

дифференциальные уравнения с медленно меняющимися коэффици­

ентами. Среди них исследуются обыкновенные дифференциальные 

уравнения первого и второго порядна, о чаатными производны- 

ми, с двумя малыми параметрами, с малым параметром и иррегу­

лярной особой точкой.

Целью работы является;

- разработка более аффективных методов построения 

асимптотических равложений решений систем линейных дифферен­

циальных уравнений с медленно меняющимися коэффициентами, с 

целью получения наииолее простых и удобных в пользовании 

расчетных формул,

- построение асимптотической фундаментальной матрицы 

системы линейных дифференциальных уравнений с медленно меня­

ющимися коэффициентами дробного ранга,

- разработка алгоритма интегрирования слабо нелинейных 

систем с "медленным временем" в критическом случав и устано­

вление условия асимптотической устойчивости решений слабо 

нелинейных систем с медленно меняющимися коэффициентами,

- равработка и обоснование алгоритма асимптотического 

расщепления систем линейных дифференциальных уравнений с 

частными производными, систем с двумя малыми параметрами, 

систем с малым параметром и иррегулярной особой точкой,

- постановка обшей задачи асимптотического представле­

ния решений дифференциального уравнения о медленно менягщи- 

мися коэффициентами в банахором пространстве при наличии 

кратных собственны! значений-, проведение исследования уравне 

ний второго порядка в критическом случае,

- ра&раоотка метода асимптотического интегрирования 

дифференциального уравнения с медленно меняющимися коэффи-



циентами и запаздыванием аргумента в банаховом пространстве.

Методика исследования. При решении поставленных- задач 

осуществляется единый общий подход, синтезировавший асимпто­

тический метод Фвщенко-Шкиля, теории'"ЗОВМущений линейных 

операторов и теории обобщенного обращения операторов.

Научная новявна. Используя понятие обобщенно обратной 

матрицы /оператора/ и объединяя асимптотический метод Фещен- 

ко-Шкиля и методы теории возмущений линейных операторов, р а з ­

работаны более эффективные, по сравнению с ранее известными, 

методы построения асимптотических разложений решений систем 

линейных дифференциальных уравнений. Исходя ив этого, для 

рассматриваемых классов систем дифференциальных уравнений в 

работе впервые,

- построена асимптотическая фундаментальная матрица ре­

шений системы линейных дифференциальных уравнений с медленно 

меняющимися коэффициентами дробного ранга. Разработан алго­

ритм построения частных решений. Указана структура решений 

при наличии кратного корня. Показано, что к вытеизученному 

случае сводятся неоднородные системы и случай кратного корда,

- построены решения в критическом случае системы нели­

нейных /степенная нелинейность/ дифференциальных матричных 
уравнений,

- получены необходимые условия асимптотической устойчи­

вости решений слабо велинейной системы дифференциальных урав­

нений с медленно меняющимися ковффициентвми. На малый пара­

метр указаны ограничения, при которых будет иметь место рас­

сматриваемая устойчивость. Получены достаточные условия не­

устойчивости,

- решена задача асимптотического расщепления систем ли­

нейных дифференциальных уравнений с частными производными 

первого и второго порядка специального вида,

- поиавано, что систему дифференциальны?; уравнений с 

частными производными второго порядка можно расщепить на 

подсистемы меньшей размерности с одновременным понижением 

порядка исходной системы,

- разработан алгоритм асимптотического расщепления диф­

ференциальных уравнений первого л второго порядка с медлен"о
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меняющимися коэффициентами, вависящими ох двух малых пара­

метров равличных порядков малости,

- равраОотан алгоритм асимптотического расщепления сис­

тем дифференциальных уравнений с медленно меняющимися коэффи­

циентами и иррегулярной особой точкой по медленной переменной,

- построены асимптотические частные решения дифференци­

ального уравнения в банаховом пространстве при наличии крат- 

1ЫХ собственных вивчений. Ивложен вопрос построения решений 

неоднородного дифференциального уравнения второго порядка 

в банаховом пространстве при наличии нулевого собственного 

вначения в резонансної» и нереаонансном случаях,

- равраОотан алгоритм построения асимптотических част­

ных решений дифференциального уравнения о медленно меняю­

щимися коэффициентами и вапавдывающим аргументом в банахо­

вом пространстве.

Достоверность ре8улиатов работы. Результаты диссерта­

ции четко сформулированы в виде теорем и лемм, основные ив 

которых полностью доказаны. В частных тривиальных случаях 

некоторые теоремы приведены бев докавательства. Как частный 

случай иа большинства докаванных теорем вытекают ревультаты,, 

известные ранее.

Теоретическая и практическая ценность. Работа в целом 

носит теоретический характер. Теоретическая и практическая 

ценность работы ваключается в содержащихся в ней новых ре- 

вультатах, в предложенных новых методах. Диссертация содер­

жит решение ряда научных проблем. Так,полностью решена проб­

лема исследования необходимых условий асимптотической устой­

чивости слабо нелинейных систем дифференциальных уравнений 

с медленно меняющимися коэффициентами. Поставлена и решена 

проблема асимптотического расщепления ряда новых к-лассов 

систем дифференциальных уравнений о медленно меняющимися ко­

эффициентами и асимптотического представления решений диффе­

ренциальных уравнений в банаховом пространстве при наличии 

кратных собственных вивчений.

Ревультаты диссертации открывают вовможность для даль­

нейшего раввития теории дифференциальных уравнений с медлен­

но меняющимися коэффициентами. Они навля уже применение в 

па0отах ряда авторов / см ., например: Алишев А. Аеимптотичес-
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кое интегрирование систем дифференциальных уравнений, содер­

жащих параметр: Автореф. д и с . . . .  канд. фив.-мат.наук. - К., 

1982. - 16 с . ;  Дйвидвк Г.П. Асимптотическое интегрирование 

сингулярно вовмущенных систем дифференциальных уравнений с 

иррегулярной особой точкой: Автореф. д и с . . . .  канд. фив. - 

мат, наук і - К ., 1983. - 14 с .}  Яковец В .П . Асимптотичес­

кое интегрирование систем дифференциальных уравнений второ­

го порядка в частных производных с медленно меняющимися ко­

эффициентами: Автореф. д и с . . . .  канд. фив.-мат. наук. - К ., 

І98Я, - 21 с . ;  Клименко II.С . Асимптотическое интегрирова­

ние дифференциальных уравнений с медленно меняющимися и ос­

циллирующими коэффициентами в банаховом пространстве: Авто­

реф. д и с . . . * канд. фив.-ыат. наук. - К ., 1986. - 16 с .  и 

!ЯР./
Результаты диссертации могут быть испольвованы в прило­

жениях при исследовании многих прикладных задач физики, би­

ологии, строительной механики и других наук.

Разработанные алгоритмы получения асимптотических фор­

мул представления решений дают возможность непосредственно 

получить приближенное решение в аналитическом виде.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались 

и обсуждались на равличных конференциях и семинарах, в част

ности:

- на Втором /Украинском/ республиканском симпозиуме по 

дифференциальным и интегральным уравнениям /Одесса, 29.09 - 

2.10.1978 г ./ ,

- на конференции "Проблемы нелинейных колебаний меха­

нических систем" /Киев* І8 - 20 .IU .IS79  г ./ ,

- на отчетно-научной конференции кафедр КГПЙ им. А.М. 

Горького ва 1978 г . /Киев, I - Э .02.1979 г ./ ,

- на 40 - 52 -ой научно-технических конференциях Ки­

евского инженерно-строительного института /Киев, март 

1979 - 1991 г .Г ./ ,

- на Всесоюзной конференции по асимптотическим методам 

в теории сингулярно-возмущенных уравнений /Алма-Ата, июнь, 

1979 г ./ ,

- на Ш Всесоюзной конференции "Оптимальное управление
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в механически* системах" /Киев, 19-21.12.І9?9 г ./а

- на У Республиканской конференции математиков Белорус­

сии /Гродно, октябрь, 1980 г./,

- на IX Международной конференции по нелинейным колеоа- 

ниим /Киев, 30.08-06.09.1981 гч^

- на семинаре по асимптотическим методам в теории диффе­

ренциальных уравнений в КИШ им. А.М.Горького /руководитель 

академик АПН СССР доктор фиа.-мат. наук,профессор Н.И.Шкиль 

/ноябрь, 1981 г . ,  март, 1983 г . ,  апрель, 1985 г . ,  май, 196? 

г . /  /,
- на семинаре по теории сингулярно возмущенных дифферен­

циальных уравнений в МГУ им. М.В.Ломоносова /руководитель 

доктор фиа.-мат. наук профессор А.Б.Васильева /24 октября 

1982 г . /  /,

- на Республиканском семинаре по дифференциальным урав­

нениям в ГСГУ им. Т.ГЛевченко /руководитель член-кор. АН 

УССР доктор фив.-мат. наук,профессор А.М.Самойленко / I I  мая 

1988 г . ,  24 декабря 1986 г . /  /,

- на семинаре по качественной теории дифференциальных 

уравнений в МГУ им. М.В.Ломоносова /руководитель доктор фча. 

-мат. наук профессор В.М.Миллионщиков /2  декабря 1983 г . /  /,

- на научном семинаре отдела "Динамика и устойчивость 

многомерных систем "Института математики АН УССР /руководи­

тель член-кор. АН УССР доктор фиа.-мат. наук профессор й.А. 

Луковский /15.12.198Э г . /  /3
- на научном семинаре Научно-исследовательского вычис­

лительного центра МГУ им. М.В.Ломоносова /руководитель док­

тор фив.-мат. наук профессор Е.А.Гребенников /3 .04 .1964г .//,

- на научно-исследовательском семинаре "Асимптотические 

и численные методы решен..я сингулярно вовмущенных вадач" в 

МГУ им. М.В.Ломоносова /руководитель академик А.Н.Тихонов 

/IS .02 .IP 88  г . /  /,

- на объединенном семинаре отдела нелинейных колебаний 

и отдела дифференциальных уравнений и математической физики 

Института математики АН УССР /руководитель академик Ю.А.Мит­

ропольский /22 .02 . IP8S г . /  /7
- на Второй Всесоювной конференции "Новые подходы к ре­

шению дифференциальных уравнений /30 .05-1 .06 .1999г., город

7



8
Дрогобич Л

Публикации. Ревультаты, полученные в диссертации,опуб­

ликованы в З е  научных работах, список которых приводится.

Структура и объем работы. Диссертация состоит ив введе­

ния, трех глав и списка основной испольвованой литературы.

Во введении дан краткий исторический обяор исследований, 

посвященных раввитию асимптотических методов в теории диффе­

ренциальных уравнений, формулируются научаемые в диссертации 

проблемы и приводится аннотация основных полученных резуль­

татов.

Первая глава посвящена исследованию асимптотических 

свойств решений обыкновенных дифференциальных уравнений с 

медленно меняющимися Коэффициентами.

В §1 приведены вспомогательные сведения и результаты, 

которые составляют основу в докавательстве теорем и применя­

ются в дальнейшем.

В 52 ставится вадача построения асимптотической фунда­

ментальной матрицы решений системы дифференциальных уравне­

ний с медленно меняющимися коэффициентами

£ Є (0 ,ів] ~ “ алый действительный параметр, А (Т,С) - дейст- 

вителвная матрица, допускающая асимптотическое разложение,

ССЩРЕАНИЕ РАБСЯЫ

/ I /

Система / I /  рассматривается при начальных условиях

d t t  11А0( Г ! - Х Е  11*0 / V



g

/  £  - единичная матрица /.

§8 содержит алгоритм построение решений для системи / I / ,  

когда корни уравнения /5 /  на всем отрезке [О, L] остаются 

простыми:

і  * j  і  а 1. • и - . / є /

При этом в еависимости от соотношения между числами р и 

Ч рассматриваем следующие два случая: л/ ,k frA 0
б / р *  , например, р*и<1 + г ,16 І Ї , 1**1) й = 0, / , . . .  .

Случай /  Р * % * 1 /  рассмотрен в работах

С.а.і&ещенко и Н.И.Шкиля; случай /  % л \ /  был

лишь только сДормулирован в работе С.Ш.Лещенко /1955 г . /  

Случай Т  = £'> t /  (f,% ) * 1 / ,  докавательство которого 

проводилось о переходом в координатную форму, частично на­

следовался В.К.Григорвнко.

В случав а /  справедлива такая теорема.

Теорема 1 .3 . Если матрицы As^ ' /  >5 я 0 , 1 , . . .  /  на 

отрезке СО,L J дифференцируемы по Т  достаточное /беско­

нечное/ число раа и собственные вначения Л ’ (*), j  
матрицы А 0(Г> простые на даном отревке, то система диффе­

ренциальных уравнений / I /  имеет формальную матрицу-решение 

вида ±

А /
в которой И  (Т,(/ - матрица (и к и > , /\СТ,£У - диагональ* 

ная матрица порядка и. , представляются асимптотическими

разложениями
оо U-t

U t t , c ) ^ i s U M )  A ( r , f ) = ^ £ sA s « ) .
5ro 5 3=о / в /

При доказательстве теоремы предложен новый метод, осно­

вывающийся на испольвовании обобщенно обратной матрицы. Зто 

повволяет представить равложение для А (Г ,£ ^  в виде конеч­

ной суммы числе слагаемых, а также упростить алгоритм пост­

роения частных решений для системи / I / .  Иллюстрацию этого 

подхода показано в теореме 1.4.



Теорема 1 ,4 . Пуоть выполняются условия теоремы 1.3, 

тогда частное решение для системы / I /  имеет ввд

OC.J ( t , e ) * V j  ( Г , ' )Є Х / >( / ' * • < * , v d i ) ,  j .

где Л/j'CT,£^ - К  - мерный вектор, представляющийся асимпто­

тическим рядом

У  CZ,e) = T^£. Vj (Г) , /Ю /

а скалярные функции Лу (Т,£) , j-  м., представляются

конечной суммой слагаемых вида 

k -1
Z t } . ( S ( i ) .  / п /

^ 3*0 ^

В случае й/ имеет место следующая теорема.

Теорема 1 .5. Если выполняются условия теоремы 1.3, то 

система / І /  имеет формальную матрицу-решение
і

Х « { > *  U ftif* ) * хр ( ] л  ) ,  i2

в которой U (?,/*) и A  ( t y )  - диагональная матрица, име­

ют ревложения

10

/1 3 /

/14 /

/<  = ,

^ ( P“ j h

E (x ;  - целая часть X ,  p- ^ ^  ^ •*• •

В §4 докапываэтся асимптотическэч сходимость в смысле 

Крылова-Боголюбова-Митропольского построенных формальных 

решений к точным, т .е . справедлива такая теорема.



Теорема I . б .  Если выполняется условия теоремы 1.8, у с­

ловие

1 с (Si
( ^ . Г .  I  A; ( f )  Y 'lt- [О, L I ,  j* 1,2,.,; К ,  /1 5 /

S *o J

где _XJ c ? )  - алементы диагональных матриц из раь-

до*ения / 8/  а

X ({,£)/ = X  СІ,()/
Іі-.о lU o  • /1 6 /

где 0C (t|£.) - точное решение системы / I / ,  3C|v) ( i , £ ) - Иг -

приближение, то для проиввольного L >0 существует постоян­

ная ав вависящая от £  и такова, что для всех

і  С [0, L /£k] } £ і  (О, £ J  выполняется неравенство

- Mi-1-It
||Х ,̂0-Х(М)|и С і. . /17/

Аналогичные оценки получены для построенных частных ре­

шений в теореме 1.4 и для решений ив теоремы 1.5.

В заключение §4 показано, что неоднородная система

А«,І)Х+ {(Г,Ц*хр(ІЖ,£))і X ,f t (C , /іа/

где dO/ali^KCV), сводится к однородной системе типа / I / ,  в 

которой X  f  R,wt .

Укаван вид общего решения для системы / I /  при наличии 

п.- кратного нулевого корня о одним элементарным делителем 

такой *е кратности.

Показано, что алучай кратного корня путем срезающего , 

преооразования сводится к вышеиеучеиному случаю простых кор­

ней уравнения / 5 / .

Рассмотрено пример, юкавывающий, что этими методами 

мокет быть исследована "вадача о симметричном ивгибе равно­

мерно нагретой круглой пластины линейно-переменной толщины, 

лежащей на линеЯноподатливом упругом основании".

В §5 исследуется вопрос построения решений для нелиней­

ной системы, когда нелинейность степенная, матричных уравне­

ний / V £ і  і* ! „
—  г / Ы Л + Х М - с л о /
d  t  о 1*1 1

II



p которой X  , A[ , f  - Г и к и ; матрицы, £ і  
"медленное время"

ОО

f ( r , t )  *  ^  i s F a t ) , / 20/
Sso

Для системы /1 9 / в критическом случае по А.Б.Ваоильевой 

/наличие нулевого корня в уравнении /Б / /  указан вид решен®, 

когда корень простой, полупростой и кратный /теорема 1 . 7/ :

/ з і /

Более детально рассмотрен случай, когда не выполняется соот­

ветствующее условие разрешимости и появляютя особые решения, 

т .е . разложение решения содержит малый параметр в отрица­

тельной степени

X ( W - T t ' H A V .  /ss/
S Z-І

Приводятся оценки Деорема 1 .9 /, указывающие на асимптоти­

ческий характер построенных решений*

В § б получены необходимые условия асимптотической 

устойчивости решений слабо нелинейных систем с медленно ме­

няющимися ковффициентами и указаны границы изменения малого 

параметра, при которых имеет место рассматриваемая устойчи-

В О СТ Ь ;

Рассматривается система

+ { (& .,* * > )  , /23 /

где X  ■ ( Х 1 4. , £>0 - малый параметр, / 1(Т)

непрерывны по своим аргументам, у>(Т,о)в О. Пусть Я ' ( ї  ), 
собственные вначения матрицы А(?V),. J

Теорема 1 . 10. Если

jw JT t, y t ( [ t e + со )  /г 4 /

IS

и компоненты вектора у (Т ,Х ) удовлетворя­
ют условию J



l'-1

где M  константы, то существует такое £ 0> P j что

для любого £  (:(0, £„] решаиия системы /2.В/ асимптотически 

устойчивы при t  —* + оо ,
Доказательство теоремы, в силу выбора малого парамет­

ра £ 0 , проводится сначала для канонического вида матрицы 

А(К) в аввиоимаоїіі от поведения собственных вначений

В отдельности рассмотрены случаи действительных простых 

и нолупростых /по Т.Като/ собственных вначений, случай дей­

ствительных кратных собственных вначений и более общий слу­

чай простых, полупростых, кратных, действительных и комплек­

сных.

В пункте 6 .8  этого параграфа рассмотрена линейная сис­

тема j  ,

^ г ' А т х і ї л / и ї х ,  x ( t .  /26 /

Установлены также достаточные условия /теорема 1.11/ неус­

тойчивости решений системы /2 3 / .

Ревультаты исследования ппоиллсстрировано на примерах. 

Далее в 6 .7  снимается условие канонического вида мат­

рицы A  ■ Рассмотрим систему /2 6 / .  Пусть при достаточно 

малых £. /  0< И С 0/  фундаментальная матрица решений

X ( t ,S ; £ ) однородной системы

А (*>Х , X C S , * ,O s E ,  О і і ї + ж  /27 /

имеет оценку

l| X ^ ,S ,E ) IU C t^ p (-  Of 0'stV *> ./8 0 /

T? • б

I I X ( t , s  0 | | «  C « * p ( -  u ( - t - s ) ) ,  a  s і  { < + o o ,
/23 /

матрица A ограничена при всех і ([£«,,+ °*), £ і (0,ccl
Тогда существует £ f ( і  f і (0) такое, что при воех £ е (0 ,St]



решение системы /2 6 / асимптотически устойчиво при t —r+oo .  

Для системы /23 / доказана следующая теорема.

Теорема I . I 2 .  Если для фундаментальной матрицы решений 

уравнения /2 7 / ив системы /28 / имеет место оценка /28 /,

/29 / и

Н у М и  < м  f I I у ( W - ні і  L її * 3 а ,

М, L -постоянные, то существует такое Bi (€f S £с ),что для 

всех О < с  і € 1 система /23 / имеет равномерно устойчивое 

ограниченное при t ^ t 0 решение.

Глава П посвящена вопросу расщепления линейных систем 

дифференциальных уравнений с медленно меняющимися коэффици­

ентами на подсистемы меньшей равмерности.

В 51 п .1 .1  рассмотрено систему в частных проивводных

вида

L u  г / А (« г ,с ;и  , / э о /

в которой И- - к  _ мерный вектор; А   ̂ - квадратная 

матрица порядка и. ; , ЭС - ( X , , . . . ,  ,

(Г Є (? , G - открытая ограниченная область иа - мер­

ного пространства Ц 1*1 /  ж  Ь 1 /\ £  Є (О, £ „ ]  - малый дей­

ствительный параметр, к  Є Л/ , L  - дифференциальный 

оператор вида

)  L K *  L ( L * ~ l / t / з і /
і г і t

14

или

L  = K o } x , . . .  , 2  + A i< w X  J /3S /

Предполагаем, что

I /  матрица ,4(<Г, I )  допускает асимптотическое разло-



IS

хение
СО

Л  (е,1) = Т .1 * А с «Г ); /34 /
S=o *

2/  собственные аначения Л: (С) (j= 1, Я, , и. ) матрицы 

y4e(W  G оОравуют две изолированные группы, т .е . та­

кие^* что X  где і*  1, И , ; j *  И,+ 1, и.; и - и ( =и-г .

3 / матрица л  (?, I ) голоморфна по (Г t  G С  .

Тогда справедлива /п . 1 .2/ следующая теорема.

Теорема П Л . Если в системе /3 0 / матрица А (б">0 такова, 

что имеют место условия I /  - 3 / п . I . I ,  то систему /Ifb/ 
посредством подстановки

U ~ Т(Р ,£ )1Г  / 35/

можно привести к виду

/аб/

в котором ВСб", Є > имеет квавидиагональвую структуру

б(<Г,£)г  [ B 'O r . l J j R / r . t ) ]  /37 /

и й-(С,С) - есть квадратные матрицы порядка К ' (7= 7,  г ) .
Предполагается, что имеит место раэложения по степе­

ням малого параметра £ :

Т ( ^ ) Л У т х  в <м й  • /38 /
SzO s-0 Sr °

Таким обрааом, ооглаоно структуре матрицы &(<?>£) 
уравнение /35/ нежно рассматривать как систему двух нева- 

висиыых подсистем, где

H ' t y *; ч Ц  . /а > /

Порядок отщепленных систем - И , и И. ^ соответственно.

При доказательстве теоремы П .І испольяуется неособен­

ная матрица которая преооравует А 0(^> к квазиди-



агональному виду

где y\/j0(<г) - квадратная матрица порядка К , с собственны­

ми вначвниями первой группы Л | (CJ‘f WgjW- квадратная мат­

рица порядка Ид. о собственными вивченнями второй группы
(і  * У, И, ) J  * И,+ (, И , 21 И; =: и ^ .

В п .1 .0  изучены свойства и предложен метод построения 

преобразующей матрицы, вависящей от ид. комплексных пере- 

ыенных* Докавана следующая лемма.

Лемма П .І . Если ^

а /  матрица /40<[̂ ) голоморфна по ^  в области G c R ;  

б/ ее собственные вначения J\j(G) (j *  1,2,..., и )  имеют 

одинаковую кратность для всех точек € в ;
в/матрица - AjCff'J Є /  J  ■ I ,  И /

у Є (? имеет один и тот же ранг ;

то можно так выбрать неособенную преобрэвуйцую матри­

цу V (С), что она сама, а следовательно, и квавидиагональ- 

ная матрица 1У 0(<Г) буду* голоморфными в области G .
Теорема П.2 доказывает асимптотическую сходимость 

формального преобравования, осуществляющего расщепление ис­

ходной системы, к точному.

Покавано /  п* 1.5 /  на примере, как выполняется весь 

расчет, свлванный с асимптотическим расщеплением систем ли­

нейных дифференциальных уравнений в частных производных.

Рассмотрен вопрос /п . 1.6 /  расщепления систем в част­

ных проивводных второго порядка

L2 1 ^ ^ Я Г .  /40 /

При этом показано /теоремы П.8 , П;4 / ,  что при определен­

ных условиях систему в частных проивводных /40 / мокно как 

расщепить на системы меньшей размерности, так и понивить ее 

Порядок, т .е . с помощью подстановки привести ее к отщеплен­

ным системам первого порядка вида / 00/ .

Теорема П .4 . Пусть имеем систему линейных дифреренци- 

апьны* уравнений в частных проивводных вида /40 /:

~ A ( f , W ,  С *  , / « /

16
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в которой Д(<Г,ї,) - (И Ч и / - матрица такая, что имеют мес­

то условия теоремы П Л . Тогда система /41 / посредством под­

становки

в котором матрица S2 ((»,£) имеет квазидиагональную структу-

Укаван метод асимптотического расщепления системы ви­

да /30 / с оператором /33 / /теорема П .5Д систем вида /30 / 

в случае простых собственных вначений /теорема П .б/.

Разработан алгоритм /п . 1.9 теорема П .8 / построения 

общего решения для системы /3 0 / при наличии кратного соб­

ственного вначения А.« И  в матрицы Л 0 {6~).

Показано, что к рассмотренным системам сводятся урав­

нения с малым параметром при старшій частной псоивводной»

§ 2 посвящен расщепление систем дифференциальных 

уравнений с медленно меняющимися коэффициентами, вависящй- 

ми от двух малых параметров различных порядков иалости, 

вида

\Г * T « r , e ) U /42/

Приводится к виду

L и  - Л  «г, « Ж  , /43 /

a S l{- (С>£) - суть квадратные матрицы порядка Н< (t-1,2) .  

Предполагается, что следовательно, и

S (Ї= Ь 2 J имеют представление

/45 /

j Ліг.Б ^  ь. Сгефаїшісв
Лг! України



в которой G~ * £уЧ* г ; W ,  і  6 А / і £  , yU - 
малые параметры ив областей £ Є / 7 £ “ / 0 < £ і£*>} , у*<є/7уч»

- /О  ^у4* */<„ f , (Г изменяется в области G~t ={о & (Г< L/, 

d0 , jk0 , L -постоянные; ~ матрица Ги it и ; ,

элементы которой ограничены и голоморфны по переменным & , 
£  , ук  в области Р  - П̂ У- * П^ .

Предполагается, что

I /  матрица Д (6",^,^) допускает асимптотическое разло­
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жение
оо

М л / ^  = І І  А 7Л г )
г.і=о'

/47 /

при £  6 П £ і А* е ^ /<  стремящихся к нуле С голоморфными 

по (Г* коэффициентами n t s  ) >

2 / корни Л [(С )/ I * 1 ,  2 , . . . ,  и. /  характеристическо­

го уравнения

а  а  її a w - j ( e  ї ї --о
Оо /48 /

образует К < К изолированных групп:

V . (r)' - ' V r ’ ; - ;  V r ' ' - " ’ A ‘’ W

( Л  t  ? * ♦ -  *  Р «  ■

таких, что для всех (Гб Пр- при J ^  f  и, ,

I  ? Р*м ( *  = 1 ,2 , ..., КГ

При сделанных предположениях справедлига такая теорема. 

Теорема П.0 . Пусть в системе дифференциальных уравне­

ний /4 6 / матрица ^ ( ^ . ь,уЧ) удовлетворяет условиям I / ,  2 / , 

тогда существует преобразование

х  = U(<r,*,/o j  , /4Р/

сводящее систему /4 6 / к система

/50 /
С*

' которой матрица S lC C ^yk .) имеет блочно-диагональную



структуру
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и - квадратные матрицы порядка р£ ( i~1 ;K  ).

Предполагается, что матрицы НО»,*)/*) и £2(1^,/*) 

допускают разложение

оо  оо

U (V W )= 'Z ffcSUgsW , /5S/
2,S-О S ?,S--o es

при £ Є ГІ£ , yV 6 Пг  стремящихся к нули о голоморфными

по С" коэффициентами 2s (ITJ.

Рассмотрев иллюстративный пример.

Покавано /п . 2 .3 / , что построенное по указанному алго­

ритму формальное расщепление /4 9 / асимптотически сходится 

к некоторому точному преобразованию X  (? ,/ ',£ ,>  системы /46 / 

На малые параметры 6  и уч указаны ограничения, при 

которых имеют место асимптотические оценки.

В п. 2 .4  ивложено расщепление систем второго поряд­

ка с медленно меняющимися коэффициентами, зависящими от 

двух малых параметров.

К наследование уравнений и систем такого вида сводит­

ся , например, задача "определения вначения критической осе­

вой силы для ортотропноЯ оболочки с криволинейной образую­

щей при неосесимметричной форме потери устойчивости" и ряд 

других.

В S3 рассмотрена вадача расщепления систем линейных 

дифференциальных уравнений с медленно меняющимися коэффи­

циентами на системы меньшей равмернооти в случае иррегуляр­

ной особой точки, т.е.  в том случае, когда реяение оистемы 

исследуется как при стремлении малого параметра к нулю  ̂

так и при стремлении независимой переменной к своей осо ­

бой точке.

Имеем систему

( h c / d t  = t fA (T ,€ )x , 3ceRK, /53/



гда Ъ ш £ » і  ; J l  ,<1 в Л / ,
матрица, ограниченная и голоморфная по комплекснім перемен­

ным С  и £  при

К I &L , о < | с u  f о|аг^е | $ л, /54/

/  , €0 , L - фиксированные числа/ и I /  имеет асимп­

тотическое представление

оо

Д Г . *  c * A ts  /55 /
2,8 = 0

в области /5 4 /; 2 / собственные значения матрицы Л 00
разделены на две группы Л 2 Л Р) ; Л ,

Л и . . И -  р , - р а ; A j  ^  Л к , е с л и ^ р ,  , 'к * / 5*

Теорема П .12. Пусть в системе /5 3 / матрица /\сґ,е) 
удовлетворяет условиям I / ,  2 / . Тогда существует преобраво- 

вание

*  с  и  № « ) * , ; .  / м /

сводящее систему /53 / к системе

d\ / A t  - 1 ^ 5 * ! .0 Г , £ ) £  ,  /5 7 /

в которой Х >  (Т ,е ;  имеет блочно-диагональный вид

^  а д  - [ 52, а д , П гк,с)}  , /58/

5 2 К« Ю -  квадратные матрицы порядка р ^  /  К и 1 , 2 / 

причем U (f,£ )  , 52СГ>*) ищутся в виде разложений 

00  00 

U c r ,0 * < L /£  f s^ ? s , Q f r ^ & ' V l V / s , /
2,S-0

Далее покавано, что преобразование /5 6 / является аси­

мптотическим по отношению к некоторой функіри U (T ,e j, ко­

торая действительно осуществляет расщепление исходной сис­

темы.

Как частный случай из данной теоремы вытекают теоре­

мы о расщеплении С.Зг.Фещенко и В.Вавова.
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Показано, что к исследованию таких систем сводятся за ­

дачи строительной механики.
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Третья глава посвящена изложению результатов по асимп­

тотическому интегрирование дифференциальных уравнений в ба­

наховом пространстве .

В §1 ртой главы рассмотрен вопрос построения асимпто­

тического решения при наличии конечной системы кратных соб­

ственных вначений для дифференциального уравнения с медлен­

но меняющимися коэффициентами в банаховом пространстве Б  

вида

d x / d i  = £-) *■ > /з о /
в котором ЭС- - искомая вектор-функция переменного t  £ [0, L/f ] 

со значениями в пространстве В ; 6. - малый параметр об­

ласти Л /  Л  - і  О*-* * м ,  £ ■-£ *  t *  e £ 0, L ] / ,  

и имеет место представление

А в - , * ) * А ,Ы + £ А а)(Ъ * )  ■ / 01/

Относительно операторов £ ) предполага­

ем следующее.

Оператор /40 (Т) удовлетворяет условиям ^ S fy); 

а /  /4 0W  линейный замкнутый нормально разрешимый при 

каждом значении Т £ [ 0 , 1Л ;

б/ область определения V(A0W)) оператора А0С£) плот­

на в & и не вависит от Т f  [ О, L 3 ;

в / /4 0(Т) сильно непрерывно дифференцируемый По /t 

достаточное /бесконечное/ число рае .

Операторнозначную функцию/! 'ftjC) подчиним условию (S2f. 
а /  / г (?) с)~линейный onepatopjравномерно ограниченный 

при 0 sT i L ,£  £ П /11/4° (Т, £ ) II і  С / ,  что оставляет ин* 

вариантной облаоть Р (  /4. ^ ) ) )
б/ оператор Аа)(7-, I ) разлагается в асимптотичйскяЗ 

РЯД , «э

Л  « ) * ) *  <►£ /4S (T> т

t S ' 1

с ограниченными сильно непрерывно ДИфференцируемыми по і



достаточное /бесконечное/ число раа коэффициентами А ^С ї)

/  5 - 1 , 2 ,  . . .  / .

Вопроо построения решений для уравнения /60 / рассмат­

ривается цри наличии у оператора А 0 CTJ конечной системы 

изолированных при каждом ' t  кратных собственных значе­

ний, х .е .

A PkW, /аз/
0 k= t t»-*«

% ecb (?) и - собственный проектор и собст­

венный нвльпрзент, что соответствует иволированному собст­

венному значению ^  *  1 ■ 2 , • . . .  *'vt /  операто­

ра /4 t t ;  и удовлетворяет соотношениям

jo ' ,  к фк\
V

(J, Ok ■ ® ь Pi, ■ D u  і

. / « * /

Причем каждому А/, (? )  соответствует корневое подпростран­

ство размерности Klji <- + ° °  и выполняется условие

\ / Г € [ о , Ц  /65 /

(  ' =■ of / d f  і I t - ' , 2- - v  ^  )  ’
где - нули оператора : /V fS j,) ,

a I ~ дефектный функционал .
На вид формальных частных решений уравнения /60 / 

указывает така# теорема. ці

Теорема ПІ.І. Если операторы А W  >A u je )  удовлет­

воряют условиям ( 5 ( ) , ( Sg ) и выполняются условия /65 /, 

то формальное частвое решение уравнения /60 / может быть 

представлено в ваде
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где / , Л ^^» /* /,) /сооіввтотвенно вектор-функция

а скалярная функция/ имеют следующие степенные разложения

оо

В п. 1.3 главы В1 показано, что формальное решение / 66/  

обладает асимптотическим свойством в том смысле, что век­

тор-функция

U= і и к

где Л [ > , А ), У "сг ,/ч к ) ( f > £ N )  равложения /67/ ог­

раничены р + 1  членами, при фиксированном р  и прис но  

стремится к соответствующему точному решению X ( t ,C )  диф­

ференциального уравнения /60 /. При этом при докаватвльстве 

асимптотического свойства на параметр £  получено ог­

раничение, при котором имеет место асимптотическая оценка.

В теоремах Ш.З - И.5 рассмотрены частные случаи и дру 

гие достаточные условия типа /65/, необходимые для построе­

ния асимптотических решений уравнения /6 0 /.

Б п. 1.5 этого параграфа детально обсуждается случай 

изолированного нулевого собственного значения! так называ­

емый критический случай по А.Б.Васильевой.

Здесь указывается структура частных решений пра другю, 

достаточных условиях, чем в теоремах Ш. І ,  Ш.З - Ш.5. Указы­

вается возможное число самих достаточных условий в зависи­

мости от поведения возмущающих членов из разложения /6 2 /,



когда некоторые ив коэффициенте A f(Т ) , . . . ,  /4И0Г) ряда 

/62 / тождественно равны нулю.

Пусть нуль опврат&ра /40М  : Є /V(/4o(rJJ;
у  f  Л/ (/( * Ш )  - дефектный Функционал у  , И - обобщен­

но обратный оператор для А в (?) ■
Введем в рассмотрение следующие элементы :

У к *  £  Н *  lA ( ? iH * ' f , /ев /
і * » *

*  ( f ,  )  , к *  . /e g /

% есь  £((Иі2) / i )  /£( *-)  - целая часть x  / , ( ^ /,Ґк'€)

вначеиив линейного функционала Ч' на векторах 'f  . 
Теорема Ш.7. Пусть

I /  для операторов , A І?,1) имеют место условия

/  $t / .  /  S ,  Л
2/  оператор Д „ Ш  при каждом Т имеет иволирован- 

ное нулевое собственное авачение о конечномерным корневым 

подпространством равмерности К  * + 0 0 ;

Я/ \/Tf [О, L ] выполняется одно ив условий

1, и>, *  0 ,

2 . U3* Ш О , О ,

• t • » •

I  , uJf *  и^2 *  1В ^1-  | ї О )  и)< ф О ,
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d f l ,  * U b r i s O ' f b>U r t * 0 '

. c J f *  »«. О г например, г - е ,

(l = 1 , 2 . , А і ) Тогда асимптотическое решение для диффе­

ренциального уравнения /6 0 / имеет вид

OC(f,£ ) - ехр/ d { )  U (r ,jb ) , /70/



где U (Т,/*) - вектор-функция, Я  ('i')f4) - скалярная функ­

ция представляются разложениями

Н-І+І,

25

оа  И-1+f/—'

psusn), j ч* •
S r O

I
И - I

Д ( Т , / £  f S A s (T ) . /7 1 /

S - 1

Исследуется случай наличия регулярных решений относи­

тельно малого параметра £ ., а также случай, когда

№ g /V.
В силу своих особенностей, как отмечают в своей моно­

графии Х.Массера и X.Шеффер, определенный интерес представ­

ляют собой и дифференциальные уравнения второго порядка, 

чему и посвящен §2 .

В этом параграфе рассмотрен вопрос построения честных 

решений в некотором гильбертовом пространстве -И для 

уравнения

jSy-
2 - ±  =  А ( г . £ , х +  е  м

А (т- ,1 )*А & + *А % ,1 )1  A % t)= J lL ~ 'A s(?K  / / з /

A f t )  - самосопряженный оператор, отрицательно определен­

ный с плотной областью определения D  ( А ), не зависящей 

от Т сильно непрерывно дифференцируемый по 'Г доста­

точное /бесконечное/ число paej такой te J как и

в вадаче /6 0 / ,

Вектор-фуннция ^  (Т}С) непрерывно дифференцируема По 

'Г и допускает представление



ОО

f  ( ft t) «Г S I  І $ { ; ( ? ) ,  jf fK ,  Є ) И  К . /74 /

Функция 0 r t , £ ^  такова, что

сів / 4+ = , / 75/

где К (1) непрерывно дифференцируема достаточное /бесконеч­

ное/ число pas.

Предполагаем, что для уравнения /7 2 / имеют место теоре­

мы С.Г.Крейна и В.Б.Осипова существоавния и единственности 

решения.

Пусть Л (Т) изолированное собственное аначение опера­

тора . Преобразование X - £ X f ( J приводит

уравнение /7 2 / к такому же виду с оператором Se(W-АМ ЛіїН , 
который имеет нулевое собственное аначение.

Поэтому для простоты изложения вопрос построения част­

ных решений для уравнения /72/, рассматриваем при наличии 

изолированного нулевого собственного значения у оператора 

Ай№) > равличая известные в литературе два случая:

- резонансный, когда функция К( с о в п а д а е т  с собст­

венным значением;

- неревоиансный, когда К ( Т ) Ф О  у Т є С о ^ І  ,

В каждом ив укаванных случаев предлагается свой подход 

в построении решений для уравнений /7 2 /.

1 становлень! достаточные условия необходимые для пост­

роения решений,и степень малого параметра, по которой раз­

лагаем искомые решения.

В частносїи,показано, что при наличии даже простого ну­

левого собственного значения у оператора А0<~Т) решение для 

уравнения /7 2 / имеет разложение не по целым степеням, а по 

дробным:

ос = k И (т,уч ] у сА 1л / d t  = A iTjj4) к  »
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где Jb. = € .

Построены частные решения,соответствующие правой час­

ти уравнения /72 /

Приложение полученных результатов проиллюстрировано 

на "вадаче расчета тонкой круговой конической оболочки пос­

тоянной толщины, вагруженной силами, симметричным! относи­

тельно оси ".

В 89КЛЮЧЄНИЄ главы /§  3 /  ивлохен вопрос построения 

асимптотических частных решений при наличии простого корня 

"характеристического" уравнения для дифференциального урав­

нения с медленно меняющимися коэффициентами и с запавдываю- 

щим аргументом в банаховом пространстве.

Рассмотрим дифференциальное уравнение с еапавдывающим 

аргументом с медленно меняющимися коэффициентами

= А ,(Г )Щ і)+ А « )х ( і- Д (т ) , ( ) ,  /76 /

Х Н , 0 ?  Х & ,£ )  , - І л і Т і О ,  /7 7 /

где О S.T- f i  f -  малый параметр, У .И ,с ) - искомая 

вектор-функция со вначениями в банаховом пространстве В ,

A f(T), A ft) - линейные ограниченные операторы, действую­

щие в 6  с область» onpeflefleHHfljне зависящей от Т.

Операторы <4 •(Т)/1т1,2 /, функцияЖт? имеют достаточное 

/бесконечное/ число проивводных по Т , .вектор-функция 

X(t,cl- заданная, непрерывная, ограниченная.

Рассмотрим "характеристическое" уравнение

с и .  ( A t t ) - X  = 0 .  /7Q/
Определение. Корнем уравнения /7В / будем взвывать та­

кую функцию A ('t’) ,  при которой оператор в левой части урав­

нения /7 8 / имеет нулевую точку спектра.

Нормальным решением для уравнения /7 6 / , которое соот­

ветствует определенному корню уравнения /7 8 /, будем нары­

вать частным^формальным решением.

3 этом параграфе излагается алгоритм построения ч?;ст-



ных решений уравнения /76 / при наличии простого корня урав­

нения /7 8 / .

Теорема Ш .І9. Если операторы AjfT) и функция

Д(Т) - достаточное /бесконечное/ число раа непрерывно 

дифференцируемы по Т  ; \(^) - простой корень уравнения

/? £ / ;  оператор

S l ( T )  А /г) - Ш  1 + е х р ( - л т  м ) А г (г)
нормально разрешимый, то дифференциальное уравнение /76 / 

имеет формальное частное решение вида 
Т

X ( i )€)=&Xp(f jMs)ols)UtT,£) , /79/
О

где U(1,£) - вектор-функция, допускающая формальное разложе­

ние

U (r,e )~
S-0 у ..

В а .  S .8 этого параграфа доказано асимптотическое свой 

ство формально построенного решения. Содержится пример иллю 

стративного характера.

Следует отметить, что данное исследовение §3 явля­

ется своего рода продолжением исследований автора для диф • 

ференциальных уравнений е запаздывающим аргументом как в 

частных производных,так и для обыкновенных дифференциальных 

уравневий,начагых ранее, изложенных в кандидатской диссер­

тации и в работах^публикованных на ату тему после защиты 

кандидатской диссертации.
Более полное изложение этих результатов автора приво­

дится в монографии в соавторстве с Фещенко С .Ф ., Шкиль Н.й. 

Пидченко (І.П ., которая содержит краткий обзор результатов 

по дифференциальным уравнениям с запаздывающим аргументом.
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