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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность работы. Успешное решение задач снижения мате­
риалоемкости машиностроительного производства, разработка опти­
мальних вариантов конструкций зданий и сооружений, создание комп­
лекса мероприятий по их безаварийной эксплуатации и многие дру­
гие проблеш связаны с изучением полей напряжений и деформаций в 
телах сложной конфигурации с трещиноподобными дефектами. Это 
обуславливает актуальность разработки и развития методов решения 
граничных задач механики деформируемого твердого тела с трещина­
ми.

Этим вопросам посвящены работы А.Е.Андрейкива, Д.В.Грилиц- 
кого, А.Каминского, Г.С.Кита, Е.М.Морозова, Н.Ф.Морозова,
Н.И.Мусхелишвили, В.А.Осадчука, Р.В.Панасюка, Г.Я.Попова, К.Н.Ру­
синко, М.П.Саврука, В.С.Саркисяна, Я.С.Уфдянда, М.В.Хая, Г.П.Че­
репанова, P.Brdogan, M.Isida, Y.Murakami и других отечественна» и 
зарубежных ученых.

Во многих случаях , например, когда высота трещины или раз­
меры выреза, отверстия сопоставимы с размерами тела, модель с 
трещинами в неограниченной или полуограниченной области работает 
некорректно. При небольших расстояниях между трещиноподобными 
и другими дефектамг нельзя ограничиться рассмотрением одного де­
фекта, а необходимо учитывать их взаимодействие. Во многих рабо­
тах при решении задач теории трещин ограничиваются определением 
коэффициента интенсивности напряжений (КИН). В приложениях же 
встречаются задачи, когда необходимо иметь полную картину напря­
женно-деформированного состояния, а не только значения КШ. 
Так, например, при нормативных расчетах подкрепленных (сталебе­
тонных ) строительных элементов с учетом наличия трещин пользуются
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реэдичными допущениями, не давая им надлежащего теоретического 
обоснования. Это можно сделать, имея полную картину НДС. Большое 
значение имеет также возможность учета, наряду с ограниченностью 
размеров, непрерывного изменения упругих свойств, характерного для 
многих материалов и, как показывают исследования Г.Б.Колчина, 
В.А.Ломакина, С.И.Мхитаряна» В.С.Проценко, В.Л.Рвачева и других 
ученых, оказывающее в ряде случаев определяющее влияние на напря­
женно-деформированное состояние тела. Решения задач теории упру­
гости непрерывно-неоднородных тел, учитывающие произвольную за­
висимость свойств материала от координат, можно также использо­
вать для решения некоторых задач пластичности .приведя нх к по­
следовательности упругих задач с переменными упругими характери­
стиками.

Как показал анализ литературных источников, исследования о 
взаимодействии систем трещин, отверстий, вырезов, а также о тре- 
цинах в непрерывно-неоднородных телах, проводились в o c h o b f ом для 
плоскости а полуплоскости. В то ае время такие задачи для полосы 
и ограниченных тел, наиболее часто встречающиеся в инженерной 
практике, изучены мало. При этом получить точные аналитические 
решения болыпенства практических задач не представляется возмож 
иым. Поэтому возрастает роль приближенных методов, позволяющих 
получать решения с достаточной для практики точостыо- Анализ 
приближенных методов решения граничных задач теории упругости 
показал, что для исследования таких задач можно эффективно 
использовать разработанный академиком В.Л.Рвачевым математический 
апарат теории R-функций.

Целью работы является:
1) Распространение метода R -функций на задачи теории трещин:



а) построение структуры решений периодически задач теории 
трещин для полосы. Под структурой подразумеваем выражении для 
перемещений, удовлетворяющие граничным условиям на периодичес­
ком элементе, вне зависимости от выбора неизвестных функций, 
входящих в эти выражения.

б) разработка алгоритма решения таких задач на основе сов­
местного применения построенной структура и вариационного ме­
тода, его программная реализация.
2) Исследование взаимовлияния периодических систем трещин» 

отверстий, вырезов при растяжении однородной полосы;
3) Исследование влияния касательной нагрузки, приложенной к 

граням с трещинами, на напряженно-деформированное состояние 
прямоугольной пластинки с двумя коллинеарнымэ симметричными 
краевыми трещинами, при заданных нормальных перемещениях гра­
ней, паралельних трещинам, и отсутсвии га ь лєдеее касательных 
аапряженнЭ.
4) Исследование влияния неоднородности на иапркяеино- 

деформированное состояние полосы с периодической системой 
двусторонних краевых трещин, растягиваемой на бесконечности.

Научная новизне работы состоит в еледумцем:
- Распространено метод R-фунжций на задача теория трещиз-
- Построено структурные формулы решений периодических задач тео­
рии трещин для полосы, которые точно учитывают Граничные условия 
на периодическом элементе и позволяют корректно внести характер­
ные для данных задач особенности.
- Предложено способ внесения в структуру сингулярностей с ис­
пользованием точного решения о давлении штампа на полуплоскость.
- На основании совместного использования построенной структура ш
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вариационного метода исследовано:, взаимовлияния периодических 
систем краевых трещин .отверстий, вырезов при растяжении однород­
ной полосы; растяжение полосы с периодической системой угловых 
краевых вырезов и исходящих из их вершин трещин; влияние каса­
тельных напряжений на границе прямоугольной пластины с краевыми 
трещинами на ее напряженно-деформированное состояние; напряжен­
ное состояние, растягиваемой на бесконечности непрерывно- 
яеоднородной полосы с периодической системой двусторонних крае­
вых трещин; напряженное состояние непрерывно- неоднородной 
прямоугольной пластины с краевой трещиной.

Достоверность результатов диссертационной работы обосновы­
вается строгостью математического аппарата, сравнением получен­
ных результатов для тестовых примеров с известными решениями, 
анализом приближенных решений для различных размерностей аппрок­
симирующего пространства, анализом решений с точки зрения их фи­
зической достоверности.

Практическая ценность. Результаты исследований могут быть 
использованы в расчетной практике научно-исследовательских и
проектных организаций при исследовании напряженно-
деформированного состояния тел с трещинами, а также при разработ­
ке инженерных методик расчета элементов конструкций с трещинами. 
Созданное программное обеспечение повышает производительность тру­
да исследователей при проведении многовариантных расчетов кон­
струкций. Методика использована во Львовском ДСК N2 при разработ­
ке аффективных конструкций крупнопанельных зданий серии 84.

Агд^обащя работы. Основные результаты диссертационной работы 
докладывались и обсуждались на научно-технических конференциях
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Львовского политехнического института в 1988-1991 гг., на Всесо­
юзном симпозиуме "Механика и физика разрушения композитных мате­
риалов и конструкций" (г.Ужгород, 1988 г.), на семинаре отдела 
прикладной математики института проблем машиностроения АН Украи­
ны (г.Харьков, 1991 г.), на меяфакультетском научном семинаре 
Львовского политехнического института "Механика деформированного 
твердого тела" (г.Львов, 1991 г.).

В целом работа обсуждалась на специализированном семинаре по 
механике деформируемого твердого тела Института прикладных 
проблем механики и математики АН Украины, научном семинаре 
кафедры теоретической механики Львовского политехнического 
института.

Публикации. Основные результаты выполненных исследований 
опубликованы в четырех работах.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из 
введения, четырех глав, заключения, списка литературы (90 наиме­
нований) и приложения. Общий объем диссертации 155 страниц, в 
том числе 38 рисунков, 24 таблиц.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении обоснована актуальность вопросов, составляющих 
предмет исследования, приведен краткий обзор близких по направле­
нию работ, сформулирована цель и дана аннотация диссертации по 
главам.

В первой главе приведены основные соотношения теории упру­
гости непрерывно-неоднородных тел, используемые в последующем 
изложении. Показано влияние неоднородности на характер особен-



ности в вврошне трещины. Изложены элементы структурного метода 
решения задач теории упругости, распространяемого в последующих 
главах на задачи теории трещин : вводится понятие структуры ре­
шения краевой задачи, описаны методика построения с помощью 
R-функций нормализованных уравнений границы области и ее участ­
ков, а также дифференциальные операторы , используемые для пос­
троения структур, и некоторые их свойства.

Во второй главе приводится постановка плоских задач теории 
упругости для непрерывно-неоднородной полосы шириной 2Н с периоди­
ческой системой прямолинейных трещин длиной I, перпендикулярных к 
ос», периодической системой отверстий, вырезов и периодической 
нагрузкой на гранях (период 2d), при условии симметричности НДС 
относительно линий трещин.

Определение НДС такой полосы приводится к граничной задаче 
на периодическом элементе Q между соседними трещинами, т.е. к 
определению перемещений и(х.у). v(x.y). удовлетворяющих уравнени 
ям равновесия ж граничним условиям;

и (x)~f° (х)-ах+а^. г (х)-О (х.у) є ЭО (1)я 3 1 Z n 1

a (x.y)-f°(x.y) . г (x.y)-f°(x,y) (х.у) є эо (2)
И  1 п £  ь ■

где ось Оу совпадает с осью полосы, Э01-часть границы периоди­
ческого елемента на продолжении трещин, Э02-остальная часть гра­
ницы периодического елемента , 3Q=3Qi и . и„ перемещение нор­
мальное до эа. f°(x.y). f°2(x.y)~ известные функции,
а ,т —нормальные и касательные к ЭО напряжения.

п п

Константы а1 ,а2 определяются из условий равновесия част» полосы 
отсеченной плоскостью проходящей через одну из трещин. Эти со-

- е -
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отношения и замыкают постановку задачи.
Необходимо отметить, что данная постановка соответствует 

также задачам о напряженно-деформированном состоянии прямоуголь­
ника с трещинами на оси симметрии, заданными перемещениями на 
гранях паралельних трещинам и отсутствии на последних касатель­
ных напряжений.

С использованием математического аппарата теории R-функций 
построена структура решения поставленной задачи. При построении 
структуры обеспечена также возмоаность введения, характерных для 
данных задач, особенностей в вершинах трещин для ди/дх , Эи/Зу 
посредством надлежащего выбора функций / ./ •

Структура решения задачи имеет вид:

+ Т77Ц “ §5 Л* І  " Ц 1*' (3)

и -  **•[& V ^ + x W  (ё )* г " ‘Н  +

♦ 4 - ( i ) 4 ^ > - ( § § ) § f  8 ( r lW +  ^  *

+ - g / , .

где

z> = £_ + <L г = _ э и з _ . а и э
i эх ax эу эу • і зу эх эх эу



I

--to­

il) <l)І n yt 2 ) 1 ipM 1 * 1 M J. ІЛ 4 *(l>1  ̂<■>„ 1

p

9 берем для симметричных относительно Оу задач в виде с/̂  і <">]Р1, 
а для несимметричных - в виде с /̂  + Pj;
<4(х.у)-0 , Uj (х.у)-О .(1*1,2) -нормализованные уравнения границы 
ЭО и ее участков 3ftj, Э0г соответственно;

./.-продолжение внутрь области О; Р ,Р -неопре-1 2 3 1 2 3 1 2

деленные функции; с-неизвестная константа.
Неопределенные компоненты находятся из условий минимума функ­

ционала энергии:

* -з-)’* Ч И Н ' -  0 ) 4 'Q

+  " ( - | г  +  - Ц - ) 2 }  d Q  “  1  ( ° п  U „  *  Г п  “ г )  d 3 Q 2 ( 4 )
Эо

Для этого функции Р ,Р представляются в виде разложений по поли­
номам Чебышева с выбором степеней в соответствии с симметрией за­
дач*

Р - f с‘* Vі*. Р - I с V 2’ (5)
1 г., k k 2 k k

* *(x.y)-T (x) T (у), , T (t) - полиномы Чебышева.
k n  в  і

Процесс минимизации функционала (4) на множестве функций по­
лученных на основании структуры (3) и разложений (5) дает систему 
линейши алгебраических уравнений относительно с ,:



- и -

N

£ а с =Ь ("1=1.2.... N ,N = n+m+^)
4 . 1  * *

( 6 )

• с'1» J s n
с « c і - n+1

. J > n+1

Интегрирование при вычислении коэффициентов а ,.Ь1 вьшолня-
лось по квадратурных формулах Гаусса. Система алгебраических 
уравнений решалась модифицированным методом Гаусса (методом вра­
щения). Дифференцирование осуществлялось численно- аналитическим 
методом с использованием дифференциальных кортехей.

В третей главе предложен способ внесения в структуру син­
гулярностей на основе точного решения задачи о давлении штампа на 
полуплоскость.

Для однородной полосы при и ~COTl3t=S. (х.у) є ЭСГ функции 
/3>/, принимаем в виде

/ 4“  u Tf i , d -у )  -  ^  ит(х.а+у) ( 7 )

/3- ̂  vT(x.a-y) + vr(x.d+y) (8)

где ит, t»T- известное точное решение задачи о давлении штампа с 
гладким плоским основанием на полуплоскость.

ит= таг {ith  Im[arsh (z/a)\+ i"[(1+fz/0')2) ’ ,2]};
(9)

”т=б {  1 r ^ ( R e[arah  (z/a)\  n h  ~a~ Re[[U(Z/a)ZY 1/Z]}}'
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приолижешшм решением, а хшрьов задаче отклонения нилучвшигс 
решения от точного не превышало 0-5 % по перемещениям и 3-7 % пс 
напряжениям при 20 координатных функциях и использовании квадра­
тур Гаусса 12 порядка. Во второй тестовой задаче отклонения от 
известных приближенных решений по КИН и по напряжениям о на про­
должении трещины не превышало 6 % при 43 координэтных функциях.

Взаимовлияние трещин, отверстий, вырезов исследовано на 
задачах:1 ) растяжение полосы с периодической системой двусторон­
них краевых трещин и периодической системой эллиптических отвер­
стий на оси; 2) растяжение полосы с периодической системой дву­
сторонних- 'краевых трещин и периодической системой краевых эллин- 
тических вырезов между ниш; 3) растяжение полосы с периодическої 
системой угловых вырезов н* гранях и трещин, исходящих из их 
вершин. Варьировалась длина трещин и размеры вырезов, отверстий.

Для построения функций а(х.у), ы.(х.у), (1=1,2) использует 
ся достаточно полная система R -операций, включающая

/ V  = /2+?2~2afP j - R^-копъюнкцию,

/ Va(P “ 1 J Т+<*+/ /2+?2-2а/ф j - R^-дизъюнкция,

T~~f - R -отрицание,

причем для всех случаев, кроме оговореного ниже, принято а=0.причем для всех случаев, кроме оговореного ниже, принято а=0.

R -дизъюнкция,
а

R^-отрицание
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Тогда, например, для задачи о растяжении полосы с периоди­
ческой системой угловых вырезов (глубиной Ь5,углом 2Э) и трещин, 
исходящих из их вершин, выражения для и,(>);, имеют вид:

"  - ( Л  Ло W ' e  Л0 а 1=Л  Vo / а  • “ 2=“  Vo / э * ( 1 0 )

где / =0 - нормализованное уравнение границы горизсг-альной по­
лосы высотой 2d, / =Ю,/ “ 0 - нормализованные уравнения границ
вертикальних полос высотой 2Н и 2а соответственно,(а=Н-1), 
/ “О./ =0 - нормализованные уравнения полос с осями .составля­
ющими с 0 1 углы Э-

При этом принимаем а-0.9 из условия равенства напряжений 
на продолжении трещины для данной задачи при Ь » 0 и для задачи 
о растяжении полосы с периодической системой двусторонних тре- 
щин.

Исследования показали, что наличие отверстий приводит к 
значительному перераспределению напряжений на продолжении тре­
щины: напряжения на оси полосы уменьшаются, а к вершине трещины 
увеличиваются и соответственно увеличивается и коэффициент ин­
тенсивности напряжений. Наличие трещин приводит к увеличению рас­
тягивающих напряжений на контурах отверстий, причем это проявля­
ется более существенно для трещин большей длины а для отверстий 
большей кривизны в точках пересечения контура отверстия с осью 
перпендикулярной к оси полосы. Наличие вырезов приводит к сниже­
нию КИН. Краевые трещины расположенные между краевыми вырезами 
уменьшают растягивающие напряжения на контурах вырезов, причем 
это проявляется более существенно для трещин большей длины.

Исследовано также напряженно-деформированное состояние 
прямоугольной пластинки с двумя коллинеарными краевыми трещинам*
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равной длины на оси симметрии* при заданных нормальных перемещени­
ях граней, паралельних трещине, (u^const) и касательной нагрузке 
на остальных гранях. Показано, что касательная нагрузка оказыва­
ет, при определенных параметрах, значительное влияние на НДС те­
ла, в том числе на величину и характер раскрытия трещин. Еще раз 
подтверждена эффективность подкреплений пластинок с трещинами.

Для контроля точности результатов использовано условие ста­
тического равновесия частей периодического элемента, выделенных 
сечениями 5/•‘Const. Погрешность не превышала 2 % . Для оценки схо­
димости получаемых результатов исследования проводились при раз­
личном числе координатных функций.

В четвертой главе исследовано напряженно-деформированное 
состояние тел с трещинами, упругио характеристики которых 
являются непрерывными функциями координат.

На основании предложенной методики решены: 1) задача о рас­
тяжении на бесконечности непрерывно-неоднородной полосы с пе­
риодической системой двусторонних прямолинейных трещнн, перпен­
дикулярных к оси; 2) задача определения напряженного состояния 
неоднородного прямоугольника с краевой трещиной на оси симметрии, 
при заданных нормальных перемещениях на гранях, паралельних
трещине, и отсутствии на последних касательных напряжений. Модуль 
упругости материала меняется по степенному закону в направлении, 
параллельном трещине, и постоянен в направлении, перпендикуляр­
ном ей. Коэффициент Пуассона постоянен.

Исследования показали, что увеличение жесткости к оси и 
уменьшение ее к граням для полосы, а также уменьшение модуля Юнга 
к граням с трещиной и увеличение к противоположным граням для 
прямоугольника, приводит к перераспределению напряжений а в бо-
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jee хесткхе области а соответственно к уменьшению КИН. Обратные 
изменения жесткостей, при определенных их значениях, приводят к 
более сложным качественным и существенным количественным пере­
распределениям напряжений и к увеличению КИН.

В заключении приведены основные результаты работы и краткие 
выводы.

В приложении содержатся краткое описание программной реали­
зации методики, распечатки нрограмы и акт об использовании ре­
зультатов исследований.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И КРАТКИЕ ВЫВОДЫ

1. Метод R-функций распространен на решение задач теории тре~ 
щин.
2. Построены структурные формулы решений периодических задач 

теории трещин для полосы, точно удовлетворяющие граничным усло­
виям на периодическом элементе и позволяющие корректно внести 
характерные для данных задач особенности.

№3. Предложен способ внесения в структуру сингулярностей с ис­
пользованием точного решения задачи о давлении штампа на полуплос­
кость.
4. На основе совместного использования построенной структуры и 

вариационного метода разработан алгоритм и создано програмное 
обеспечение для решения задач такого класса.
5. На тестовых задачах проведены анализ эффективности алгоритма 

■ оценка достоверности полученных результатов.
6 . С использованием разработанной методики и созданного на ее 

основе комплекса програм выполнены постановки и получены чис­
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ленные характеристики напряженного состояния для следующих за­
дач:

а) Взаимовлияние периодических систем краевых трещин и перио­
дических систем отверстий, краевых вырезов при растяжении одно­
родной полосы. Установлено, что наличие эллиптических отверстий 
на оси полосы может для определенных параметров трещин и отвер­
стий увеличивать КИН более чем в два раза, а наличие эллиптичес­
ких 'вырезов на гранях между трещинами может уменьшить КИК более 
чем на 50 процентов. Наличие трещин снижает также концентрацій» 
напряжений на вырезах, а при определенных параметрах трещин и 
вырезов совсем нейтрализует ее.

б) Растяжение полосы с периодической системой двусторонних 
краевых угловых вырезов и системой трещин исходящих из их вершин. 
Установлено, что вырезы уменьшают КИН, причем, это сказывается бо­
лее существенно для больших углов 0 и глубин вырезов . Так 
для (Ь)+1)/Н=О.Ь, d/ff=1 .0 уменьшение достигает 20 процентов .

в) Влияние касательной нагрузки на гранях с трещинами на на­
пряженно- деформированное состояние прямоугольной плестинкк с дву­
мя коллинеарными симметричными краевыми трещинами, при заданных 
нормальных перемещениях граней паралельных трещинам и отсутсвнн 
на последних касательных напряжений. Установлено, что касательная 
нагрузка на границе с трещинами, препятствующая растяжению тела, 
уменьшает КИН больше, чем ограничение перемещений ' граней пара­
лельных трещине при равных суммарных напряжениях растяжения на 
продолжении трещины. Так для Е/й - 1.0, 1/и - 0.5 эта разность 
составляет около 40 процентов.

г) Влияние неоднородности на напряженное состояние полосы с 
периодической системой двусторонних трещин, растягиваемой на бес­



конечности. Установлено, что уменьшение жесткости к оси полосы 
приводит к сложным и существенным перераспределениям напряжения и
к увеличению КИН.
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