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Общая характеристика работы.

АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕМЫ. Математическое моделирование многочис­
ленных задач естествознания приводит к необходимости изучения 
линейных и слабонелинейных краевых задач для систем функциональ­
но-дифференциальных уравнений ( ФДУ ).включающих в себя системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений ( ОДУ ), уравнений с им­
пульсным воздействием, систем ОДУ с запаздывающим аргументом, 
интегральных уравнений и т.д. При этом краевые условия задаются 
линейным или слабонелинейным векторным функционалом, число m 
компонент которого вообще говоря не совпадает с порядком п 
дифференциальной системы. Такого типа задачи для систем ФДУ яв­
ляются нетеровыми ( или с нетеровой линейной частью) и вклю­
чают в себя наиболее сложные и малоисследованные как недоопре­
деленные, так и переопределенные; как некритические, так и 
критические краевые задачи.

Специфика такого рода задач заключается в том, что их ли­
нейная часть является оператором, не имеющим обратного, что не 
позволяет непосредственно применять традиционные методы иссле­
дования краевых задач, основанные на применении принципов не­
подвижной точки. Применение же к исследованию краевых задач, 
как к операторным уравнениям с линейным ограниченным оператором, 
известной леммы ИЬшдта для построения обобщенного обратного 
оператора, разрешающего исходную линейную краевую задачу, огра­
ничивается требованием ее фредгольмовости ( т.е.требованием щ=п)

Этим обусловливается актуальность настоящей диссертации, 
которая посвящена анализу линейных нетеровых и слабонелинейных 
( с нетеровой линейной частью) краевых задач для широкого клас­
са систем ФДУ, а также вопросам, построения- обобщенных обратных 
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и псевдообратных операторов к линейным ограниченным нетеровым 
операторам в банаховых и гильбертовых пространствах. Большинство 
работ, посвященных изучению таких задач, выполнены в предполо­
жении их фредгольмовости < m = п ) ( Н.В. Азбелев, О.Вейвода, 
Д.Векслер, И.Г. Малкин, Д.И. Мартынюк, Ю.А. Митропольский,
Н.А. Перестш, Н.И. Ронто, Ю.А.Рябов, А.М. Самойленко ) и более 
того, в предположении, что оператор линейной части исходной кра­
евой задачи имеет обратный.

Целью диссертационной работы является разработка конструк­
тивных методов анализа линейных нетеровых и слабонелинейных ( с 
нетеровой линейной частью) краевых задач для широкого класса 
систем ФДУ ( систем ОДУ, систем ОДУ с импульсным воздействием, 
систем ОДУ о запаздывающим аргументом, систем операторных урав­
нений).

ОбЩИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ. Основные результаты работы полу­
чены с помощью применения и развития аппарата обобщенных опе­
раторов и матриц, методов теории возмущений,методов теории крае­
вых задач для систем ФДУ, методов теории нелинейных колебаний.

НАУЧНАЯ НОВИЗНА Определяется следующими основными резуль­
татами, полученными в диссертации:

- с единых позиций получены оригинальные методы построения 
обобщенного оператора (обобщенной матрицы) Грина полуоднородной 
линейной нетеровой краевой задачи для систем ФДУ; изучены основ­

ные свойства построенного обойденного оператора Грина, его связь 
с обобщенным обратным оператором к оператору исходной краевой за­
дачи; получены критерии разрешимости и структура общего решения 

таких задач;



- предложены новые конструкции для построения обобщенного 
обратного оператора к линейному ограниченному нетеровому опера­
тору исходной краевой задачи в банаховом пространстве;

- предложены новые конструкции для построения единственно­
го псевдообратного оператора к нетеровому оператору в гильберто­
вом пространстве;

- получены конструктивные условия разрешимости и предложены 
сходящиеся итерационные алгоритмы построения решений слаболиней­

ных (с линейной нетеровой частью ) краевых задач для систем ФДУ; 
предложена естественная классификация таких задач;

- впервые построено уравнение для порождающих амплитуд сла­
бонелинейных краевых задач и показано, что оно определяет необ­
ходимое условие существования решения, а корни его задают ампли­
туду порождающего к искомому решения;

- получены коэффициентные условия существования слабонели­
нейных автономных краевых задач для систем ОДУ; предложены схо­
дящиеся итерационные алгоритмы построения как решений, так и 
неизвестного правого конца отрезка, на котором ищется решение 
таких краевых задач;

- получены коэффициентные условия существования и предложен 
способ, основанный на методе типа Вишика-Люстерника, построения 
решения линейных нетеровых краевых задач с малым линейным возму­
щением, когда порождающая краевая задача не имеет решения при 
произвольных неоднородностях в системе и в краевых условиях.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ.Работа носит теорети­
ческий характер. На основе применения и развития аппарата обоб­
щенных обратных операторов предложены новые конструктивные ме­
тоды анализа линейных нетеровых и слабонелинейных ( с нетеровой
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линейной частью ) краевых задач для систем ФДУ, что существенно 
углубляет существующие представления об изучаемых задачах и рас­
ширяет возможности их использования. Практическая ценность иссле­
дований обусловливается широким применением теории краевых задач 
в самых различных областях знаний - теории нелинейных колебаний, 
теории устойчивости движений,теории управления, ряда геофизичес­
ких и радиотехнических задач; а также конструктивностью предло­
женных в работе условий существования решений и алгоритмов их по­
строения. Кроме того, вопросы существования и построения решений 
краевых задач занимают одно из центральных и принципиально важных 
мест в качественной теории дифференциальных уравнений.

АПРОбАЦИЯ РА60ТЫ. Результаты диссертации докладывались и 
обсуждались на:

II и IV Международных конференциях ” Дифференциальные 
уравнения и их применения" ( Руссе, Болгария, июль 1981 и 1989 );

IX и X Международных конференциях по нелинейным колебаниям 
-ICNO( Киев, сентябрь 1981 и Варна, Болгария, сентябрь 1984 );

V Международной конференции по численным методам ( Мишкольц, 
Венгрия, август 1990 );

II Международном коллоквиуме по дифференциальным уравнениям 
( Пловдив, Болгария, август 1991 );

совместном заседании семинара им. И.Г.Петровского по диффе­
ренциальным уравнениям и Московского математического общества 
( Москва, январь 1987 );

VIII и XV школах по теории операторов в функциональных 
пространствах ( Рига, октябрь 1983 и Ульяновск, сентябрь 1990 );

Всесоюзной летней школе "Метод Функций Ляпунова в анализе 
динамики систем ( Иркутск, июнь 1985 );
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Всесоюзной конференции по теории и приложениям ФДУ ( Душан­
бе, сентябрь 1967 );

III Уральской региональной конференции "ФДУ и их приложе­
ния” (Пермь, февраль 1988 );

VII Всесоюзной конференции "Качественная теория дифферен­
циальных уравнений" (Рига, апрель 1989 );

Всесоюзной конференции "Нелинейные проблемы дифференциаль­
ных уравнений и математической физики"(Тернополь,сентябрь 1989); 

на семинарах:
по математической физике и теории нелинейных колебаний 

( руководитель - академик Ю.А.Митропольский, Институт математики 
АН Украины);

по аналитической механике ( руководитель член-корреспондент 
АН России В.В.Румянцев, ВЦ АН России);

по дифференциальным уравнениям ( руководитель - член-кор­
респондент АН Украины А.М.Самойленко, Институт математики АН 
Украины );

по функционально-дифференциальным уравнениям ( руководитель- 
профессор Н.В.Азбелев, Пермский политехнический институт);

по функциональному анализу (руководитель - профессор
В.А.Треногин, Московский институт стали и сплавов);

по дифференциальным уравнениям (руководитель - профессор 
Ю.А. Рябов і Московский автомобильно-дорокшй институт);

по дифференциальным уравнениям в частных производных 
(руководитель - профессор М.Л. Горбачук, Институт математики 
АН Украины).

ПУБЛИКАЦИИ. Полученные в диссертации результаты опублико-
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валы в монографии (141 и статьях автора 11—13 J, в статьях автора и 
его учеников [15-24,26,30-33}, а также в статьях, написанных в со­
авторстве [25,27-291.Иэ работ, выполненных в соавторстве,в авторе­
ферат и диссертацию включены результаты, полученные автором самос­
тоятельно. „

СТРУКТУРА Я ОбЪЕМ РА60Т. Диссертация состоит из введения, 
четырех глав, заключения и списка литературы.Она содержит 278 
страниц машинописного текста, включая библиографический список 
из 161 работы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РА60ТЫ.

Во введении обоснована актуальность выбранного направления 
исследования, дан краткий обзор литературы по теме диссертации, 
приведена аннотация полученных результатов.

Первая глава посвящена изучению линейных нетеровых краевых 
вадач вида

'♦I
Л і «с (1)

J  У. - t * Г

где it а jt  ‘ А •* “•* С гл,3] линейный обыкновенный
дифференциальный оператор; линейный го—
мерный векторный функционал; -••«.**t *ё * Я .

Введем обозначения: Ы )- П 'К  -мерная фундаментальная мат­
рица однородного уравнения Ш Ь*0 ,

- п » n-мерная матрица Коши, определенная в квадрате {(^,*)•' л* 
а * * * 8 ) ; £ № > * *  » п.-мерная постоянная матрица ;

Р '(0*)- т * т  -мерная матрица-ортопроектор: *,

Q* - n  * fft- -мерная матрица псевдообратная к Q по Муру-Пенроузу.
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ТЕОРЕМА 1.2.** Если галкЦ • «.,* тлл(п.,т), то соответству- 
щая (t) однородная краевая задача Л* «О имеет r.n-м^ и толь­

ко г линейно независимых решений. Неоднородная краевая задача (1) 

разрешима тогда и только тогда, когда •MtuCCa.fcj ,*С‘ Г  ' удов­

летворяют условию

Рп, { се - {  }  * о
а

и при этом имеет г параметрическое семейство решений

t . c t , с р v X d ) c r  * ,  у / >  - (С  / ) ( Л  ♦  J(d)Q +<t ,
где Х «)- п*г -матрица, столбцы которой есть полная система г 
линейно независимых решений однородной задачи А . . . . / * -  ct* т-

мерная матрица, строки которой есть полная система Л « т-п{ 

линейно независимых строк матрицы Pq+; G - обобщенный оператор

Грина, определяемый по формуле: ^

( G v ) ( l ) * f  S - X l t )Q4 s ) / ( t ) J t  .
а *

Если функционал t такой, что имеет место равенство 
/ . і

£ I f  (*.*) *(*)*£* *
ч а

то обобщенный оператор Грина имеет интегральное представление

(Q ї ) ( І )  • (&Ы,ъ)У(х)</е .

*'Нумерация утверждений соответствует принятой в диссертации.
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ядро которого

называется обобщенной мат]ищей Грина.
Обобщенная матрица Грина (3) краевой задачи (1) обладает сле­

дующими свойствами:
. 1. Каждый столбец матрицы при i jz  является непрерывно-диф­

ференцируемым решением однородного дифференциального уравнения

« l(bG U .t) , і** ;
Z. В точке 4 я t матрица имеет разрыв первого рода по 

G  ( х + о £ л

3. Матрица удовлетворяет краевому условию:

№ <•'** .

Обозначим черезуІ~ : С С», &] * Ят -+• следующий оператор

/ ' • " [ ( » * , AQ**}.

Оператор .Д, разрешаиций задачу (1) г « И. J , является

обобщенным обратным к оператору Л  и удовлетворяет его определяющим 
свойствам

Л'ЛЛ'*Л~ . А Л 'Л лЛ .

Такой подход позволил с единых позиций исследовать так назы­
ваемые критические случаи краевых задач (1), когда соответствующая 
(1) однородная задача At*0 имеет нетривиальные решения. Боль­
шинство авторов исследовали такие задачи в некритических случаях, 
когда задача А 1*0 имеет лишь тривиальные решения, а также в 
предположении фредгольмовости (n = т) оператора Д (И.Г.Малкин,
А.Ю.Лучка, Ю.А.Рябов). Кроме того предложенный подход применим при 
исследовании краевых задач вида (1) с более общим функционально-
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дифференциальным оператором и в более общих пространствах (что 
продемонстрировано в четвертой главе диссертации).

Во второй главе разработанные методы построения решений ли­
нейных нетеровых краевых задач для систем ОДУ применяются к пост­
роению решений слабонелинейных краевых задач с нетеровой линейной 
порокдавдей (е = 0) задачей вида

+ e,fc),0 , ч>

где нелинейная по*, n-мерная вектор-функция, непрерывно
дифференцируемая по 1 в окрестности порождающего решения и непре­

рывная по c‘c n  ,

пьмерный векторный нелинейный функ­
ционал, непрерывно дифференцируекшй по t (в смысле Фреше) и непре­
рывный по і в окрестности порождающего решения, причем

3 3(0,0) „
Jio.0) - 0  , * 0 . (5)

Найдены условия существования и алгоритмы построения решения 
Сси краевой задачи (4), обращающегося при t*0 в реше­

ние порождающей краевой задачи (1) в некритическом случае, когда 
однородная порождающая краевая задача (1) не имеет решений, кроме 
тривиального.

Полученные в этой главе результаты расширяют и дополняют ис­
следования по теории нелинейных колебаний для слабовозмущенных 
краевых задач. Практически все известные исследования в этой об­
ласти ртносились к теории слабонелинейных фредгольмовых (п = ш) и 
более того - периодических (п*ж , /і» г (а.) - ц(>) * 0 ) кра­
евых задач. Исследованы и классифицированы наиболее интересные и
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малоизученные критические случаи, когда порождающая для (4) 
краевая задача (1) имеет Г - параметрическое ( г « п - голJ< 01 ) 
семейство решений. Ставится задача об определении необходимых и
достаточных условий существования и алгоритмов построения решения 

СЧІ1 , t ; С и з  , tfcCO.1,} f

обращащегося при е «О в одно из решений 4 , сг )порождающей не-
теровой краевой задачи (1).

Необходимые условия существования таких решений дает следу­
ющая

ТЕОРИИ 2.2. Пусть краевая задача (4) удовлетворяет указанным 
выше условиям и имеет решение s (.t, OeCCtl е * со.і.] обращапце- 
еся при £ * 0 в порождающее решение *,<Л,**)с константой .
Тогда вектор 6*е |̂г удовлетворяет уравнению ,

Fcc*)-Pn,{J< V *0 . ° ) " ^ S«% 1) «о
• «d n. (6)

Уравнение (6) по аналогии с периодическими задачами (И.Г.Малкин) 
будем называть уравнением для порождающих амплитуд краевой за­
дачи (4).

Выполнив в (4) замену переменной 4(Л,О* ut,l) ,
Ф ПГв которой вектор констант С# t R удовлетворяет уравнению (6), 

приходим к краевой задаче

X  я - 4 • (7)
- I X (♦,«■), Ь ) .

Используя непрерывную дифференцируемость вектор-функции 
£(t,t,fc) и векторного функционала t в окрестности
точки , 1 * 0 ’ выделяем у вектор-функции І и
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векторного функционала линейную часть
по * и члены нулевого порядка по Ь . Тогда имеет место

I  + R.(*d,o,t.i) .

J  U . M . V * W * ) , Ь ) *  f y w . c ? ) ї + І ' Л Ї . I )  +  ,
где /А

линейная по X часть векторного функционала J(40vx,t) . 
Нелинейная вектор-функция К м Д . Ь )  принадлежит СЧ*1 
СсЧ в области »mu<U t *Ca .ll , Ьб^О.е^при этом

{ Ц М , П * 0  ; ; R^0,0).0. .

На основании теоремы 1.2 для решения х краевой задачи
(7) имеем представление . Здесь неиз-

«г г
вестный вектор 0* 1ч определяется из условия разрешимости задачи

(7)

РаД J.u.w®.*»* V('t)+ -
і 

-t\Хе,*)[/,ъФ+Л,т(иЫ+*Л*м)+ R t ) ] d t } *о t



а неизвестная вектор-функция * « М . О  - по формуле для нахож­
дения частного решения
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+ К4іг>х«,і>*Коц*,*.).«, I)))d) +

n X i i ) ( i 4 3 ei v * ’c*» + i 'X t .t ) t  .
Теорема 2.3. Пусть краевая задача (4) удовлетворяет ука­

занным условиям так, что имеет место критический случай галіс Q*î  
и соответствующая порождавшая краевая задача (1) при условии (2) 
(л «і**- - Wj ) и только при нем имеет г- параметрическое семей­
ство (Г«Л-it*) порождающих решений. Тогда для каждого значения 
вектора Cr»c*tRr , удовлетворявшего уравнению (6) для порож­
дающих амплитуд, при

Р»,*° • ,
краевая задача (4) имеет решение і (t,t) • Ctfci.tui
обращающееся в порождаюпре ь,іЛ,с£)при t*0 . Это решение можно 
определить с помощью сходящегося на to * *>, ] итерационного процее-

са Ск« -В* PQ* U , >1) + -

а

С Л Ь) “^  V  + (8)

* t I i W r u , i v * eM * 4 v * ' w t -R,i«j[r.»>.«r)J ,

O V o ,

V  A l> * V * - 0  + г ; К*0,1,a,..;



ДЄ в \Кі-.оЛ4(х)Хги)</*] - Itr-

мерная матрица; Р и P.* - r»r и <£*<£ мерные матрицы
• * o'” n<t(ортопроекторы), проектирующие К и К на нуль пространства

Л/(ЪУ у^ВДлатриц &# и В JJ", соответственно.
По аналогии с периодической краевой задачей (К1А. Рябов), 

рассмотренный случай . Pft *0 ( rank &t*r ) будем называть крити­
ческим случаем первого порядка. Он характерен тем, что вопрос о 
существовании решения нетеровой краевой задачи (4) полностью 
решается после анализа системы, служащая для нахождения первого 
приближения к искомому решению.

Случай Р^О ( rtuiV й#«г ) назван критическим случаем вто- — 
рого порядка. Идя него также получены проверяемые достаточные 
условия разрешимости и предложены сходящиеся алгоритмы построе­
ния решений.

Аналогичные вопросы нахождения условий существования и 
построения решений поставлены и решены для автономных слабоне­
линейных краевых задач вида

ІГ а Ai +1 £ u . o  , (9)

/« « М*і«) i(t)) *«C ,
где A.M иА/- постоянные tlx tv- матрицы;

ІЛ*»Ь) * С*СЧ t С Х.Ь\ , f ;

uVoyt/io?).

Исследованы критические случаи, когда порождающая ( t- о )

- 13 -



краевая задача (9) имебт г*- параметрическое семейство решений

Такие автономные задачи имеют существенную особенность, 
поскольку правый конец промежутка С*, /и )У  , на ко­
тором ищется решение краевой задачи (9) неизвестен и определя­
ется вместе с самим решением.

В случае периодической краевой задачи ( М m ~Мш£лг жО ) 

приходим к известйой постановке задачи о построении периодичес­
кого решения задачи (9) и определении его периода.

Теорема 2.7. Пусть автономная задача (9) имеет решение на 
отрезке С<*-, i (l )J  , обращающееся при С*О в порождающее 
решение тогда вектор е*»со{ ( С *,Jk*) є Д*"*'

удовлетворяет уравнению для порождающих амплитуд задачи (9)

/ *
Г ( С * )  я j  Н (S ) { J b '4 i f ( s , с * )  *  £  ( * '( * , О » ), о )  } e / s  « о  (1 0 )

Л

Здесь Н(І)-Г ять * мерная матрица, строки которой - полная 
система г- линейно-независимых решений задачи, сопряженной к 
однородной порождающей задаче. Последняя компонента уэ* векто­
ра с# представляет собой начальную поправку на длину отрезка 
С*, £(t)J : /(л ) ■ /*+ t (/*a )fiu y  , Jb(0 )*fi+.

С использованием оригинальной замены независимой перемен­
ной

t «а *■ (t  -л)(1
получена

Teopeta 2.а (Критический случай первого порядка). Для 
каждого корня С*е уравнения (10) для порождающих awn ли-

- 14  -
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туд, который удовлетворяет условию . задача (9) имеет од­
нопараметрическое семейство решений, которое может быть найдено 
при помощи сходящэйся на [о, итерационной процедуры типа (8),

СЧ-И , С е ч  ; *U.o)« ,

где Рь, : Rr —  /1/(8.*) г * г - матрица-ортопроектор

R Э С “ г « - мерная матрица.
Для автономных периодических краевых задач алгоритм пост­

роения решения упрощается, пбекольку последняя компонента век­
тора может быть всегда сделана нулевой и матрица В,

при этом становится квадратней.
Третья глава диссертации уточняет, дополняет и иллюстри­

рует полученные в предыдущих главах результаты для случая 
фредгольмовых слабовозмущенных линейных и нелинейных краевых 
задач, когда размерность и дифференциальной системы совпадает
о числом r»v краевых условий (re = т, ), Рассмотрение фредголь- 
ных краевых задач позволило разделить полученные ранее усло­
вия существования решений, связанные с нетеровостыо задачи, и 
условия, связанные с ее критичностью. К фредгольмовым задачам 
относятся также и нередко встречающиеся в приложениях периоди­
ческие краевые задачи. Применение к ним разработанных методов 
позволило получить некоторые новые результаты даже для этих 
хорошо изученных задач. В частности,решен вопрос о нахождении 
периодических решений слабонелинейных дифференциальных систем 
при кратных корнях уравнения для порождающих амплитуд. Перио­
дические краевые задачи (задачи о нахождении периодических 
решений уравнений Матье, Риккати, Ван-дер-Шля) послужили хоре-
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шими тестовым» примерами, показавшими эффективность поденных 
критериев и алгоритмов.

Здесь же рассмотрена слабовозмущенная линейная фредгольмо­
ва краевая задача

* • fob* * < 4,(t)x *■ rtfj , Л « «с

в предположении, что порождающая ( t*ff) для нее задача не раз­
решит при произвольны# • СС«, t j  ,

Ставится и решается задача о нахождении условий на возмуща­
юще слагаемое, при которых задача (11) будет разрешимой при любых 
*<i)t Cca.tj , сС*ЯП'

На основе метода типа Вишика-Люстерника и построенного в пер­
вой главе обобщенного оператора Грина получены условия существова­
ния решений краевой задачи (11) при произвольных ¥Ы)« «Л# ?
Для получения этих условий строятся г * г  - мерные матрицы

/

б і '  Pgr { j  К  (-, *) Л <*) 6, (V) Л  ,  ;
г Я

где

Gitf) 1 ({* , і ші, ж,л,... /

G ,  ( Ь  -  / г  Ы )  .
Теорема 3.3. Цусть относительно краевой задачи (11) выполнены 

условия , указанные выше. Тогда справедливы следующие эквивалент­

ные утверждения:
а) при произвольных ФІЇ)* C[cl,4j  , <£ * /?



паевая задача (11) имеет единественное решение Я (4,1)*С*гО  

в виде сходящегося при і • ]о,вл7 ряда

- 17 -

. * Ч < * >  ;

б) при произвольном р- мерном ПОСТОЯННОМ векторе 
(1 *г«п) ґ- мерная алгебраическая система

(6,*ев,* **Ва+’" )ttt «

имеет единственное решение в виде сходящегося При t* 10,у  ряда

и * j c : tlu t
* t*'H »

в) выполнены условия

Р6 *0  . Р.  Р.  * Ч , -  ,  P . P . -  t * 0 , Р. -Г Р - о
• • п  Ь»с-1 “• ЬЛ >

где Гй.. “ ортопроекторы матриц , которые строятся по
*4, •

матрицам
Этот результат использован при исследовании с помощью 

функции Ляпунова, построенной в виде ряда Лорана по степеням 

параметра, на экспоненциальную дихотомию линейных слабовозму- 
ирнных периодических систем в наиболее интересном и сложном 

для изучения критическом случае, когда поррождающая система 
такимсвойством не обладает.

В четвертой главе диссертации показано, что предложенные 
в предыдущих главах алгоритмы конструктивного анализа краевых

л
задач для систем ОДУ могут быть распространены на более широ­



кий классы систем ОДУ.
Шлучзн критерий разрешимости краевых задач для систем 

ОДУ с импульсным воздействием в фиксированные моменты времени

£ « <• (ії) , І • г 1 ;

I " - (12)
4*| V

ti * об і
где АН), /И) * С С ы М 'ь К х ^ г ) - пространство 
непрерывных или кусочно-непрерывных на ta.lj , имеющих разры­
вы первого рода по t при i “Xt , вектор-функций; SL * 
постсянные матрицы такие, что ( 6 * S; ) * невырождены;

л-1* К"’ « ь « х , .
Доказана следующая

Теорема 4.1. Пусть импульсная краевая 
задача (12) удовлетворяет указанным выше условиям. Если 
га.пМ Q , то соответствующая (12) однородная 
a t»0 t оС ■ 0 ) краевая задача имеетГи толькоГлинейно-не­
зависящих решений. Неоднородная краевая задача (12) разрешима 
тогда и только тогда, когда_____ _______________ "

/ « > *  л * К *
удовлетворяют условию

/  \ _

Рц *1  -  t  ZL i ( ( - ,x K) a t)  шО t

И при ЭТОМ имеет В 0 1 ( С А, &]\ (tjJj )
г - параметрическое семейство решений (г* а w, -YV ; Cts Ж.* I t )

- 18 -
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где (fi обобщенный оператор Грина импульсной краевой
задачи (12):

О* - JUWfl\iU\x)*cU. ,
CU CL

Здесь Xit) -нормальная фундаментальная матрица соответствующей 
(12) однородной системы; а - ж - >  ;

Рассмотрен вопрос о существовании и построении периоди­
ческих решений систем ОДУ с импульсным воздействием

і - М я  + + ь Н »  Л ,  О  , *1**1 ; (13}

лі I * 51к і і -0>+<ч  + * 3 . .  
4«ij,

S U f mSi • a u f '<4 , 0*v...<V T ;

j u  - jv , г и л  ♦ to *
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J u , e . ) « C \ n , C u i  , , e*te,t,i .

При этом в отличие от рзнее изученного некритического 
(А. М. Самсйленко, И. А. Перестюк) нами рассмотрен критический

случай.
Теорема 4.4 Пусть для импульсной системы (13) выполнены 

указанные выше условия, так, что имеет место критический случай 
( го-п-k Q *. и- ). Тогда для каждого простого 
у( О ) корня Сгт С*^ЯГ* уравнения для порождающих
амплитуд периодической задачи С13) Г

Т

ft<p-PQ.{  SK(T,t ) lw ,o r),i,9)b +
r ® *

импульсная система (13) имеет единственное в 
решение обращающая в порождающее щ Л , й«)
при (.«О . Это решение может Сыть найдено с помощью сходяирго- 
ся&С о, й.іметода простых итераций вида (8).

В случае краевых задач для систем без импульсов из теорем
4.1., 4.4 получим соответствующие результаты, приведенные в 
предыдущих главах.

В большинстве работ, посвященных изучению краевых задач 
для дифференциальных систем С запаздыванием предполагалась цх 
фредгзльмсвость и даже однозначная разрешимость (НЕАэбелев,
В. П. Максимов, Л Ф. Рахматуллина, IX А. Митропольский, Д. И. Марты-



нюк), что нами не предполагается. Использование техники иссле­
дования краевых задач с запаздыванием, развитой в работах 
Е R Азбелева и его учеников, позволило распространить разрабо­
танные в. предыдущих главах диссертации методы анализа на общие 
нетеровы линейные и слаболинейные краевые задачи для систем с 
запаздыванием и для операторных систем. Шлученные здесь ре­
зультаты иллюстрируют, с одной стороны, возможность обощения 
предложенных методов на более широкий класс краевых задач для 
систем ФДУ, с другой стороны, возможность расширения прост­
ранства, в котором ищэтся решение задачи: от пространства Gdj

таких, что 4 * ti р - пространство функций суммируемых со 
степенью р

Заключительные параграфы четвертой главы посвящены постро- 
нию обобщенных обратных А (псевдообратных JC ) операторов в ба­
наховых (гильбертовых) пространствах к линейному ограниченному 
нетерову оператору А  • Как известно,линейные краевые задачи 
для широкого класса систем ФДУ представляются в виде оператор­
ных уравнений с нетеровым оператором А • Поэтому, наряду с • 
предложенными в предыдущих параграфах конструкциями обобщенных 
обратных операторов А на основе построения обобщенных операто­
ров Грина соответствующих краевых Эадач,предложены конструкции 
операторов А  и 7Г на основе теории операторов в функциональ­
ных пространствах.

пусть { J j  , i « v . r  ; I'M •s t i - базисы 7
нуль-пространств j/(A )n  М(А с̂оответственно, где А сопряжен­
ный' К Л оператор, определяемый равенством

- 21 -
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действует via пространства і/ в пространство X . Для гильбер­
товых просїранств:

С помощью введенньн в работе операторов Рд и 0 

проектирующих пространства Jf и У  на нуль-пространства

А/(Л), А/(АП  :

РА * = : X  * М ( А У  ;

рл . ї '  й , ? *  ' w -  : у ~ * и ‘ к-

где числа 0& * и  являются элементами матриц с£ / и jb*

обратных к симметрическим матрицам Грама 
доказана

Теорема 4.10. Оператор

Ґ '  (Л*Л * Р /Л ' - JC(AK*Pa. У

является единственным ограниченным псевдообратньм оператором к 
нетерову оператору А и удовлетворяет его определяющим
свойствам:
і. А Л ' Л ' Л  , г. Л М Л ' - Л *  ,

з.(J 'A )'- A 'J  *■ (ЛЛ’ У-ЛЛ' .
Эта конструкцияобобдает ранее известные (А. Ф. Турбин, М. Z.Nashad) 
формулы для матрицы, пседообратной к квадратной матрице
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(простейший случай нетерового оператора). Кроме того,с ее по­
мощью доказано следующее утверждение о разрешимости и 
представлении решений линейного нетерового операторного урав­
нения.

Творвід 4.11. Нетерово операторное уравнение

А , 'У
разрешимо для тех и только тех usj/, для которых

и при этом имеет Г- параметрическое семейство решений в виде 
прямой ортогональной суммы

* я , гчґім У М ) .

Первое слагаемое есть общее решение соответствующего однород­
ного уравнения - единственное частное
решение, ортогональное к любому решению однородного уравнения. 
Попытка перенести полученные результаты для гильбертовых 
пространств на случай банаховых - встречает естественные пре­
пятствия, ибо применение известной леммы Шидта, позволяющей 
строить обобщенный обратный оператор Л к линейному оператору 
А. ограничивается требованием его фредгольмовости( В. А. Треногин) 

Пусть Jf, У банаховы пространства. Ш  следствию из теоремы 
Хана-Банаха существует линейно-независимые функционалы 
и элементы У * У  ‘такие, что
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Следуй определим проекторы и конечномерные операторы

: Х ^ ^ ( Л ) ;

если і^ і «і  ;

V  '  ЇГ, K‘ (,)V ‘ ' X ^ u ) » = ™  Г , / ;

, если 1*4^ •

P її • I  f.u )/* : S'* /
A*® *** 9СЛИ r»(? ;

где « w in , ( m . , n. ̂  .

Леїди 4.5. Оператор Л * Л *  Рд имеет ограниченный обратный 

f  (А* Г Лі - левый, если р н  (I ■

Л,М Г.,
,Г + ĴL )г г если г><£ .

:еорема 4 .1 4  ОператорТеорема 4.14 Оператор

Л  ~ Л  {  г ~ Рдщ. (14)

является ограниченным обобщенным обратным к линейному нетэрову
ограниченному оператору А .

І/ Аткчнсой і. К. Нормальная разрешимость линейных уравнения в 
нормированных пространствах // Мат.сборник. Новая серия.-1951. 
- 28, * J5.-- С. 3 - 14.
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В случае теорема 4.14. переходит в известную
лемму Пкяідта, позволяющую строить обобщенный обратный оператор 
к фредгольмовому в банаховых пространствах.

Для. фредголъмова оператора А в гильбертовом пространстве 
с использованием обобщенной конструкции (14) вытекает следую­
щая конструкция псевдообратного оператора.

Теорема 4.15. Оператор

Л* ~ (А + РЛУ - Рл,
явяется единственным ограниченным пседообратным к фредогольмо-
ву оператору А . Конечномерные операторы Р  и Р  ̂  определяются

А Л
по формулам:

їл4  - '• 9 _~ д/,л) ■

Предложенные в предыдущих параграфах способы построения 
обобщенного обратного оператора А  краевой задачи вида (1)

Аі '[є.]*’ !*!
с помощью обобщэиного оператора Грина касались случаев

± *  

когда операторное уравнение <*2* f  всюду разрешимоХиким уравне-
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ниям относятся системы ОДУ, ОДУ с импульсным воздействием .за­
паздывающим аргументом, и т. д. Предложенные выше конструкцию! 
обобщенного обратного оператора, позволяют рассмотреть краевую 
задачу (15) с нетеровым оператором <£ : X -У .

Действительно, пусть dim. //(# )"$  , а Рц*

- проектор, конструкция которого описана выше. Тогда краевая 
задача (15) разрешима тогда и только тогда, когда У  и 
об *■ R удовтеворяют условиям

Л * ' ” '  •

PQ ,  I  л  -  / ( х ~ / ) }  и О ,  т - ґ ш л і ї Qf \ 
К

и при этом имеет Г, - параметрическое семейство решений 
( /5 ) •:

г<Л * ХГ МСГ' * Х ,(Ь  Q/oС V )U )  >
где rf - мерная фундаментальная матрица однородной
краевой задачи Al*0\ Q* -Sхгн.- мерная постоянная матрица 
пседообратная к тнх$г мерной матрице Q.* t Х(') ” Q. -

1 * 9 f

сбобщэнный оператор Грина полуоднородной краевой задачи (15), 
имеющий представление .

(Q< * )d) - ( *  V  )(i) - Xsd)Q*i Ш ) .

При этом обобщенный обратный оператор Л  > разрешающий 
краевую задачу (15) с нетеровым оператором £  , имеет вид;

ЦЦ. 9 С  I f  , h ^ * ]  .
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