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GHIIAH ХАРАКТЕРИСТИКА. РАБОТЫ

Актуальность темы. Стохастические дифференциальные /равнения 

параболического типа - важный класс стохастических дифференци­

альных уравнений в бесконечномерных пространствах, изучение ко­

торого представляет интерес как в связи с внутренними потребно­

стями развития теории случайных процессов, так и в связи с при­

ложениями в теории управления, популяционной генетике, статистиче­

ской гидромеханике и других областях.

Теория стохастических дифференциальных уравнений з конце со­

роковых - начале пятидесятых годов была предложена независимо 

и в разных формах К.Ито и И.И.Гихманом, а затем развита А.Б.Ско- 

роходом /1961 / дли конечномерного случая. ПерЬши работами в 

направлении обобщения теории на бесконечномерна случай были 

работы В.Е.Баклана /1963-1966/ и Т.Л.Чййталадзе /1964-1666/. В 

работе Ю.Л.Далецксго /1967 / дается инвариантное изложение тео­

рии стохастических уравнений с ограничэкнымИ операторными коэф­

фициентами в гильбертовом пространстве.

Уравнение йто вида

<tu.lt} =  -4W i t і Ш -t t  , л (4t)~Uo / 1 /

в гильбертовом простанстве, где А (і) - неограниченный произво­

дящий оператор сильно непрерывного эволюционного семейства

і а ограничен и удовлетворяет условию Липшица по вто­

рому аргументу, впервые было рассмотрено В.Ь.Вакланом /1964 /. 

Точнее,им изучалось уравнение

uctДо)u« t  S u i t i « . ) /2/

без доказательства его эквивалентности / 1 / .  Бпоследстрии целым 

рядом авторов было показано с использованием методов теории по*- 

лугрупп, что при некоторых дополнительных условиях решение ура­

внения / 2 /  принадлежит области определения jffrj и имеет стоха­

стический дифференциал / 1 / .

F.JI.Розовский /1975 / для доказательства разрешимости задачи 

Коши / 1 /  использоеэл методы теории потенциала.

В работе А.Еенсуссана /1971 / для построений решения уравне­

ния типа / 1 /  в банахово;/ пространстве с В “ 2  и Я ft) , удов­

летворяющим условию коэрлитивности, использовался метол еяскре-
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тизации по времени о последующим слабни предельным переходом. 

Позднее А.Еенсуссан совместно с Р.Темамом применил этот же ме­

тод для исследования уравнения

(tun 1 = Afiu(tl) dt +  l r t , 4 ( t l )  JwHJ , и M  =«„ / 3 /
в банаховом пространстве с неограниченным нелинейным операторов, 

"сноса" А  і удовлетворяющим условиям монотонности и коЭрци- 

тивности, и 6 & І .

Дальнейшее развитие метод монотонных отображений применитель­

но к стохастическим дилере потальным уравнениям вида / 3 /  полу­

чил в работах Э.Парду /1972 ,1975/, М.Рио /1974 ,1976/, М.И.Вити­

на и А.Й.Комеча /1977 /, Н.Е.Крылова и Б.Л.Розовского/1979/ и 

ряда других авторов. В работах Э.Парду и М.Вио рассмотрено сто­

хастическое уравнение вйса / 3 /  с неограниченными нелинейными 

операторами "сноса" А  и "диффузии" &  . Результаты Э.Парду

обобщены Н. В.Крыловым и Б.Л.Розовским /1979 / на случай, когда, 

операторы А и &  зависят от случая неуйреждагашм образом.

В работах Я.И.Белопольской и З.И.Наголкиной /1977 ,1982/ по­

лучил развитие применительно к стохастическим дифференциальным 

уравнениям метод мультипликативных представлений решений диффе­

ренциальных уравнений. В частности, с помощью этого метода ими 

доказана разрешимость задачи Коши вида / 3 /  в случае, когда А - 

производящий оператор нелинейного эволюционного семейства в па­

ре плотно вложенных гильбертовых Пространств, удовлетворяющего 

условии Липшица в паре пространств с постоянной, равной едини­

це, а В - оператор Гильберта-Шмидта, удовлетворяющий условию 

Липшица по втором;/ аргументу.

Перечисленные выше результаты ддя уравнений вида / 3 /  с нели­

нейным неограниченным "сносом" не охватывают класс уравнений с

A lt ,u )i*  , где при каждом 4. и и. J(t,u) есть

производящий оператор сильно-непрерывной полугруппы с плотной 

областью определения в Гильбертовом пространстве /например, эл­

липтический оператор второго порядка с коэффициентами, завися­

щими от решения/. Поэтому изучение такого класса уравнений пре­

дставляется актуальным.

Важной задачей является исследование некорректных абстракт­

ных параболических задач в банаховых пространствах /примером 

такой задачи может служить обратная по времени задача Коши 'г чя 

уравнения теплопроводности/. Для их изучения могут быть прим?
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нены методы теории полугрупп /такой подход реализован С.Г.Крей­

ном /1967 / / .  Исследование возможности стохастической регуляри­

зации некорректной абстрактной параболической задачи также пре­

дставляет интерес.

Настоящая диссертационная работа посьяшена изучению некото­

рых классов стохастических дифференциальных уравнений параболи­

ческого типа в гильбертовых и банаховых пространствах.

Цель работы.. 1 .Изучение класса нелинейных стохастических ди­

фференциальных уравнений вида

du-li) *  4lbuHi\u-H)dt -t & l t , u l t u(4o) = U« / 4/

в гильбертовом пространстве при условий, что при каждом t  а 

и. А Н |“-) "  ограниченный справа оператор с постоянной

плотной областью определения, сильно непрерывно дифференциру­

емый по и. на области определения, Bliiu) - оператор Гильбер­

та-Шмидта, удовлетворяющий условию Липшица по и.

2 .Изучение возможности стохастической регуляризации некоррект­

ной абстрактной параболической задачи в банаховом пространстве 

и исследование возникающих в процессе рассмотрения линейных сто­

хастических дифференциальных уравнений параболического типа.

Методика исследований. Б настоящей диссертации применяются 

методы теории стохастических уравнений в бесконечномерных про­

странствах, теории полугрупп операторов, другие методы теории 

случайных процессов и функционального анализа.

Научная новизна. Основные результаты диссертационной работы 

состоят в следугацем:

1. Доказаны теоремы существования и единственности решения за­

дачи Коши для нелинейного стохастического дифференциального 

уравнения вида / 4 /  в гильбертовом пространстве; исследованы 

свойства случайного операторного семейства, порожденного реше­

нием задачи Коши /4/» установлено, что решение задачи Коши /  4 / 

обладает марковским свойством.

2. Результаты, полученные для абстрактного уравнения в гильбер­

товом пространстве, применены к доказательству разрешимости не­

которых нелинейных стохастических дифференциальных уравнений с 

частными производными параболического типа в ограниченной об ча­

сти и во всем пространства |RM .

3. Установлена возможность стохастической регуляризации некор­

ректной абстрактной параболической задачи в банаховом простран-



но введений Приведен краткий исторический обзор результатов, 

связанных с темой диссертации и краткое изложение основных ре­

зультатов диссертаций.

Глава 1 посвяшена исследованию нелинейных стохастических 

дифференциальных уравнений вида / 4 /  в гильбертовом пространст­

ве.

Введем некоторые обозначения. Пусть

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

GTEej дЛя соответствующего линейного стохастического дифферен­

циального уравнения построено яркое решение j исследована его 

х свойства и онойаФйа случайного операторного семейства, порож­

денного решением стохастического уравнений.

ционной работы тату* бЙ Ь йоНольэЬванн в нёучных исследованиях 
по Фворйи ійойй^йчйскйх Дифференциальных .уравнений с частны­
ми ирояяйодншіЛі іфй изучении некорректных абстрактных парабо­
лических задач, РЯД результатов может быть использован для р аз­
работки алгоритмов численного решения нелинейных стохастических 
дифферешіиадінгіх уркййёНиЙ параболического типа, возникающих в 
прилОЖейкМй.

тедкк докл&Дйралйоь в инстйтуге математик* АН Украины /рук. се­

минара академик АН Украины А.В.Скорсхш и проф.Ю.Л.Далешшй/, 

на реодублйкаййкоя конферйшдйи по зволШионНым стохастическим 

оистемам /Кйпйвёлй(1б86/( ЛяТОй международной Вильнюсской кон­

ференции ho Теории вероятностей и математической статистике 

/1982/, 1 КрымЬЙОЙ ойенйей математической школе /Ласпи, 199ІЗ/, 

22-24 Воронежских зимних математических школах /1989-1991/, Во­

сьмой РеоНубЛййайской конференции по нелинейным задачам матема- 

тичеокой физййй /ДЬйбцйіі99і/, в Унйвёрситете г.Ноттингема/рук. 

семинара гіроф.Р;Хшісой/і Університете Уорика /рук.семинара 

проф.Д.ЗЛворсй/, Рур-Уйиверситізте Г.Бохума /рук.семинара прсф. 

С.Альбевёрйо/ И олуСлийоваНы в С 1 3 - L J J

Структура и объем паботы. Диссертация состоит из введения, 
двух іугав, СгіиСка литературы и содержит j j j j  стр . машинопис­
ного тек ста . В сййсКё М тёратура £$ Наименований.

4
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1. 2  (V jY )  - пространство линейных ограниченных операторов из 

гильбертова пространства X  в гильбертово пространство N( ,

^  - пространство операторов Гйльберта-Ллидта из X

в у  о нормой e 2Y , e C ^ = t t 3 ,X )  - банахово пространство 

непрерывных на cUitj функций со значениями в X  и стандартной 

нормой HI' 111« j

2. И4э И 1эМг - цепочка плотно вложенных вещественных сепарабель­

ных гильбертовых пространств с нормами ІНІв, И ■ U £  ̂II ■ И g • соот­

ветственно, причем для любого Н* Hull* < iluMi *  !

В. - 'Полное вероятностное пространство, Е - среднее

по С Л , J J ) ; ір СЛ , X, ft) (. P tM ) - банЬхово пространство из­

меримых функций M{u))(uJ€Jt) со значениями в X  и нормой

« и > > к (р *  С Е Itut//) ,

6  - мера Лебега ha ti.vt3c lR  . вЬ г борелевская € - ал­

гебра на L i, W  , L? С С-6.it з А Л  , К , «  К f  ) - банахово про­

странство измеримых функций u. Itiuj} і W€JL) со значе­

ниями в Xc нормой j.

< *< U > V > K 'P a C |  alt) ^  ;

4. -вешественные сепарабельные гильбертовы пространства,

реализовано как , где вложение есть

оператор Гильберта-Шмидта, w it) - стандартный винеровский про­

цесс в Vf_ с тождественным в W  корреляционным оператором, 

Wit») *о ~ *  - поток <Г -подалгебр if , согласо­

ванный с wit) , <bj$ QX) - совокупность - измеримых элемен­

тов из Lf, С-Л,Х,В) > <3 P (C-t*,t7 tX ) - совокупность согласованных

с {З-tlFt̂ t» > непР0Рывннх по t  на t-'tett] случайных функций из

1ь (С * » ,П  Х Л / Х ,Є *  Є )  •
Рассмотрим в ца нелинейное стохастическое уравнение вида 

/А /, где - измеримая функция на *М> , значение

которой - ограниченный справа оператор В Ца с постоянной обла­

стью определения SbCfitiiU)) *-H-t > сильно непрерывно ди«ерен-

цируемый по И. на Wf , В lt,uj - измеримая ф.ункция на 

іічІЗхМ о со значениями ъ g LCWiUc)-

Под сильным решением задачи Коши / 4 /  в Wo на С "to iT 3 понима­

ется непрерывный, согласованный с потоком {J f  j t >Л> спайный 

процесс со значениями в Wf , удовлетворявший /п .и ./  щм- каж­

дом t£tio,t '3 интегральному уравнения йто



t  t 

U + [ y?(S,K(4))u(SJ^£,+ Г /5 /

to to

В tfo  •
Исследование задачи Коши /4 /  проводится с помощью аппрок- 

симациониой процедури. Для этого в М. и Wt рассматривается 

последовательность стохастические дяфферетгаальных уравнений

Лмп Н І ~ Дь(*1 <*»li))u»lt)dl+ В Н , и » № )  ‘h v iD j  /6/

'J', /<»)=і#о C*t A>)

с ограниченными операторами "сноса", аПпроксимирушими неотгра- 

ниченннй оператор Al b и) в следующем с?«нсле: после довательность 

операторов {Л ,«/а)ЗиП" схолиточ к оператору Jjliu) в смысле 

равномерней на [.ЦТ]х И» сходимости е ^ ( и 2,Я5)при и--»•>» .

и А (4,ц| - замыкание іГ Ки<) в Нв

В 91.1 вне связи с уравнением /4 /  и неограниченным операто­

ром Я И, и.) рассматривается последовательность стохастических 

уравнений /6 / , и при определенных условиях устанавливается схо­

димость их решений.

Теорема 1. Пусть при каждом п £ Л /

I/ для любых tfc C(b,t;j j w e /V. , fi>, li,u) e ^ (  W„) , Ли Ній) 

(tec-tt.,1 ],ue4ft) измерима no -fc и u_ на ci.o,tzn(4ie • oc~ 

ташмет инвариантным , и семейство операторов Д^Ц,и) 

(AeC-UttDtUfcH*.) равномерно на [ U , t 3  * Мс ограничено

» a.cHfcHtc{o,2}) *
2/ C t e r V a  ,46 He) -сильно непрерывно дифференциру­

емы по и. на Мс . и семейство операторов ./?Чц (4,u)k (ДеС.К,11, 

U-ЄНі) при каждом Ьб-Нк рарномерно на 3 > Н(с ограничено 

В й(Нр.) !

3/ семейство операторов teC-U,l3, u ^ U o )

и семейство сужений операторов Л * ((,цг) (пє А/, ± Є d o ,n  

<1i €-Ht) на ограничены справа е М0 равномерно на 

/N х к Ио и в Иг равномерно на д / x t U i t ]  хНг .

соответственно;

4/ при каждом ht Нс семейство1 операторов Uiulb 

(.не-«V,t e r ограничено равномерно ча Л/ >Cfe,,Г3 * Н0 ! 

5 / последовательность операторов ^ J?ьіііч'і) фундаментальна 

в смысле равномерной на £.4»,ТЗ х</„ сходимости в оС(Иг1И„) 

Пусть В(-Ца) (-t€ tieitl ) Ссе {о,гЬ) ~ измеримая по t

и ц. функция Ha^ojt'a хНіс со значениями в ХъСН,Чк.) . 11 '-’У-

6



шествует константа с такая, что для любых і е  Cto,t 0 , ч,ігє 

и«еют место неравенства

C6(-t(aJ) < <2 ( 4-ї ituilfc* ) t

C B (* .u )- e .u ,a )i  «  e  «ч-ілі£.

Дгсть также %  t ^ t )  OJ Є A O .

Тог да при каждом и£-А/ и v г- Г о,г.г существует сильное реше­

ние задачи Кеши / 6/  U>,(-t) (ЛЄСІ0 ,t 3 ) в Mt на ct0,tT . и в 

С С С ^ и .И О  существует р-Єсщ ц>,кМ > пТ1Ичем •<•€ 

e ( t ^ .n ,W o )  /п .н . / .

Пусть Т - замкнутый положительно-определенный линейный опера­

тор в вещественном сепарабельном гильбертовом пространстве Н 

с плотной областью определения 0СТ) такой, что 

К tit II м * l(UIIH і и е & С П ) .
Будем говорить, что гильбертова цепочке И« -Иг построена 

по оператору Т , если Н„-Ц с нормой ниц, =- ц и у ц tutr-l) • 

ИЛ-©СТ') с нормой Циіц =  ИТи-Нц (u efo C T i); Нг'2 ) (  Т •+») 

С Ш М З )  С нормой |(ц||г -.||ТІ + »ГЦІІ4 ou€ & С Т 1+* ) )

Теорема 2. Usrcfb гильбертова цепочка у построена

по оператору Т  , и выполнены условия теоремы 1. Тогда

u " в hfr И & Д З К  л  ,Н г1 Є * Е )  Ц  Є А / )  , ГД0

«_ и «  „ определены так же, как и в теореме 13 причем при каж­

дом -tc Ltoitl U. Hr) €- (-Иг) -

b j}1.2 изучается случайное операторное семейство, порож­

денное построенным в теореме 2 предельным случайным процессом. 

Определим при каждом 'І€ С \ сіП

W O / ЧМг ) -*  ( Н е ­

случайное отображение, порождаемое по формуле u.tt) -VKiU}cUa , 

где ( H i ) ,  U ( f j e S 2V  ~ предельный случай­

ны? процесс из теоремы 2.

Теорема З, Е условиях теоремы' 2 случайное операторное семей-

V(tib) (to і  ®> S +  4T ') ЯРОЛМИОИИО /п .н . /  Б Mt Е ‘смысле 

: net ядии композиции, то е с -ъ  для люСрх іп л ц  (Ч г ) f%-£A() , 

таких, что t, t t r  , п .н . в мг идакт место

рЬринстгп

V



V/14,^7» V (s ,k )«u  *

В §1,3 устанавливается, Что при определенных условиях пре­

дельный случайный процесс из §1.1 есть сильное решение задачи 

Коши / 4 /  в hi* на c.i.it3 •

Теорема 4 .Пусть выполнены условия теоремы 2, М «€

t . . , последовательность операторов

2$**- Н 'б С іх  J Ц fc-'Ло) сходится к оператору /TU,u) в смысле 

равномерной на !Lieutziх W„ сходимости в 

Дусть - его замыкание в Ц, - линейный оператор с по­

стоянной областью определения Ил . Пусть также операторы 

Семейства UCC-Uit3 tUfl/o) подчинены оператору Т

равномерно на г -te it з хМ«, *

Тогда предельный случайный процесс из теоремы 2 

it(4)*-VHcЬ )*М ь  Ы»СДн\Э) есть сильное решение задачи Коши 

/ 4 /  в U , на L i * ,t l  •

Пусть £ - разложение единицы I  в М, , построенное по

операторуТ в соответствии со спектральной теоремой. Тогда 

^и-SjT Е (йЛ) ~ оператор проектирования в М„ /здесь

1 ^ . s b  > * * *  , -
Ье з де дальше предполагается, Что цепочка М0 эИ.ч з И г 

построена По оператору Т  .

Теорема 5. Пусть

1. Л К (и.) - измеримая функция на , значение кото­

рой - замкнутый линейный оператор в Но с постоянной областью 

определения М., , сужение оператора Л Им) на а  ( т ^ )  есть из­

меримая функция на f U i t u x M i  . и Л п|*,и ) =  Рп Ри

і
2. операторы .семейотв JU-tiU-i) , T lf A ttiUO T  * (.it С Ь  (t3 ,

Ц-іЄ К . )  и Т н ї  ttectotxi, « г еК г)

подчинены оператору Т равномерно на х И  с и

Lteit'DxM-t * соответственно і

3. операторы AlttU4) и T rtt J fH tul)T ~ tl+r) сильно непре­

рывно дифференцируемы по UnfeHo и UitrUt . соответственно,

на И., , и для любых б И г операторы семейств

rtiUt)h4 ( tetb.tзлей,) ,  r lh}filflU,Ui )hzT~(Hi> ( t a i l , ТЗ,«г.ЪЧг\ 
подчинен оператору"Г равномерно на £{c,rjxHo и ii0,Z3 * ,

соответственно;

4. Операторные семейства J  < *№ )« €  Zimtl, ^ 6  М>) и

8



Т ̂ -A lti<*i) (+f ) ограничены справа в

Я с равномерно на c-f0(t;j х W„ и l io ,X l* Ut .соответ­

ственно.

Пусть также B r t ,u )(t € C io it ] lU t H le)C  t e £ o , l } )  -

измеримая по -t и и. функция на Ц ВІх з * и к. 00 значения­

ми в S-i С УЛ Ц/с.)' существует константа С такая, что для любых 

[Ло it З і Ч , if( Не имеют место неравенства

С & ( Ь и ) )  і  С (■i +  U u l l £ ) i  

€ ІЧІС СВ(* ,« )- В (6^)3 < Є llu-Jllfc1
і

и Ко б S 2 f -+2 C^t) Cf€<^y)

Тогда

1. при каждом существует единственное / п .н . /  сильное

решение tfnrt-j.ffc€Ci»it3 задачи Коши / 6 /  в К , и Н , на С40,х 1 . 

принадлежащее при каждом се {о,г^ Ш * | П ,  WK) ( $ ( * / )  .

2. существует W.= ^  « „  в t * P )

и ^ 6  , kt) .

3. выполнены условия теоремы 4, и предельная функция 

W.(tJ»Vl4iti)oUo (.ttC^oit]) есть сильное решение задачи

Коши /4 /  в М, на L io ,tj

В § 1.4 при некоторых дополнительных условиях доказывается, 

что задача Коши / 4 /  имеет единственное, с точностью до стоха­

стической эквивалентности, сильное решение в некотором классе 

сильных решений.

Теорема 6 . Пусть выполнены условия теоремы 4, операторы 

Я lh“■) сильно непрерывно дифференцируемы по и. на Н1 , для

любого ЬеН , операторы семейстт Я'и. u(rU0)

подчинены оператору Т равномерно на , и Wa 1 5 - (НИ

с * е л /)  . 2* n

Тогда случайный процесс u.tt) =  V U ,{ .)» ц„ есть единствен­

ное /п .н . /  сильное решение задачи Коши / 4 /  в W<, на ' , 1 1  , 

удовлетЕорягадее условию ц .К о )= ц , t  Sp £+3 CWt)

U(t>€s|<j+2 (-НО C-fcЄ Lt0vt l ) ( ^ € . M  •

Замечание 1. Условия теоремы 6 выполнены, если выполнены ус­

ловия теоремы 5, и U0€ б£|+з

В § 1.5 в условиях теоремы 6 устанавливается, что сильное 

решение задачи Коши /4 / ,  построенное в §§ 1 .3 , 1 .4 , есть мар-

9



їо

ковсни* случайный процесс в , но прежде доказывается ут­

верждение о зависимости решения от начального условия.

Твооема 7 . - усть выполнены условия теоремы 6, чв і u n e e

( ЦІІ С «Є А /і  И U „=  а .:^  и Ио

в Litt , . Тогда Vii,to)o u„ . и Л ' О з )

сходится к ( t c L t c O j  в

/,5і tC<»(t3 XJliNt і Є * 1 )  при

Vsодема 6. Пусть выполнены условия теореми 6. Тогда

- Vt'tito)®Uo CteCtoit'i) есть марковский случай­

ный процесс в ^г. , и его переходные вероятности задаются 

соотношением

p c s ,u  й > ?

гдо |t) - решение уравнения

t t 

W«l 4 i t j = U + {  ^ ie ,U 4li<(e>)USll( (0 ) ( /0 +  і  RlB ,U»lul»))«<'Wr^)

5 S

в , Ufc-Wz , Л £ в ц г , в Мг - борелевская Г  - алгебра

подмножеств W* , USik|t ) £ L 2 f  (Л іИ г^Р ) С

В § і.б  рассматриваются два примера нелинейных стохастиче­

ских дифференциальных уравнений с частными производными парабо­

лического типа, для которых в некоторых функциональных простра­

нствах выполнены условия теоремы 5.

Пример 1. Пусть Q - ограниченная связная область в /С 

с границей 8£  класса , Т  - замыкание оператора

Ц(6)=>Сг (<?иЭ£) э и «  Т'ц = U. -AU еі-і (6) , 

где С 1 LG0Z6)- { «  Є  е г L€Ud&) - u  I й<? =  о ^ а с п Л ^ С е ) ? )  W / (  Є ) ,
Т имеет ДИСКреТНЫЙ спектр 

Xtt(R, >кг " ° '  E соответствии со спектральной теоремой имеет 

место 'разложение "Т — 21 Xic Р«и • Г1|'е ^1с - конечномер-
к-о

нне ортопроекторы в '-г (S') . J ^

Пусть Ц --L CQ) , & = 1 , ~ £  Рк - Для каждого
ь |C=0

Хі+ри, \ j*"

t€  < t/Є ^ о  есть замыкание оператора

= > С Ч £ 0 < }£ ) .> с г Л  = ocl-ttu) Л IT- (t<u) 6  Є-Ц'(Є),ь

где - веществеинсзнЕЧНые измеримые функция на



и такие, что при карпом t:e(4«>it3 ,

c^rt,') rflt)-) Є С /С ^ С б ) ) ,  BL ( t y ) ly , ( t y ) e C i СИг.),

и выполнены условия: найдутся константы ^ e,cf^, віг такие,

что для любых tCf-teit] і U 4 £ Ll (& )  t Wt € Hi

О ■*&(<, Й a i d i U i )  ^o (i_  ,  і <  о ^ ,

Ь іЧі

X I  1 $  W u i l W U i t K l * * ,

T ,t  ,W W  И«/г) H )/z < - i, £ j  »У и г І ^ « Ь) « Иі * « 2j

где oiuyrttK i) t j i 'm  ( i i U f )  - производите и 3>ll,и*)

no Ui&LtCG-) < ci'utdiV i) , £ui - производные ^ / 4,4^

и no U t f W ; . соответственно.

Пусть . «2> г  - и # Є

белый шуті", со 'третструший гильбертову

пространству / г (£.)

Пусть - функция на Щ *  ,x3*lh(6)> определяемая

равенством

(e r t ^ K jt o s і с і і і г ф ч с * * ) ) ^ ) ^  «г j  с і Ь г ^ . ч д і ї * ) ^  

б  &

где С  О  ) ОТ) % ъ' ) - измеримая функция на Н о {Х1 у U  (6 )  и 

L to itJV H i  со значениями в / г (ffXff) ( т , # е О  такая, что 

для любых t  €Cte,Cl ( « t-Чг , у£<? < ^ /> y ,u )€ С  у(£) ,и для любых 

Ui.tS, е іг CG), Until (і Цг справедливы следуйте нера­

венства:

<*«* J І Є K i a v j .u ^ j ^ e k c  s' U ( 4 + U U d l A j . , ) ,

I c I t i ^ i ^ )  -e ^dhjche & ї ' і и 4 -біі| .

*■ CXfr *  1

I M - 2 I  f ^ O 1 С  U i t f i J j . U i J  l ' c % o t ? c  .& 4" С •<■+ Чи/ Hu ) 
t C x &  **< с г

I C l - - 2  ^ i ) ( . C  l t i r ^ , U i . V e  <  (J- ц и , ~ і М ц  ,
і  6x&

II



Тогда задача Коши для уравнения / 4 /  записывается в виде 

Лас) «  Ы 4/u.j 3-М ({jx.) і  (<{U.) и  (і , х )  і

■+ 5 e(t,ar«u, и { { ,» } )  Zttttfdt/j jc є (у, 

і хе 96*°)  

іі(іч'Х) і'їсбйбиб

и для нее выполнены условия теоремы 5 В 1г (£ )

Пример 2. Пусть Т - замыкание оператора

LtCfi") Т'(Г=и--Л1Г е ^ ( ^ И)

•©СТ) =  W / ( & h) > имеет спектральное разложение

Т* ST *Е  (<£>.) . Рк- $Г £ < ^ )  < гце В  - разложение еди-

МВШ в

Пусть для каждого t e  c b , 1 1 1 u 6-Lj. CfR4) о п е р а т о р н о м ] 

определен как замыкание

f i n i t e  а  2  +
tH

+ £ H ,*  > « (* )) tf-e-l^UE4) ,

где oCH^-w - . и

1 / пусть а. ІД і Тс U ( * ) )  = а  (4*аг*,и), ^(t,3r,4cjc))^g 

вещественчозначные измеримые функции no -fc- и u. на Lto|t3 x lt ( fi4J 

и t t*. іXa r , для любых (№ " )

U t e W ^ d R 4) я  ( t , ‘ i  «•<)€-Є * Л* { г + с £ ;>'4г-* ( IR*) ,  

? (*,•-,«<) 6  С Z 4 [ t J  (II?'), £ l t , ^  Ut ) 6 С 1^  (If?*), 

f  I t , Є* * * 1 г + № , , і  C R - ) ;

2 / существуют константы А ц  такие, что для лю­

бих -t€rt.lU , w <6 U ( І Г ) , u t e W ?  О Н " )  , x k -/R" 

о < a , < a  H-ur.u-r) < a 4 , ^H ,ar ,4f) «£,£, с о )

12



І 3>Ы < Q i  ,
t|jr,U1

ІЗ

| !><*? (4 ,*(Ч„ЧП  *  <Хг , I * * * * ,

•U^p ) 3>Л ST И, X ,і Кг) I < a . x i  |AI<*T,

*ior,4t

<><.op I Ъ л 6 14|Т,чг.) I < a r  ,

■Ьт^г

3 /  пусть для любых 4г€СЛоіТл ( X  Є- IR функции £  *•,<)

и 6 К ^ о е С Ч к и Я " ! )  и Г 1 С 'Ж/гТ К й иї) ! яля любых 

- t t  L - t . « t 3  , и ч Л л € :  L ^ C I R 4 )  , “ г  А  Є  W j ?  t l R " )

£  'ы< ( V  > ^  «  С г +  С *  J  ( Г )  > ї !ц  I t / ,  О  *-f e  С  г + С |  3 ( I P ' ) ,

а ' г ^  • ,  « о  М  Є rte"  *  bt І Г и  е )а Є ), ІіІг Н,-,ъi k t c " ' 1* *  У *

Т’ПО U , T , ^ )  I € ,J, и ItiT.CSi) , -произ­

водные li'lt/X.i 4-і) и a  <*іт<4г)і в U i W i )

no С « и) и Чі e v /i l f e * )  . соответственно;

4/ пусть выполнены неравенства

tu.fr | (i,art U-,) >1-, I , Ictl < ± ,

Ї іЯ.Ч*

I « '  n tx , u , ) h ,  І І  0.1 >

I 3) a  Wi (."t і » t«г) I S **г lot I 4 5 ^

6, a ,4 t

w /s  І І Ґ  t ut ( t i V U d k  І ) M  / 6  Y.

Пусть Э¥=

f r ( x ) z i  и J ^ - * . t * ) c f 3 C « c »  / .  И §  “

"белый шум", ссответствуювтй гильбертову пространству 1 с Ш ")  • 

Пусть Ь ( * (ч) - функция на ЛІ.Д1 xL^tlS?4)  .-определя­

емая при каждом t f  £H>,Tj <■ « Є  /-*.( і#” ) равенством

£({>Ті<йи(£)) irty)d#= j e t f ,аг, уім ;іГ(у)г^

r  ,. R 4 № і г & %  ,
где £ ( * , . , .  ^ u )  - измеримая функция на ^ , д з  **_г (iR";

со значениями в 1.г (1Я* X IR") /х ,Ц ( : IR*1 / .  сужение f r f V ) ' ; uj



на [_4о(Х'З *'<Мг ( їй4 )  есть измеримая функция no £ и и. на 

Li»vt 1  v\*/^ t/g*1) , и для любых t e c i o .t ^ ,  ue\Ui LlR")

справедливы оледуюшие неравенства:

^Uf> і  I £ й f  И^-ІІіИЛ QHS
t  „̂igH Mtf? )>

iR 'xk*  ‘ "і

+ « \ « ц ^  ^

где (Г - константа.

Тогда задача Коши для уравнения / 4 /  записывается в виде

f ’flti*6)* Д] Ad&iUHiV))*^. ^ і * )  ■+•

+  ̂ (.ilafl4(-tix))utt(acj + £  CC-trx ^ ( а 1^х))%|4|а)°^з

|£ц 

U-tto, a :)=  Uofx), r t / e “

и для нее выполнены условия теоремы 5 В І-і СіЩ'')

Глава 2 посвящена стохастической регуляризации некорректной 

абстрактной параболической задачи в банаховом пространстве. 

Рассмотрим линейное уравнение

в банаховом пространстве <>Ь , где Л  - неограниченный

производящий оператор аналитической полугруппы g M  в fi ,

Чб К , «„€  .

При оСНЧ») > о  решение задачи Коши / 7 /  существует и да­

ется формулой %ffj = t ° L^ ' )A и0 . а при oi(i-t.)<-o соот-

ветствукмая задача Коши не корректна.

Пусть w (t) - стандартный скалярный винеровский процесс. 

Лрибавляя к коэффициенту Я  "белый шум" W  It) с коэффи­

циентом , пол,учим уравнение
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Q іH =  ( e * + j M l t y A f H I  , =

имепяее смысл как стохастическое дифференциальное уравнение в 

в  :

d $ H h o i 4 $ ( t ) d i  + j M f  К ) d w (t )  , . / 8 /

Можно показать, что при задача Коши / 8 /  корректна

при произвольном знаке и_ (4-to) « и ее решение дается фор­

мулой

% Ю ^ У р И г Ы  и0 - -cvp {oLAtJ- ?(/0) / 9 /

+  € # ,  ‘

где . A W * W H ) - W H » )  . Эта формула Может быть

получена из формулы Ито, если операторная экспонента в / 9 /  оп­

ределена. В этом случае можно говорить о стохастической регуля­

ризации некорректной задачи Коши / 7 / .

В качестве примера рассмотрим задачу Коши для линейного урав­

нения с частными производными, где А  - эллиптический опера­

тор второго порядка

J - Z  / ш /
4|fc-"4 J ~'

Здесь х  = С а * , . • . ,  X * ) € //?h , ^ , u„ - скалярные фуні

п:-'и. Е случае, когца задача Коши для невозмушенного уравнения 

корректна, задача роил / 8 /  с оператором типа /1 0 /  с коэффициен­

тами, зависящими только от t  , рассматривалась Ил.И.Гихма- 

ном и Т.г.І. лестечкиной /1987 /.

В 5 2 .1  и § 2.2  рассматриваются два примера операторной экс­

поненты / 9 /  в банаховом и гильбертовом пространстве, соответст­

венно.

Пусть - полное вероятностное пространство, £? -

среднее по (Л ,  J ,£ )  , W (t )  - стандартный винеровский процесс 

в IR , (Ъ* - пространство, сопряженное к flb , < •,•>

спаривание в (.гГЪ,К>*) , - А  - секториаяышй оператор в ■ П> 

с плотной в ХЪ областью определения , удовлетворявший

условиям: а / существует такое, что сектор 5 0,^~

£ її tju  4о^  \ где J 3- ^ ~



резольвентное множество оператора -J) ) р _л $  gj ; б / сущест­

вует М такое, что для любого f  И &

где J  - единичный оператор в ^  . Тог№ Л  пороуцает

в Q, аналитическую полугруппу

1ІА * Лг f «■** t.AT-ЯГ1 fll*, І
2S  i ^

где j" - кусочно-гладкая кривая в , состоящая из двух

лучей | 14г«^*9 і  и цуги

единичной окружности Ari£ в } ;

Цусть U®£#) - множество целых векторов оператора І) .

В § 2.1 доказана

Теорема Э. Для > 4 о  случайная функция / 9 /  с , оп­

ре целяемым формулам

16

/ 11/

/12/
І

в йЪ , имеет стохастический дифференциал в І І  и удовлетворя­
ет уравнения /8/ в V» для 4 4 при Ца(г6Ъ и для jt € При
U • Кроме этого, семейство операторов |+.Д.) обладает

п.н. следующими свойствами:

а/ S>V>(‘»it ) i t > S > T  илиї:^$‘ Г  ;
Л 1І  не случайно.

б/ И Х ^ ІМ Л Н " "  і

в/ для любого ас€«©Л ) HVfolhi»)x  ~ж М~ °  ;
4 - Н .

г/ V * M * ) -  единственное эволюционное семейство задачи
Коши /В/j
11' для любого X  є СЛ 64)

Ы Лі А

HVftll,u)x-t x l U o ,  /13/
jb-»o

более того, для о( д{">о равенство /13/ справедливо для любого 
3Ct(T?> ;

ч/ при o(At>° ПЛЯ любых X  £ 33 ,

Є < V t lb ) r , />  = ^ oi4W a:(/ >



Пусть @>=еИ - гильбертово пространство со скалярним произве- 

дением (•-,•) , Л - J^X , > Е ( ° ^ )  - ограниченный справа

самосопряженный оператор в У-f с плотной в У/1 областью опреде­

ления -- у 'х е  I Xі ( Б cd^)r,x)^c>aj /  здесь £  -

разложение единицы в &  /  .

Рассматриваемый пример является частным случаем предыдущего, 

так как - А  секториальный оператор в (Ъ- У-f . Поэтому для 

эволюционного семейства V - b t . )  - определенного как функция 

оператора Я  г / 9 / ,  справедливо представление в виде спект­

рального интеграла

ео<р 'і Е { ^ ) .  /1 4 /

( j tj>>elR

и все результаты § 2 .1 , касающиеся решения задачи Коши / 8 /  и 

свойств семейства операторов V/Mite) целиком переносятся на 

случай самосопряженного оператора в ~J-f . Однако, пля рас­

сматриваемого оператора А  можно получить некоторые дополните­

льные результаты, которые сформулированы и доказаны в § 2.2.

А именно, в § 2 .2  получены оценки для ПУдНД»)!! более про­

стые, чем доказанные в § 2.1 для общего случая секториального 

оператора в G> ; показано, что решение задачи Коши /8 / ,  по­

лученное по формуле / 9 /  с Vj ПЛ.) . определенным в /1 4 / ,  един­

ственно /п .н . /  в В  =  У  •
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