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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОШ

Актуальность теглы. Одним из центральных объектов в 

общей теории аналитических функций является класс целых 

функций, с которыми в большей или меньшей мере соприкасал­
ся к а ждый математик. В современных исследованиях по теории 

целых функций можно выделить две основные тенденции: с од­

ной стороны, доказываются результаты, пригодные для всего 

класса целых функций, а с другой, выделяется тот или иной 

подкласс целых функций и изучаются его свойства. В І968 г. 

Б.Лепсон из общего класса целых функций выделил его под­

класс - целые функции ограниченного индекса. Так называет­

ся целая функция f , для которой существует число 
такое, что для всех n e Z +  и 2 6 С

I- nj-^  * m a x ^ ^ : 0 * k * n J.

Исследованию свойств целых функций ограниченного индекса 

и различным их приложениям в теории распределения значе­

ний, дифференциальных уравнений, характеристических функ­

ций вероятностных законов и др. посвятили свои работы та­

кие выдающиеся математики как У.Хейман, С.Шах, Г.Фрике и 

многие другие /библ. см. в Shah 5.М. Entire func­
tions ot bounded Index /  Lecture Notes m  

Math. -  1977. -  V. 569. -  P\ \ T  -  445 / .
К этим работам следует прибавить статью Ш.Стрелица 

/  Strelits 5Ь. Asymptotic properties of entire trans­
cendental solutions of algebraic differential equations 
// Contemporary MaVVi. - 49вЪ. - V.25.-P.474 -  244 / ,  
в которой для изучения ограниченности индекса целой функ­

ции применен метод Вимана-Валирона. С.Шах и У.Хейман по­

казали, что каждая целая функция ограниченного индекса яв­

ляется функцией экспоненциального типа. Естественно воз­

никла проблема видоизменения определения целой функции ог­

раниченного индбкса так, чтобы выйти за пределы класса це­

лых функций экспоненциального типа с дальнейшим применени­

ем в теории дифференциальных уравнений и других разделах
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современной математики. Такое обобщение целой функции ог­

раниченного индекса пытался дать Т.Лакшминарасимхан 
/  Laksbrmnftrfts'imhan Т . A note on entire functions 
of bounded Index // 3 Indian Math. Soc. - 497*1.- 
V.58.~ РАЪ 49 / ( a его приложению к дифференциальным

уравнениям посвящена статья Д.Сомасундарана и Р.Земичарази 
/  Somasundaran Т)., Thamrtharsi R . A note on the 
entire functions of V- bounded Index and  
I -  type // Indian 3 . Pure and Appl. Math. - 
H9&6. —  i9,Nt5. - p.Z&4 - 29 3 /. Согласно Т.Лакш-

минарасимхану дуія положительной непрерывной медленно воз­

растающей к +«> на [о,+о»') функции I целая функция f 

называется функцией ограниченного I-индекса, если сущест­

вует число такое, что для всех пб Z +  и неС

I f w W | « o « * n ]  ,

а наименьшее из таких чисел Ы называется І-индексом 

функции f . Т.Лакшминарасимхан также показал, что если 

целая функция f имеет ограниченный L-индекс р , то

ЇГ" In M(r,f) , / л Цр+2>)
f e  w C F T  '  ( р Н ) і Й  7

где M(r,f) = max£lfOOt: 1*1 * 0  , причем утверждается, 

что эта оценка точна. Однако, как показано в [4^, послед­

нее утверждение не верно, т.е. если f имеет ограниченный 

(, -индекс в смысле Т.Лакшминарасимхана, то ее рост не пре­

вышает нормального типа первого порядка. Таким образом, 

Т.Лакшминарасимхану не удаюсь выйти за пределы класса це­

лых функций экспоненциального типа. Выйти за пределы указ­

анного класса можно при помощи следующего обобщения поня­

тия целой функции ограниченного индекса.
Пусть I- положительная непрерывная на [о,*®*) 

функция. Целая функция f называется [4"] функцией огранич­

енного I -индекса, если существует число Ne "Z+ такое, 

что для всех пє. тЖ чг и Ж Є  <Е
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/ 1 /

Нашеньшее из таких чисел N  назовем I-индексом функции 

f и обозначим через N ( f ; 0

Цель работы. Изучить свойства целых функций ограни­

ченного 1-индекса и их применений.

Научная новизна и теоретическая ценность. В раооте

1/ доказаны различные критерии ограниченности |.-индек­

са целой функции, являющиеся или аналогами известных тео­

рем Г.Фрике или новыми результатами, вызванными в оп­

ределении / I / наличием функции I . В частности, изучено 

локальное поведение производных функции ограниченного I - 

индекса, получены оценки максимума модуля такой функции 

на некоторых окружностях через минимум модуля на таких 

окружностях и максимум модуля на окружностях меньшего ра­

диуса , доказан критерий ограниченности I -индекса функции 

f в терминах ее логарифмической производной и распределе­

ния нулей;

II/ получены результаты о возможном росте целой функции 

ограниченного t-индекса;

111/ исследована ограниченность I-индекса произведений 

целых функций, некоторых суперпозиций целых функций и це­

лых решений линейных дифференциальных уравнений с полино­

миальными коэффициентами;

ІУ/ изучена ограниченность t-индекса целых функции, 

представленных бесконечными произведениями.

Методы исследования. При доказательстве приведенных 

в работе результатов используются методы общей теории ына 

логических функций и некоторые приемы из работ У.Хеймана, 
С.М.Шаха и Г.Фрике.

1 FricWe 6,Й.// Indian 3. -2М.
2 Frieke Gr.H.//'Агом йеаиалис* одгем&іш.З ш\ Ш ІЬ .- < ‘ П5;'У.2Ь.‘ #ДН <22
3 Fricke G.H.11 Math. flnnalen. -497S.- У .Я ».-Р .М 5-22&  ,
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Апробации работы. Результаты диссертации докладыва­
лись на Львовском межвузовском семинаре по теории анали­

тических функций /рук. проф. А.А.Гольдберг/.

Публикации. Основные результаты диссертации опубли­

кованы в статьях [1-7]. Во всех статьях, опубликованых в 

соавторстве с М.И.Шереметой, М.Н.Шеремете принадлежат по­

становки задач. Кроме того, в статьях [5. ему принад­
лежат результаты о нулях целой функции ограниченного 1 - 

индекса, а результаты статьи [б"] принадлежат обоим авто­

рам в одинаковой мере. Из статьи [41 в диссертации приве­
дены только те результаты, которые получены ее автором.

В этой связи следует отметить, что изучение целых 

функций так называемого t-распределения значений, нача­

тое М.И.Шереметой в [4], затем продолжено им же в ^.
Структура и объем диссертации. Диссертационная ра­

бота состоит из введения, трех глав, содержащих II пара 

графов и списка литературы, включающего 26 названии.

Общий объем работы - І06 страниц машинописного текста.

Содержание работы

Через Q  обозначим класс положительных непрерывных 

на |о(+°0 функций I таких, что

1(х + 0(4/Цх)))= О(1М) , X-»*<*.
Глава I "Критерии ограниченности .1 -индекса целой 

функции" состоит из трех параграфов. В §1.1 изучается по­

ведение некоторых производных целой функции ограниченного 

I -индекса. Основной здесь является следующая теорема, яв­

ляющаяся аналогом соответствующей теоремы Г.Фрике .

Теорема 1.1. Пусть leQ . Целая функция f имеет 
ограниченный I -индекс тогда и только тогда, когда для 

КаЖДОГО Г>0 существует Пс*Г»о(г)€5&+ И Po*to(r):M  

такие, что для любого 2„е С при некотором

* Шеремета Н.И.//Пзв.вузов.Матам.-19Э 0.2.-С. 94-95.



O % k o & n 0 . выполняется неравенство

Кроме того, здесь доказан также следующий критерий.

Теорема 1.2. Пусть l e Q  , a U  - непрерывная на 

[о, + «) функция такая, что 4 1#(Х) 6 91(*) >
4«0зсоп«і , для всех х О̂ . Для того, чтобы целая

функция "f имела ограниченный I* -индекс, необходимо и 

достаточно, чтобы f имела ограниченный I -индекс.

Параграф 1 .2 посвящен изучению локального поведения 
целой функции ограниченного I -индекса. Здесь доказаны 

следующие две теоремы, одна из которых дает оценку макси­

мума модуля целой функции ограниченного I -индекса в не­

котором круге через ее максимум модуля в меньшем круге, а 

другая указывает на оценку максимума модуля через минимум 

модуля целой функции ограниченного [ -индекса на некото­
рых окружностях. Эти теоремы являются аналогами соответ­

ствующих теорем F -Фрике .

Теорема 1.4. Пусть Ip.Q . Целая функция { имеет 

ограниченный I-индекс тогда и только тогда, когда для 
любых чисел О< г, < Г* < + СО ..существует ЧИСЛО Р,(г, 

такое, что для всех г»е(Е

wax C D l \ г - г 0\ - - ♦ Р«(г„г.)п»* \ \ Ш U  •

Теорема 1.5. Пусть U Q  . Целая функция -f имеет 

ограниченный I -индекс -тогда и только тогда, когда для 

любого R >0 существуют Ря’РгОО*! и 

такие, что для каждого ї „ а  С л некоторого г є 

выполняется неравенство

ТОК {ЖгЦ: Іг-ьі-ц^д] * Р. '

Наконец, в § 1.3 доказан критерій ограниченности 

t -Ийдекса целой функции в терминах ёе логарифмической

-  7 ~
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производной и распределения нулей. Чтобы его сформулиро­
вать, обозначим

= S  1
K - i . H r

Сгг * Or(f ).у і**и -о*иї^ 53>-}/

где Q K - нули функции f . Имеет место

Теорема 1.6. Пусть leQ . Целая функция -f имееі 

ограниченный I -индекс тогда и только тогда, когда:

1/ для любого г7 0  существует ?, = ?,, (О такое, что 

для всех ?.6е C \ G r  выполняется неравенство

?./ для любого г ? 0  существует ft=?^(г")€ "Ж, + такое, 

что n(r/i(ntoO,?e, V O  ̂  для всех Но с (Е
Отметим, что при 1(<)М из теоремы 1.6 вытекает 

лемма и теорема из соответствующей статьи Г.Фрике.

Глава 11 "Дальнейшие свойства целых функций ограни­

ченного I-индекса" состоит из четырех параграфов.

В § 2.1 изучается рост целых функций ограниченного 

( -индекса. Для любой непрерывной положительной на [о,♦°°) 

функции* I полагается

Используя теорему 1.4, доказан следующий результат.

Теорема а.1. Пусть le Q  . Если функция f имеет 

ограниченный L-индекс, то

Uin < + о° / г  /
r^oo Lv  )

Оценку / 2 / при дополнительных условиях на функцию I 

можно уточнить. С этой целью скажем, что ІЄ. L  , если



функция I положительная непрерывная на [о,+ » )  и удов­
летворяет условию

ІШ1 j ^ m t n (скР-*о).

Теорема ІЗ. Пусть \  - целая трансцендентная функ­
ция , І є . Если , то

Е т£ г*н(М>1- /»/
Шенка / 3 / точна.

Справедливость теоремы 2.3 нетрудно получить из 

теоремы 2.2, которая утверждает, что если ІЄ. й, и

M(f ;0< + ое , то

^  & Ы(М)«Ч, / 4 /
Г -» о® г I (.Г )

где ) (г,о - центральный индекс степенного разложения 

функции f . Если f - целая трансцендентная функция, то 

>(г,0-»°* (г-*00") . Поэтому из / 4 / следует, что для

того, чтобы для данной функции 1е \Ь существовала це­

лая трансцендентная функция 4 ограниченного I-индекса, 

необходимо, чтобы г 1(г) -» + «  (г-**’) •

Условие ІЄ tc означает, что функция I не может 

расти достаточно быстро. Например, функция 1(0 = ег 

классу И! не принадлежит. Наличие условия 1 & L  в 

теореме 2.3 вызвано метод’їкой доказательства. От іего 

можно избавиться, если-наложить дополнительные условия 

на гладкость функции I .

Для непрерывной на С0 ,-4,00) функции h положим

V ( t » = S  (ЬОМ-КСхк^О),

где (Зхк,*к+&* О  - последовательность интервалов,! на 

которых, функция Ц убывает, <• Xkv4 . Ясно, что

-  9 -
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V ( t , h > 0  , если К - неубывающая функция, и V  (t;h) - 

= h(o) - h(t) , если h - невозрастающая функция.

Теорема 2.4. Пусть I - положительная аналитическая 

функция переменного tc L°/+°”) такая, что V  (.г, Ini) *

« О (ь(г)) при г-++0* . Тогда, если целая функция 4
имеет ограниченный I-индекс N O ; l )  , то имеет место 

неравенство / 3 /.

В § 2.2 указано применение теоремы 1,6 к исследова­

нию ограниченности I-индекса произведения целых функций. 

Имеет место следующая

Теорема 2.5. Пусть leQ. , -f - целая функция ог­

раниченного I -индекса, Ч> - целая функция и П ъ )  -
««TOOfC?) . Для того, чтобы функция Н' била функцией 
ограниченного I-индекса, необходимо и достаточно, чтобы 

функция была функцией ограниченного |. -индекса.

В приложениях теории целых функций ограниченного 

I -индекса определенный интерес представляет вопрос об ' 

ограниченности I -индекса целого решения линейного диф­

ференциального уравнения, коэффициентами которого яв.оя- 

ются целые функции, т.е. линейного дифференциального 

уравнения вида

<іоСгН(,,)(г)^,(г)Г0(ї>...̂ пСгЖг)--Ь(г)/ f  5 f

где И - целые функции. Этому вопросу посвящен

* 2.3, где основной является следующая теорема, дающая 

необходимые условия ограниченности I -индекса целого ре­

шения уравнения / 5 /. Эта теорема является обобщением 

соответствующей теоремы Г.Фрике и С.Шаха, а также более 

слабой теоремы из статьи С.Шаха, доказанной для случая, 

когда <jo, «а*,..., gn и h - многочлены.

Теорема 2.6. Пусть L e Q  , a g* и

h - целые функции ограниченного I -индекса. Пусть для. 

любого Rc(o,+•<») существует М~M(R')eCo,^<JO) такое, 

что для всех ZeC'XGn.Cgo') и - выполня­

ется неравенство |ф(д)1*м|д.(г)11чпм). Тогда целая
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функция f , удовлетворяющая уравнению / 5 /, является 

функцией ограниченного t -индекса.

Выбирая определенным образом функцию Ц , из теоре­

мы 2.6 получим ряд следствий. Используя теорему 2.6, в 

§2.4 изучается ограниченность I -индекса целых функций 
вида (*m), г. И Н^)-exp Cj(?).

Наконец, в главе III "Ограниченность I -индекса 

целых функций, представлении:-: бесконечными нроизведени- 

ями" изучается ограниченность I -индекса функций

* кП к

и

п  П Е i f - ' г -0, 2  7 . <  ■”' f"в 14 -
К=4 К=< *

где Е ( і , Р )  ~ первичный множитель Вейерштрасса, а
Г Г г

скАкї + о0 (к-v°“) . Положим U* X* h L * A k -A k-4
. Результаты теорем а. 1 и 3.3 можно сформулиро­

вать следующим образом.

Теорема 0.1 /3.3/. Если In t («.-*<»} , то

функция зц / jra / имеет I-индекс NG;1) = 1 с  

1(х) = тах{ъе, • где "afc “ некоторая положитель­
ная постоянная.

Условие Ц♦-*«»(к-*в®) в теоремах 3.1 и 3.3 су­

щественно. Существует последовательность О<

(*.-*<*>") такая, что I* -» 00 (*■“* 00 ) , но утверждение

теоремы 3.1 не верно. То же самое можно сказать и о тео­

реме 3.3.

В заключение отметим, что из теоремы 3.1 и теоре­

мы 3.3 при р=1 вытекает известный результат Г.Фрике.

Автор выражает глубокую признательность ароф. Шере­

мете iil.lt. за внимательное руководство и помощь.
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