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CBIlJtfl ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.В последнее время интерес к цепным /непре­

рывным/ дробям значительно возрос, о чем свидетельствуют многочи­

сленные международные конференции по непрерывным дробям или тесно 

связанным с ними аппроксимациям Паде, а также выход нескольких 

монографий по данной' тематике, две из которых из известной серии 

" Лщиклопедия математики и ее применения" У.Джоунс, В.Трон "Неп­

рерывные дроби. Аналитическая теорій и приложения".- М.: Мир,

1985, Дж. Бейкер, П.Грейвс-Моррис "Аппроксимации Паде".- М.: Мир, 

1986 переведены на русский язык.

Различные обобщения непрерывных дробей рассматривались в те­

оретико-числовом направлении Л. Эйлером, К.Якоби, О.Перроном,

Г.Ф,Вороным, А.Н.Хованским, А.В.Озерским, Е.В.Нодсыпаниным, Г.Ше- 

кересом и др. Оці им из наиболее удачных обобщений является алго­

ритм Нкоби-Перрона, который успешно применяется также и в анализе 

для приближения вектор-функций одного переменного или. так называ­

емых совместных приближений /см., например, Е.М.Никишин, В.Н.Со­

рокин " Рациональные аппроксимации и ортогональность".-М.: Наука,

11.)НН/. Используя интерпретацию цепной дроби в виде графа и рас­

сматривая более общие графы типа дерева, В.Н.Скоробогатько дал 

определение многомерного аналога непрерывной дроби, получившей 

название ветвящаяся цепная дробь /ВЦП/. Некоторые частные случаи 

BIJ/I встречались и ранее: в работе И.Иратье - при рассмотрении ко  ̂

мпозиций отображений Жуковского, у В.П.Терских - при исследовании 

механических колебаний в валопрововодах различных энергетических 

установок в судостроении.

иетвящиеся ценные дроби получили применение в теории функний, 

теоретической физике, вычислительной математиее, электротехнике, 

и частности, вопросами интерполяции и аппроксимации функций мно­

гих переменных с помощью ВІЩ заіммались П.И.Боднарчук, л.И.Кучми- 

нская, М.:і.;іагиря,'В.Семашко, А.Коут, Марфи и О.Донохоэ и др.

11.И.Воднарчуком, Р.В.С^оневским, h .Н.Пелехом, Н.Н.Гпинским и др. 

с помощью дробно-рациональных выражений, образованных, в частнос­

ти на основании разложений в цепные и ветвящиеся цепные дроби, по­

строены численные нелинейные /дробно-рациональные/ методы решения 

дифференциальных и интегральных уравнений. Эти методы оказались 

элективными при решении жестких систем дифференциальных уровне-
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ний. Н.А,Нэдашковским, М.С.Сявавком с помощью ВЦЦ построены эконо­

мичные, численно устойчивые методы решения систем линейных алгеб­

раических уравнений. Ветвящиеся цепные дроби применялись в элект­

ротехнике для синтеза многополюсников /И.В.Ерохов, А.Цихоцкий/, 

для построения математических моделей транзисторов /В.К.Картузов/, 

в теоретической физике: в виде ВОД Н.В.Ткач представил массовый 

оператор квазичастиц, взаимодействующих с фононами, ВОД с опера­

торными элементами были применены М.Пиндером и Г.Туршетти при ре­

шении уравнения Шредингера.

Диссертационная работа посвящена построению аналитической 

теории ветвящихся цепных дробей.

Актуальность рассматриваемой тематики обусловлена тем, что 

ВЦД являются многомерными аналогами цепных дробей, их подходящие 

дроби дают дробно-рациональные приближения для функций многих пе­

ременных. ВОД получили применения в различных областях науки и 

техники, однако теория ветвящихся цепных дробей развита недоста­

точно, Здесь возникают значительные трудности, связанные с тем, 

что методы, применяемые при исследовании сходимости непрерывных 

дробей явно используют рекуррентные соотношения для числителей и 

знаменателей подходящих дробей, для которых нет аналогов в много­

мерном случае. Вторая трудность связана с тем, что совокупность 

многомерных ,дробно-линейных отображений не образуют группы, как 

это имеет место в одномерном случае, если в качестве групповой 

операции рассматривать композицию отображений.Последнее существе­

нно при рассмотрении неограниченных областей сходимости.

Целью диссертационной работы является разработка основ ана­

литической теории ветвящихся цепных дробей: исследование элемен­

тарных свойств ВЦЦ, установление общих признаков сходимости а ра­

сходимости ВЦЦ, являющихся многомерными аналогами наиболее извес­

тных и употребительных признаков сходимости непрергоных дробей, 

определение и исследование свойств различных типов функциональных 

ВЦЦ, разложение функций, заданных формальними степенными рядами в 

соответствующую ВЦЦ с линейными частными числителями, разложение 

в ПЦЦ отношения гипергеоыетрических функций двух переменных.

методика исследования.В диссертационной работе используются 

иитоды теории функций комплексного переменного, аналитической те­

ории непрерывных дробей, различные оценки и неравенства, а также 

применительно к ВЦЦ метод мажорант.
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Научная новизна и практическая значимость:

- построены основы аналитической теории ветвящихся цепных 

дробей;

- разработана методика исследования сходимости ВЦД с действи­

тельными положительными и комплексными компонентами;

- установлены многомерные аналоги наиболее известных и часто 

используемых признаков сходимости непрерывных дробей: теоремы 

Эейделя, Прингсгейма, Ворпицкого, Ван Флека, параболические теоре­

мы и многие другие;

построены и исследованы многомерные аналоги некоторых типов 

функциональных непрерывных дробей: положительно определенных ВЦД, 

многомерных аналогов -, С -, S -,<£ - дробей, двумерных соотве­

тствующих непрерывных дробей с линейными частными числителями;

- разложены отношения г^пергеометрических функций Аппеля в 

ветвящиеся цепные дроби.

Результаты, полученные в диссертации, являются новыми, они 

были применены в вычислительной математике при

-построении дробно рациональных приближений для функций мно­

гих переменных;

- исследовании сходимости алгоритмов решения интегральных 

уравнений Вольтерра, Фредгольма второго рода, Винера-Хопфа, Ам- 

барцумяна-Чанцрасекхара и др., использующих интегральные цепные 

дроби;

- исследовании вычислительной устойчивости алгоритмов, осно­

ванных на непрерывных дробях и их многомерных обобщениях.

Аппробация работы. Результаты диссертации докладывались на 

II республиканском симпозиуме по дифференциальным и интегральным 

уравнениям /Одесса, 1978 г ./, на П республиканской конференции 

"Вычислительная математика в современном научно-техническом прог­

ресе" /Киев, 1978 г ./ , на всесоюзной школе молодых ученых "Теоре­

тические и прикладные проблемы вычислительной математики" /Дрого­

бич, 1981 г ./, на международной конференции по конструктивной те­

ории функций /Киев, 1983 г ./, на всесоюзной школе молодых ученых 

"Численные методы решения задач математической физики" /Львов,

ІУ83 г ./, на республиканских научно-технических конференциях 

"интегральные уравнения в прикладном моделировании /Киев, 1983 г ., 

Одесса, ІУЬУ г ./, на всесоюзной конференции, посвященной 80-летию 

академика С.Никольского /Днепропетровск, 1985 г ./ , на Саратов­

ских зимних айсолах по теории функций и приближений /1984, 1986,
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1990 гг ./, на всесоюзных конференциях "Новые подходы к решению диф­

ференциальных уравнений /Дрогобич, 1987,1989,1991 гг ./, на всесоюз­

ной школе "Теория приближения функций" /Дуцк, 1989 г ./, на всесоюз­

ной школе-конференции "Современные проблемы теории функций" /Баку, 

1989 г ./, на республиканской конференции "Экстремальные задачи тео­

рии приближения и их приложения" /Киев, 1990 г ./ , на ХХІУ Воронеж­

ской зимней математической школе "Современные проблемы теории функ­

ций и теории дифференциальных уравнений" /1991 г ./ , на мевдународ- 

ной конференции, посвященной 100-летию рождения С.Банаха /Львов,

1992 г ./, а также на семинаре отдела теории функций в Математичес­

ком институте им. В.А.Стеклова /руководитель академик А.А.Гончар/, 

на семинаре отдела теории функций Института математики АНУ /руково­

дитель член-корр. АНУ В.К.Дзядык/, на семинаре отдела теории функ­

ций Института математики АНУ /руководитель проф. А.И.Степанец/, на 

семинаре по теории функций кафедры высшей математики и математичес­

кой физики Минского университета /руководитель проф. В.Н.русак/, в 

Московском университете на семинарах "Теория приближения и гранич­

ные свойства функций" /руководители проф. Е.П.Дйлженко, Е.А.Севас­

тьянов/, "Изб ранные вопросы теории функций" /руководители проф. 

Е.А.І&хманов, А.И.Аптекарев, В.В.Вавилов/, на семинаре кафедры тео­

рии функций и функционального анализа Харьковского университета "Ана­

литические вопросы теории вероятностей" /руководитель член-корр. АНУ 

И.В.Островский/, на Львовском городском семинаре по теории аналити­

ческих функций /руководитель проф. А.А.Гольдберг/, на семинаре отде­

ла теории дифференциальных уравнений ИІІПМН АН/, на общеинститутских 

семинарах, заседаниях и семинарах Западного научного центра АНУ.

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 32 работы.

Структура и объем работы. Диссертационная работа изложена на 

306 стр. машинописного текста и состоит иа введения, четырех глав, 

которые разбиты на двадцать один параграф и списка литературы из 

•204 наименований.

С ОДЕ ИКАНИЕ HVBOra.

Формулируемые ниже теоремы, утверадения, следствия имеют те 

же номера, что и в диссер)тациокной работ». Нумерация формул само­

стоятельная.
Вс введении дается обзор исследований по тематике диссертации, 

обоснование актуальности работы, краткая характеристика основных 

результатов.
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ГЛАВА I. ЭЛЕМЕНТА РШЕ СВОЙСТВА ВЕТШЦИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРСБЕЙ

В §1 дано определение ветвящейся цепной дроби, рассмотрены 

различные структуры подходящих дробей, установлена связь с компо­

зицией многомерных дробно-линейных отображений. В дальнейшем 

КЄ N  фиксировано и і (К)= if (% / к  Є fU, / * (р *№, р= /, fC /-

сокращенное обозначение мультииндексов. (Іусть б0 € <С , { Cf(//c) j ,

{ . /p'KJV. /О- /.К  /  - заданные последовательности

комплексных чисел. Ветвящейся цепной дробью с А " ветками ветвле­

ния называется последовательность J , где

Д-4+Г-- ----- >
о , - у - ___ а їт

Ятементн дроби /І / О^д-j назьюшотся К -ми частными числителями,

&ак) - ас-ми частными знаменателями, 6а - свободным членом, от­

ношения а((к>/в;(К) называются /с-ми частными звеньями, ВІЩ 

сходится, если существует конечный предел при П-+0О. .Дяя 

записи бесконечной ВЦД будем использовать по аналогам с цепными 

дробями более компактные
N ' К  ^  гу

А + иі> у ~  ((г> !fK}

0 £7 +  6 i(K )+  -

или сокраіценнне
оо л

4 +DZ
°ЧК)

обозначения. Конечные ВІЩ вида /I /

£-4,. '
/ С . у  / д . . - /

называются га -ми подходяіі(ими дробями или W  -ми аппроксимантами__

дроби /2 /. Іусть/с/с}- фиксированный набор индексов /КєМ, ■

Непрерывная дробь
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а ак) ° « ,)  а «г) Q (/ki

&ІЇІС) bin) + &('(&) +  + &  UK) -h

называется Itija, .... (к, ) -веткой ВЦП /2 /. Характерной осо­

бенностью П -ой аппроксиманты является то, что все ее веткм име­

ют длину гг , т.е. содержат?? этажей. Фигурной подходящей дробью 

ВЦП /2 / называется конечная ветвящаяся цепная дробь, являющаяся 

частью /2 / и содержащая по крайней мере две ветки различной 

длины.

П р и  м е р 1 ,1 .1 . Каждая последующая подходящая дробь обра­

зуется • добавлением очередного звена в естественной записи ВЦЦ /2 /

......

к  „  ' Н  п- , К  / п  \

/ *  ■ 4  - г  ; 7 ~  т  131Z _  6)/„  + +-f— t 61(S-,) *  t. 7  V t o  /

где

Ч ё ) -

\a i(S ) /  , если *G{S)1

- ^  ИЛИ

t o . /  | 0 / , , если / V5v? Ь  Л-/5Л

число S , ивдексы K1t определяются из разлояения

K - K ,N S+ /C£ r t S~i + K s Ц *  K jtff, / , / 4 /

причем i(S)^~iK(S) , если или существует £ І /■**

ЧТО ip -  Х р  I P * * . ?  I ,  < Г +1  к  K Z + *  •

В § 2 установлены формулы для числителей и знаменателей 

подходящих дробей в виде определителей.

Свернув -ю алпроксиманту ВЦЦ /2 / без каких либо сокраще­

ний получим л

О Н*-
тп ~ а

а П

Д п  называется числителем, б « -  знаменателем подходящей

дроби. В одномерном случае /)„ и Вп связаны трехчленным рекур-
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рентными соотношениями, для которых нет аналогов у ВІЩ, Оцнако 

можно установить формулы для йп и в виде определителей. Ре­

зультат удойнее записать для ВЦД вида

со УУ г/  ?■

4 Ф И . '-т г г
к -f tK *1 l,K>

/ь/

с комплексными элементами.

С л е д с т в и е  1 .2 .2 . Для числителей/?^ и знаменателей 

& к к -й подходящей дроби ВЦД /2 / с комплексными элементами 

справедливы формулы

й к  = o/et 350е , o/et Зі/е /к*КЄ. / ,  /б /

где 6 е , элементы симметричных матриц

/ї=о.*,гг=ґ.г,... /

определяются следующим образом. Если Р &  Л // р>£П / ,  то, найдя 

индексыJrf ,^г  »• • • ,  frm из разложения /4 /

гп * ■ Н *$ х  ‘ -К, х^і.тп / , 

имеем c/qq"  4, , ctpp *■ / p  - t 72 / , dotf °f / t

C/pq  = -  а£ (тИ тн  * е с л и  <***•■■ I * ^ /»

dpy = О  во всех остальных случаях, когда ^  > Р .

В § 3 приведена формула разности двух подходящих дробей 

/гг ‘ /г?? !п> пг / ЩЦ /2 /, существенно используемая б дальней­

шем при исследовании сходимости ветвящихся цепных дробей:
щ и

К

L-L-1-rZZ
П  О,
г-*

i(t)

ГГ)

U,

77)**

,<  п о ;- п о :
Х=1 Г = '

/7 /

/г ;

2U-
dt171 dn, Ui ... d>rtn
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где суммирование ведется по всевозможным наборам индексов lt t , 
. . . ,  і т* і » каждый из которых независимо пробегает значения от 

I до Л  и s УУ

• c - w d z : - ^ '
is,

При выводе формулы П / естественно предполагается, что все 

фигурирующие в /7 /, отличны от нуля.

В § 4 определены различные виды сходимости ВЦЦ. Доказано, 

что для ветвящихся цепных дробей с положительными элементами бе­

зусловная сходимость эквивалентна обычной сходимости, а таххю 

У т в е р ж д е н и е  1 .4 .2 . Если ВЦЦ /2 / с действительными 

положительными элементами сходится, то она сходится  ̂$игур^о и к 

тому же пределу, причем фигурные подходящие дроби Fn выбирают­

ся произвольным образом лишь бы минимальные длины веток 

стремились К ОО при П  -* ©о .

В этом же параграфе определены,существенно используемые при 

сходимости ВЦЦ с комплексными елементами, максимантные и мажо­

рантные ветвящиеся цепные дроби.

В § 5 дано полное описание класса эквивалентных ВЦЦ. Ветвя­

щиеся цепные дроби /2 / и

« .  Л-

(к «/ 0,(К)

называются эквивалентными, если

/9 /

где - их п -е фигурные подходящие дробь айда /3 /.

Т е о р е м а  I .5 .I . ВЦД /2 / и /8 / с отличными от нуля част­

ными числителями эквивалентны тогда и только тогда, когда сущест­

вуют отличные от нуля константы Р,/кі /^’■'1̂ - Л

?цоГ?о‘ /  • такие* что

» 4/Л-; P</*V not

/КГ*ґ.2....,ф 'ЇЇЇ, P ‘ i *  / '

/« - Л



- II -

Если условие /9 / заменить просто равенством обычных подходя­

щих дробей /I / ,  то построен пример, показывающий, что теорема 

І.5.І. в этом случае не верна.

В § б рассмотрен многомерный аналог тождеств Эйлера, исполь­

зуемых в с л у ч а е /  для тождественного преобразования цепной 

дроби в равноценный ред.

Т е о р е м а  I . 6 .I . Пусть 0((К) Є €  ІК*ґ,г,..., ер*

Тогда справедливы тождества

Т е о р е м а  2 .1 .8 , U y c T b S b O j t f b O , У с • tyc 

!l - f. К і принадлежат области

Тогда

- [і+Наф,[і+]{al(2)[1+- *Jforl(n.i)[/ + Х(*((п)} ]

/Ъ* /,&. / ,  где каждое выражение в квадратных скобках обозна­

чает среднее гармоническое

ГЛАВА 2. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ВЕТВЯІІЩСЯ ЦЕПНЫХ .

ДРСБЕЙ С НЕОГНЩАТЕЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

В § I рассмотрены специальные неравенства, которые в даль-' 

нейшем будут применяться при исследовании сходимости ВЦЦ с поло­

жительными членами. ___
Т е о р е м а 2 .1 .4 . Цусть£^ О , Х4 > 0 / /=  < П  /  - действи­

тельные числа. Тогда справедливо неравенство

/I I /

/12/

Т е о р е м а  2.1.8. Цусть5^0,^)0,уг<*0, У і  ,
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где

ri \S ri /J •

7 - J S L f  5 "  J it

& 7 ' X ‘ f r r

[(n- n£)X + ”£*][(n-*L)Yi-y)£ y]
V 3> =

/13/

*1 £ - наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству

Я?£
ГС

і- а
У

г /  +•
4 п а £

4/г
£  *

TfT^sTj' - X Y  

В § 2 установлены необходимые признаки сходимости ЩЦ о 

положительными действительными компонентами.

Т е о р е м а  2 .2 .1 , ВЦЦ 

о с  N

v D Z y -
/С*/ ^r/AV

с положительными частными знаменателями расходится, воли

г т * '  [ н и м  м
Рк + --------— ---------- — ---------- < 0 0 '&'т  21 Рк-1т->оо K.z 

где

Ы к  - т т  (  в ,1К) ■

\fb/c= ™ax(6t(fc) : Р**.к)
/15/

минимальный и соответственно максимальный частный знаменатель 

©той дроби на К  -м этаже„ .S* S(K, т ) * & т  &К- >?[-§•]■

Т е о р е м а  2о2„2с В обозначениях ярвдедущей твоими 

ВЦЦ /14/ расходится, если сходится ряд 
о о

/16/
2 1 /*-
УС»*1



Т е о р£_м а 2 .2 .4 . Дня ВЦЦ /14 /, где б(/к)> 0  /к-ґ,г.

независимо от того сходится она или расходится

гт*і

А *

- ІЗ -

C tm  
m -¥ oo

N
/3 к + ~

К  A Л JV

&K-H + Р>к*г + & k *-3 + ■■■ + oi$.t 4

где & l w = £ Sm , Р г м + Н 'о Ґ і т ^ г  S определено в

теореме 2.2 .1 .

В § 3 установлены достаточные признаки сходимости ВЦЦ с по 

ложительными действительными членами.

Т е  о р е м а  2.3 .1 . ВЦЦ /14 / с положительными действитель' 

ными частными знаменателями сходится, если в обозначениях теоре 

мы 2.2.1
*«♦ / г н  к  н  к

Ык +

= со,

Pirn °</с- = oo.
Ас/* + °<-к+г.+ + + о($

С л е д с т в и е  2 .3 .1 . ВЦЦ /2 / с положительными компонен­

тами сходится, если расходится ряд

оо

4» СХЭ,

к-г
где

S K = rnt п 6ltK)6((Kt):ip .O r ,p - r <
<у,и  К)

Т_е о р_е м а 2 .3 .5 . ВЦЦ /14 /, где б0~ 0 , в((1С)> 0  /к^.2,л., 

(рг р -  (,/с /, сходится, если Off/т/ -» о о  При w  -* oo , при­

чем справедлива оценка

& т <  *  '

7гт  '
гд е / - к.-я аппроксиманта ВЦЦ /14/,ЦМ-  первая компонента векто- 

• К
ра

(а,(тії rH '<*&<*(*< О 0
!
і (>,№

гт

-  л
W'olL о N-4 о otzmti

\c,(rr>) і-г
о  . <*i-i oti + ML о Ы(.1 /f

О <*L 0 і У , *  ,
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oCL , Д  определяются согласно /15 /, - согласно /13/ в пред­
ает) izmti) <гт)\, (гъ*>)

положении, что П *Л ,Х  = оС( , y = o c t , Л-/ 3,  / ' и

(Si . JT Я  N  /Г

оСс - +

А  - А *
6 <*1+1+ Рі+г+ -

/с = £,S-i, S = г гті**/, ^  s -■ °(s , всли четное и >^s в про-
^ «у

тивном случае, £fs = A s  Й 5 •

С л е д с т в и е  2.3 .4 . ВЦД /14/ с положительными частными 

знаменателями сходится, если

ти-/ z/m-n)

tim  У ~  Н  У _  d 't d 't + g n + t * * о-
W-*oo г? = 0  ,к = У

Т е о р е м а 2 .3 .7 . Цусть для ВЦЦ /14 / с действительными 

положительными частными знаменателями и <50”  О  выполняется условие: 

существует натуральное число УМ  , что для всех шщеясов t п т ,  
таких, что 2Іт-і)*Л/-? справедливы неравенства

Ngiii+ Z  ^21 (otzi+f+ - Щ

№&+}> + 2 dzt+i(&&+ % +  о + o(gm)* N ,

где Ni определены в теореме 2.3 .5 . Тогда ВЦЦ /14 / сходится, если 
оо "

ряд оСк расходится^
К"1
В § 4 установлены необходимые и достаточна® признаки сходи­

мости ВЦЦ с положительными действительным* элементами„

Т е о р е м а  2 .4 .3 . Если для ВЦД /14 / с положительными част­

ными знаменателями существует константа ?  О t такая, что 

Р к  & к  //С- *.£, / „

где О/с , Р к  определяются согласно /15 /, те эта дробь сходится 

тогда я только тогда, когда рад /16 / расходится.

Т е о р е м а  2 .4 .5 . Цуоть s обозначениях предедущей теоремы 

для ВЦД /14/ существует.константа Ж > 0  , такая, что '
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fitc ^ \/M < У д j у2/ o(к  / гс^ / .

Тогда дробь /14/ сходится тогда и только тогда, когда рад /16/ 

расходится.

В § 5 рассмотрены вопросы сходимости ветвящихся цепных дро­

бей с неотрицательными действительными компонентами.

ГЛАВА 3. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ВЦЦ С КСМПЛЕКСНШИ 

ЧИСЛОВЫМИ КСМПОНЕЯГАМИ

В § I исследованы вопросы сходимости ВЦЦ с частными числите­

лями равными единице, в частности, рассмотрены многомерные анало­

ги теорем Ван Флека и Кох.

Т е  о р е м а  3.1 Л . Цусть все частные знаменатели ВЦЦ /14/ 

принадлежат области

Ґ ’ У? ]
& £ = С- ? : * о , 1 а * у г \  < j--6 }■ • /17/

где 6 - произвольное^ как угодно малое положительное действитель­

ное число / 0 < Е <  —■ / .  Тогда

I / каждая т-п аппроксиманта 1т=*,2. /  ВЦЦ /14/ при­

надлежит области /17/;

2/ существуют конечные пределы четных^ „  и нечетных 

подходящих дробей при Т) сю ;

3/ ВЦЦ /14/ сходится, если при введении обозначений

оОе » ™<” (І 6 ,;К)І і р 'Щ р - ї к ). Я 8 /

fiK - т а Х ( I  6 ,(к)і' <Р~- W  Р ‘ у' к)

выполняется одно из условий:

а/ расходится ряд .

со

ы*с- 5,с-/ -

где S K = & к +М~'с<.к:-2 + Л  ■ + JY Го(/с-гг

Г к-/ т
иГ*|-^— J - целая часть —  ;
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о /к  +

N К Г

&К+1 + ^ 2  + @к+ъ + ■ +  ex's
а СО,

б /

ІПЧ-1

t w  У “  и к.

где $ ~ г т +*-[£]■

Т в о р ем а 3 .1 .3 . Пусть для ВЦД /14 /, где 00* О t Otf/c)* *' 

ф ‘ /777. р - О * / ряд /16/ сходится, где/3^. определяют - 

ся согласно /18 /. Тогда справедливы оценки

ІЯ„ІЛ У С ^ Р ^ , I B m l * V C b , Q mt

где Г̂Г> и в  гг\ , Р т  и О т  соответственно числитель и знамена­

тель уп -I». аппроксиманты /14/ и цепной дроби

N JV АГ

Р>1 +  Р &  +  +  +

т 1  о ,  г  .-у
/  Ж /  \N ' "  • K P (N *- i)'

Х т < ‘[рт Сг)  . ’С ,- С  Л

Й  / 1 • 
с - П(^рк) * р *{2 ,

\ , Я г( П г-1)~1
С.-СЛГ

tCsf

если т  четноег

если т  нечетное.

Из полученных оценок следует, что

йпу - о , Лт  - о.
ГП + оО т-г&о

фнако из сходимости рада /16/ в данном случае еще не следу­

ет, как это имеет место в одномерном случав, роходимость ВЦД /14/. 

Построен соответствующий пример о

В § 2 установлены признаки сходимости ВІЩ з частными знамена­

телями равными единице.

Т е о рема 3.2.1. Если для ВЦЦ

0 0  N  Г  ?

<+ d z : 4 ^
К ‘ 1 iK mt

/19/
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с комплексными частными числителями выполняются условия*

ІСіїюІ * ~sr -6 *  ./p- ov;р- 77* /,/2 0 /

то I/ НЩ /19/ абсолютно сходится?

2/ справедливы неулучшаемые оценки скорости сходимости

jo о I ± п'т ]

если О* •£ < jr ' или

I /  - Р I ^ 2(П- гп)_  ' 0СЛИ ^ ^  ^
І ’ **- тГґ>І (n+f)(m+i)

где П >Тг? , ^ к  - к  -я подходящая дробь ВЦЦ /19 /;

3/ наилучшей областью значений, соотбетствующей области 

элементов /20 /, является круг

/ 2 -  (*--6*?* ! *  -6(1-**)'*;

4 / предельная константа <*■- является наилучшей, ее 

нельзя увеличить, сохраняя при этом сходимость ВЦЦ /19 /. 

Т е о р е м а  3.2 .2 . Цусть для ВЦЦ 

00 /V  г

4 е  ' /2 1 /
tC-1 fjg ж 1

с комплексными частными числителями выполняются условия

/Си/ o l ^ N  tyt(K) (l ~ fcac-t)) typ-tK, /о~ 0!,/22/

где

9<т  єії.о* дш<і 9(тя9оя° w />=<*/,/w
или

g-UK)£fc, 0 < 9iiKJ*1.p((ot‘ po=Ol/C=/A.; /./84/

Тогда ВЦЦ /21/ абсолютно сходится и ее наилучшей областью значе- 

• ний является круг: / ,? - б0 1 & /  •

Т е о р е м а  3.2 .5 . ВЦЦ /19/ с комплексными частными чис­

лителями сходится, если для произвольного натурального 71 и

УіЗЕ № . ё. ІтЦ^мігі :
\ : т \Г V С  Р

J b r ' — ■
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произвольного набора индексов if , 1г (п  выполняются условия 

??

/*  l̂ tiKil 1 /п*-/,2....,/£>*/,ST. р= £к /.
/c*t

Т е о р е м а  3 .2 .6 . Пусть частными числителями ВЦЦ /19/ 

являются комплексные числа, такие, что

а к  = N fr? a x ( lc tt/c )\: Не* '.2 . ■ /

является цепной последовательностью с минимальными параметрами 

гпр lp = o,f,г,.../, удовлетворяющими условиям

Тогда ВЦЦ /19/ абсолютно сходится, если сходится рад 

о о  /с

Т ~  /  + 2 Z  П W C ('- *»£■) 1 /25/
K ‘ i L ‘ 1

Значение ВЦЦ /19/ и всех ее аппроксимант принадлежит области

1-г- т/г 'г- іҐі  * Т(т-і)(гт-<)~!

где Т - сумма рада /25 /.

Теоремы 3.2 .1 , 3 .2 .2 , 3 .2 ,5 , 3 .2 .6  являются многомерными 

аналогами признаков сходимости цепных дробей соответственно 

Ворпицкого, Скотта-Уолла, Кох, Ван Флека.

В § 3 установлены многомерные аналоги параболических теорем. 

Т е  о р е м а  3 .3 .1 . Пусть частными числителями ВЦЦ /19/ 

являются комплексные числа, принадлежащие области

f* - {г £ С /*/- Reг < ( * * № & } •

где £ - как угодно малое действительное число № < £« // ., JV - чи­

сло веток ветвления дроби /19 /. Тогда

I / существуют конечные пределы четнкх^^и нечетных 

подходящих дробей при П-+0о ;

2/ ВЦЦ /19/ сходится, если выполняется одно из двух условий: 

либо существует ТРКОЙ номер К . , ЧТО BCte Ct(K)mO /  (pa  -tJYj 

p *7 jc  / ,  либо расходится ряд
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оо

где

S K = 7П1Г)

r . s.;

• < р “

ІСіїїс)!

причем те наборы индексов, при которых С1(к̂ О  при минимизации 

ке рассматриваются?

3/ область значений ВОД /19/ принадлежит кругу / ?- / / < / .

Т е о р в м а 3.3.2. Пусть элементы Сц^/К *<£, . tp*',*, 
р ‘ /,К / ВОД /19/ принадлежат области

р£Ъ « £ . /г/-  /?е /2  ехр/-гьі)і (bn ')'*(/-£)созгд}>

гдв'^* £f< j- , f  - как угодно малое действительное число 

/  С7<£ « ✓ /„ Тогда выполняются следствия I /  и 2 / предедущей 

теоремы и область значений ВОД /19 / принадлежит кругу

/г-  г-Л- г со* ь )* * р ( '‘ *)1 *  т і 1- і cosz ) i

В § 4 установлены аналоги признаков сходимости Прингсгейма 

для ВЦЦ. В качестве следствия теоремы 3.2.2 имеем два аналога 

теоремы СлешинскОго-Прингсгейма.

Т е  э р е м а 3 .4 .1 . ВОД /2 / с комплексными компонентами, 

удовлетворяющими условиям

і 6і(к) і 2  Ulcr(/KJU /  /К‘іг..../р*Щ р*ОС/ ,

абсолютно сходится и ев наилучшей областью значений является

круг; !2- &0/4 S  .

Т е о р е м а  3,4 .2 . ВЦЦ /2 / о комплексными элементами, 

удовлетворяющими условиям

! £ « к і І  *  І а ( т і + М  /K*te,....<p’ f f r . f i * V i t

абсолютно сходится и ее ваялучщей областью значений является

круг г / 2 - 60 1 £ W  .
Усиление этих теорем связано либо о переходом в действитель-



ную область,, либо о изучением дробей, значение которых принадле­

жат границе области значений.

Обозначим через множество мультиивдексов

0 я ((к) <'р**77?. /D'tTc}. /26/

Рассмотрим ВЦЦ /2 / с действительными элементами, такими, что все 

*-*(, с) &  О  / ( /к / €. У  /„ Используя эквивалентные преобразования 

/2 / приведем к виду, когда все оt(К) ? °  / Є С/ / . Пусть 

выполняются неравенства

fti'i/ci * &<(Ю ~ Ящс-о р і ас) а /'/ю ~ °  НЮ  £ У  /,/27/

где & н к ) "  І °і(/а I , П, (к) - число отрицательных элементов 

a tffC*t) f S *  <**<*■№ ( ,  ” < ,о Г  ” о  ,

|1, если П1(К)>о, ^  ' Гг, если 0 ,ю < 0  ,

і,к- [О , если па к Г ° , UKJ \о ,  если &<(<!'* О  .

Преобразуем ВЦЦ /2/, для которой выполняются условия /27/, к ВЦЦ 

с неотрицательна» элементами, используя следующий алгоритм: 

каждое звено
АГ

А 4. У ~  а " /е">

< т  6" * " >  '

где 1C*0  или О(0Ю> О ИР1* к *  * , <6*0 > заменим ему тождествен­

но равным выражением

Г(«к) , N  <
о г V~ i/ r>u>c) у
°1(К)~ЬціС) +/ ------------------+ 4.-- й

-- .  77 ,✓>'  ̂і  K i t )

l K * t " *  f  + .  v < ' K ) a < t « y ' )  < K K *  ” f K +  <

f f C *  i i  ~ Ч ( Ю

Аналогичную процедуру проделаем для всех новообразованных звеньев

- 20 -
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N

fy tK + i)  ~ a i  ae* f ) +  <2ZtlK+<)

< K*g. * *
Т е о р е м а  3,4.3. Пусть элементами /2 / являются действи­

тельные числа, удовлетворяющие условиямs все O!IKf̂ 0f/'/Ki€ У  / , 

справедливы неравенства /27 /, где У  определяется согласна /26 /. 

Если преобразованная ВЦЦ, построенная согласно описанного в ш  

алгоритма, сходится, то дробь / 2 /  сходится и ж тешу ж® пределу» 

Т е о р е м а  3,4.4. Пусть для ВЦЦ /2 / выполняются условия 

предедущей теоремы, причем % </к) > О „ если r>((K.f)* 1)с4 Ж  . 

Тогда /2 / сходится, если расходится ряд 

оо

к*г
где

ftt/m) A-fem’K r ^ n Z
=  m i n  --------------------------—  • ' l t m ) €  J fr, n , m 4~2 J ’ *  *

a t(n» '

f  К  ГК+1 7
у к «  min('ftt(n»r>i{m): l,n,)e Jm  ‘ rr,=i г J ’ K ’

. л

.  * •" * '!  * < ” >: „ т е  УщП" т '
j K & !(т )

которых удовлетворяют неравенствам <s * N  , остальные

т- 't индексов - неравенствам $ ~ П0Д'
х

множество У rn * У которого заранее известно, что последний ін­

декс ( т  удовлетворяет неравенству s ^  • а

Ущіі ~ У т  4 г̂п, //і причем каждое из указанных множеств ин­

дексов является пустым, если хотя бы одно из характеризующих 

его неравенств противоречиво.

Т е о р е м а  3 .4 .6 . Цусть для ВЦЦ /2 /, где б0~0, выпол- 

ііяютея уоловия теоремы 3 .4 .1. Тогда

и обозначает множество всех мультиивдексов t’fta), t индексов



I /  дробь /2 / абсолютно сходится и ев наилучшей областью зна­

чений является жрут 1ё1*? J.

2 /  #г/«*  тогда к Только тогда» когда вшіолнявтся условие

/ i Z  + *Ч ,« ,)[ '+ *а ;/к)]..]- о о .

W  1 ЧК)“  1а«К>1 « каядое выражение в квадратных скобках обозна­

чает среднее гармоническое /I I / , существует угол /-зг < </>* Я  /, 
что

£ /  < 7 * /, Ж  / ,

ІбцкяІ * ‘ f l a.OKbl*4 /'№ 6  У /
м

QutCttJ &І(ІС) < ̂  /*?•/.&,. .,({Ю й СҐ/ .

При выполнении этих условий г  а CXP/t Р) .

Применяя пункт 2 / теоремы 3.4.6 можно получить усиление те- 

эраыя 3„4.1о

Т е о р е м а  3 .4 .II , Дусть элементами ВЦД /2 / являются ком- 

йяекснш «тола, удовлетворяющие неравенствам

16(„її* / tifUrj, /6</ю1> *r/ar(,w /+* 1**2, <Y#)c O' /.

Тогда дробь / 2 /  сходится, если для каждого <7 /<7 г /ГЖ /  хотя 
бы одно из этих неравенств строгое.

В § 5 рассмотрены области сходимости, окрестности сходимости

и области устойчивости для ВЦД.

ГЛАВА 4. HEKOTOFUE ТИШ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ВЕТВЯІЩСЯ ЦБІІШХ ДРСБЕЙ

В § I установлены признаки равномерной сходимости функцио- 

ных ВЦЦ, рассмотрен многомерный аналог теоремы Стилтьеса-Витали. 

Т е о р е м а  4 .1 .2 . Пусть элементами ВЦД

- 22 -



IC.t i'K*t 0((/с)(ё) 
являются действительные функции, заданные в некоторой области 

од с С ”  и удовлетворяющие условиям?

I /  существует констата./!/>О , что для всех £€ об

№  к,>(*) &«,)(*)! /о~ /7лг  / ,

2/ ИЮ Ї У, *  € SD /,

3/ существует неотрицательная константа /0 * 1 1- *£~/,
такая, что для всех ?  Є ой

d(fK„) (*)+ Н 'Ч /t-t)~* О іK/C+t) 6 С/ / .

Тогда ВОД /28/ равномерно сходится в области 5 )  , если выполня- 

ется одно из двух условий: либо сущестует такой номер fC 9 что

вое <//cJє ёб5)/ 9 либо расходится ряд

оо

2 1  s ’-
л><2

если О* t < £  , либо

—  • ^  . * ! « ■ < ■  У '

- 23 ■

4

W - ' C

где определяется согласно /26 /,

s K - ip - m p - m

причем те наборы индексов и те значения s? „ при которых 

аокн,( &  => О при минимизации не учитываются,

В § 2 исследованы положительно определенные ветвящиеся цеп­

ные дроби и многомерные аналоги -дробей.

ВОД
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(  о о  АГ ~ а  у *

60+ Z o + D X L  —-- — --- » /29/

к ‘ t tK . f  O ttKi +  ^ t ( K )

>s

где 6q , фус; » ai<K) / У I - комплексные числа „ &0 ,

//'№ c. У  / - комплексные переменные „ называется-положительно оп­

ределенной, если для всех Г} Є /V  и ^ /с,€ /?/< ’/*7  6 іУ /  неотрица­

тельно определены квадратические формы 

«  7 V  >?

Ф ($ )т У  7 ~  Р<(к. ^ ,к Г г 7~.- 2 —
К‘ 0 w&.ytjft K ' f к * '

Здесь °̂ ок)~ Ут  01 ик) і fit /к/ - Ум 6t fK1 / і /к) € £7 / ,  У  опре­

деляется согласно /26 /.

Т в о рем а 4 .2 Л . Если ВЦЦ /29 / положительно определена, 

тогда все знаменатели подходящих дробей В п /^М Ов  областях

Утг> £,/К) О /  >/к)€ У  /, где У  определяется согласно /26 /.

Т е о р е м а  4 .2 .2 . ВЦЦ /29 / положительно определена, если 

выполняются условия:

і /А ю * °  к ю е  У  / і

2/ существуют такие действительные числа О *  $<{К> * *
/ f/к) 6. У  / ,  что

°і (  іК) “  N  & /  /Г- <)fo, / к )  ( f ~ /К-» )  (К ),

где $о= О , °̂ !(К) ~ У™ ®((К) , /&, У/С) - У™ 4//СУ '

Условив 2 / в теореме можно заменить неравенством

&е/к ; $<ґЮ  /ЗІ/

Т е о р е м а  4 .2 .4 . Если для ЙЩ /29/ выполняются условия 

/31 /, где

0< tK> > О. УоРо * Уо > О. > О  /ик)€ У  /

tyuic)~ *-і (кі I ( Sк) Є У  /, то бе р-ч аппроксиманты УДО-

атетворяют соотношениям
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f p ( 2 ) * 0 ,  l f p W l * / $ 0 + 8 0 $ 0 f '

ЩЦ

o o  H
a .((fC /

-1

/32/
»c*t і^жі ^,(к)+ ^

He

где ї-(їо,їі,їг. Л н )е£ т ( , 0(0О» 6((Ю£ € /t t & Є СҐ /  назы­

вается многомерной ^  -дробью. Если существуют такая действитель­

ная константа ,/U  > о , что

laa/cil / 6tf„tl * №(1+2\Гм)'! /зз,

где 1(К), <(?>)(. 0~t r?-o,f, ..., K-t/.e..., 6(fot~ в0 , -дробь /32/

называется ограниченной, а минимальное число <Л£ , при котором 

справедливо /33/ называется ее границей.

Т е о р е м ®  4 .2 ,6 . ВЦЦ /32 / ограничена тогда и только тог­

да, когда существует действительное число Н > 0  , что

j 71 К  -П Н~

<2-~ __ & ,- т и« * > Ъ ю  - 7L  а ч ю  (М(<,

lK r °<r,‘*,,<4C‘ f K * t

+  Vi-<iC4)Vi-tKt\*HllUtHirt Л /34 /

где V((K) • *%(/а - произвольные комплексные числа и

77 N
»vh£=2I 2l1 / v « K i \ &.

К-О I f , t / c ‘ *
Минимальное число Н  , при котором справедливо /34/ называется 

кормой дроби /32 /.

Т е о р е м а  4 .2 .7 . Многомерная ограниченная ̂  -дробь , £./ 

с границей*/#’ равномерно сходится в области/^/ /V =0,Ж !.

Т е о р е м а  4 ,2 .8 . Многомерная ограниченная^ -дробь /32/ 

равномерно сходится на каждом о границе том множестве из С ЛС<’г’ 

расстояние которого до множества УС0 положительно, где



Ж 0 - { г  є С ***: г к -Хк+Чґіс, x K * * 0 * y K coS 0 * Y o&  

о * S< ZV, к* о~й̂  Уа/О)*( r>f(Ф ($ 'G ): lip //-/, п * / ) }

квадратическая форма вида /30/, где вместо /3(/Kj, о<1(Л) 

поло .ено соответственно Утт?/6((ю б( , У т / € (&)*
^  -дробь называется действительной, если все 60£ R , Oft у/с) 

61(к) £ &  /а к /е У ; .
Т •  о р е м а 4 .2 .9 . Действительная ограниченная многомер­

ная 3* -дробь /32/ с ног ой Н равномерно сходится на каждом 

компакте £  , расстояние которого до области

У™ mQ J/?6 $ ; / < Н  / ( \ д~іїг /

положительно.

В § 3 рассмотрены многомерные аналоги С  -, S  -, -дробей. 

Ветвящаяся цепная дробь

00 *  а  ?

v d z  - ? --■ ш
Л 1/ і/Сж ^

гдbOfijQ+O/t'flc/€ У  /- комплексные числа, г ./ъ ъ ..,Ъ г )£ С '' 
называется многомерной регулярной С -дробью. Если все &цк)>с>> 
то /36/ называется многомерной S  -дробью, если же

(К1Ы ~ где О* /((к /іУ  /* то /.35/ на­
зывается многомерной ф -дробью. В каждом из этих случаев нараду 

о /36 / можно рассматривать ВОД, обратную к ней.

Т е о р е м а  4 .3 .2 . Тусть /35/- многомерная С-дробь, такая, 

что А т  а Ї О и

- 26 -

& "> . U ,
Ы Н )

m Sla.b  х Q a .b *  * 'R'Ct.s ‘ - декартово про­

изведение /С  областей

,(ЛГ)
где *
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S2a  ̂ -  {W: IWI - Re[wexp/avga-eb)L] <
со$г$

г  W a s

/36/

Тогда ВОД /35/ сходится к функции f  , мвроморфной в млм 

тождественно равной бесконечности.

Т е о р е к а 4 .3 ,4 . ВОД

Г 00 #  «, *  л- W
1  (К к

к:*1 ік */ 1

гдв*?/0= /  , 2  £ 12. <р*£7/, Р "  /  равноме

но сходится на каждом компакте области RS *?4 >&  /  < / ,  

если расходится рад
о о

Z
К = 1

Т е о р е м а  4 .3 .8 . Многомерная д. -дробь /35 /, где вместо 

каждого?,^ полаженоИцк)! ̂ і/к)-ьо(Лщ говоря, независимые переме­

нные/ абсолютно сходится, если для произвольного набора индек­

сов <f , <г......... ік-і уу.

у* /к

1Ки1
Сходимость будет абсолютной и равномерной, если кроме того

оо ^  . ___  

П  - О . где гг>к - г г ) і п ( і р ’ Щ р^.к ).

К'< к г 0
Т е  о рем а 4.3.10. ВОД /36 /, где кх ^ "У  и

6 * ю *  9 « к о ) .

p ^fjc  /  равномерно сходится в каждом'компакте из f  , расс­

тояние которого до области

S 6 * { 2 € ( t K*f: У т г ^ о ,  /  Re Ъ  !> і< і * O ^r}

положительно.

ВОД называется соответствующей кратному степенному раду, ес­

ли разложение ее каадой >7 «ой п о д х о д я щ е й  дроби /*» < & - / в фор­

мальный степенной рад совпадает с исходным радом до воех членов 

степени П  включительно. Построение соответствунцих цегшых дробей
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является одним из основных подходов, применяющихся для разложения 

аналитических функций я непрерывные дроби, В § 4 рассмотрен новый 

тип двумерной соответствующей цепной дроби к двойному степенному 

раду, ї&нее в работах Х.И.Кучминской, Марф» и 0, Донохов, В,Се­

машко, АеКоут и В, Верцонк исследовались три типа таких дробей 

для двойных степенных радов, два из которых в отличие от одномер­

ного случая имели нелинейные частные числители, б третьем - лере- 

меннызХ « У' в разложение входили не равноправно»

Для заданного формального двойного степенного рада соответ­

ствующую ВЦД ищем в виде

00 % А 2
л ,1  S~ (fK> К
бО* 2—  --,---» /37/

К*1 <КЧ<

гд® 6itK)" а£К-Н(ГС)1,И«Ч~ /с , К/К)! * 4  * ‘г* tlk 
Построек рекуррентюй алгоритм для вычисления коэффициентов 

дроби /37/, установлен необходимые и достаточные условия сущест- 

яозания данного алгоритма.

У т в е р ж д е н и е  4 .4 ,1 . Вели формальный двойной степен­

ной ряд является разложением функции f(і, + ̂ ), то Соответствующая 

ВЦЦ /37/ выровдается в непрерывную дробь вида

ав+Ъ
К '4

Последнее утверждение не справедливо ДЛЯ трех других типов 

ранее рассматриваемых соответствующих ВЦД.

В § 5 построены разложения отношения гипергеометрических 

функций Аппеля в ветвящиеся цепные дроби. Доказано, что эти дро­

би являются соответствующими к формальным степенным рядам, в ко­

торые разлагаются рассматриваемые отношения. Как и в одномерном 

случае из этих разложений можно получить представление гипергео- 

метрических функций Аппеля

F J f  в:С.с;г,,аг) в виде ВЦЦ. В качестве иллюстрации запи­

шем разложение F̂ fi, 6. 6‘; C.C‘;2t, Вл)  в ветв#пцуюся цепную 

дробк

Рг{/Ав,;с ,с ’; * игг ) =



г

*-2 Г
l,‘ i
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2

' - Г
Уi(u *<г

1-
Vj w  *<Z

где

tftn) - *

/- ...

&pqL , если

, если <п*2> .

И 
Что ■

Уїл°о , “ О̂ о и

apcf, „ если /п  * 1»*< * /. 

ai>y t вс™ 'л  * <пн'2, 

а р  . если 1пг2>(пнщ*<

0.‘(£ , если *п**,*пиш2,

р  - количество единиц в мультиивдексе п ~Р и

lc+p-q-іїіб+р) _ в  + Р  А (Р*9)(С-6+Р-<) 

° р<* ш(с+гр і)(с+гр)' а р ~ С і-гр ’ РЧ~ (с+гр-гМс+гр-і) ’

' 1 А с
p̂<f # a(f г определяются с помощью аналогичны формул, где 

вместо С , 6 , р  и £ соответственно взято с ' , 8  t у  И Р  .

ОСНОВШЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

Построены основы аналитической теории ветвящихся цепных дро­

бей,. в частности,

I / исследованы свойства ветвящихся цепных дробей! обоснова­

ны формулы для числителей и знаменателей подходящих дробей в виде 

определителей, дано полное описание класса эквивалентных ВЦД, ус­

тановлен многомерный аналог тождеств Эйлера равноценных преобра-
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зований цепных дробей в ряды и др.

2/ разработана методика исследования сходимости ветвящихся 

цегоак дробей с положительными и комплексными компонентами» В 

первом случае используется метод специальных неравенств типа 

средних гармонических, во втором, в основном,- применительно к 

ВЦД метод мажорант о

У  получены многомерные аналоги наиболее известных и часто 

используемых признаков сходимости непрерывных дробейг теоремы 

Зэйделя. Прингсгейма, Ворпицкого, Ван Флека, параболических тео­

рем и многие другие,

4 / построены и исследованы многомерные аналоги некоторых ти­

пов функциональных нвпрер jhhx дробей : положительно определенных 

ВЦЦ, многомерных аналогов^  -, С S - , ty -дробейв двумерных 

соответствующих цепных дробей с линейными частными числителями і 

5/ разложены отношения гипергеометрических функций Аппеля в 

ветвящиеся цепные дроби.

ОСНОВШЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОПУБЛИКОВАНЫ В РАБОТАХ:
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