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I .  ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Акиальнасть тамн. « -алгебра (инволютивная алгебра) -  это 

пара, саотоадая из унитальнав алгебры &  над полем С  и инволю­

ции -  отображения * ; /  — #  , удовлетворяющего условиям 

(/**,46/** 4*<\*, (**)** С\ ДЛЯ любых

;  <,р€<[ . Представлением х-алгебры называется

гомоморфизм, согласованный о инволюцией, этой алгебры в алгебру 

Й /У / ограниченных операторов в комплексном гильбертовом про­

странстве / /  (или в некоторую другую инвалютивную алгебру, вооб­

ще говоря, неограниченных операторов в пространстве #  ) .

Рассмотрим некоторые классы * -алгеб р , для которых основные 

задачи теории представлений решалиоь ранее:

1) А  *  £L*1 т алгебра полиномов о одним самосопряженным обра­

зующим яг** х  . Задачу унитарной классификации представлении

такой алгебры ограниченными (неограниченными) операторами решает 

спектральная теорема для одного ограниченного (неограниченного) 

самосопряженного оператора;

2) Л  *  £СС/1 -  групповая алгебра о инволюциаЯ

где Q -  дискретная группа. Категории унитарных представлений 

группы Q и представлении * -алгебры <СССУ] эквивалентны. 

Унитарные представления групп интенсивно изучаются на протяжении 

около IOO лет, начиная с классических работ Ф.Г.Фробениуса 1896- 

1901 г г . ;

3) изучение представлений групп Ли во і.аогом сводится к исследова- 

вию представлений их алгебр Ли. О последних можно говорить в тер­

минах х-алгебр -  их универсальных обертывающих. Неяряведшод 

представления компактных групп -  конечномерны. В случав иекзмпякт- 

них групп Ли нужно рассматривать представления их алгебр Ли н*пг~



раниченными операторами. Простаіішии пример -  алгебра каноничес­

ких коммутационных соотношении

не имевдая представлений ограниченными операторами;

4) теория представлений бесконечномерных групп (групп петель, ин­

дуктивных пределов конечномерных, группы диффеоморфизмов окруж­

ности) тесно связана со ^-представлениями соответствующих бес­

конечномерных алгебр Ли (алгебр Каца-Муди, Вирасоро и т .д . ) .  От­

метим такие 2^-грацуированные алгебры Ли, интерес к ч -пред­

ставлениям которых связан с суперсимметричными моделями в физике;

5) бесконечные наборы самосоцряжениых операторов, связанных соот­

ношениями коммутации, антикоммутации и близких к ним рассматрива­

ли і ,  вікінг] ,  4. (1954), И.М.Гельфанц, Н.Я.Виленкин

(1961), Ю.М.Березанский (1976), Ю.С.Самойпенко (1984) и др. Такие 

наборы возникают при рассмотрении физических систем с бесконечным 

числом степеней свободы.

Интерес к более широким классам ¥ -алгебр возник в послед­

ив* десятилетие в связи с квантовым методом обратной задачи (Е.К. 

Скляний, Л.А.Тахтаджян, Л.Д.Фаддеев, 1979) и появлением затем по­

нятая квантовой группы (Дринфельд В.Г. (1985), Тіг*іа М. (1985), 

Ws renowns S. / .  (1987)); дальнейшим применением их к точ­

но решаемым моделям математической физики, в теории специальных 

функций (см ., например, Н.Я.Виленкин, А.У.Клишк, 1991) и др. 

Значительное число работ связано с изучением представлений кван­

товых групп.

Отметим результаты, логически*'непосредственно предшествовав­

шие настоящему исследованию. В 1982-83 г г .  Е.К.Склянин в связи с 

реквишш квантового уравнения Янга-Бакстера рассмотрел двупара-  

::: тр.'чсское семейство *-алг«бр . (В вырожденном случав это се -
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■пастве совпадает о однородной срормой квантоваt  алгебры Cl( ш (г))).

Для этих алгебр он построил три серии представлений, включая дефор­

мацию неприводимых представлений для S и ( г )  . а.М. Вєршик (1984; 

•бращал внимание на важность исследования квадратичных алгебр и 

юс представлений, приводил ряд примеров, исследовал структуру и

*  -представления некоторых алгебр.

B.J1. Островский, Ю.С. Само Пленка U9«b; исследовали представ­

ления * -алгебр с двумя самосопряженными оОразувдими х : * х  ‘  ,

4 -  і , г ,  и одним самзсапрякенным соотношением второго порядка

цші z' r j* ,5 в‘ ‘г ' * *  -  °  > *‘г Ъ ' л:'
ироведена классификация таких "некоммутативных квадрик" на вещест­

венной плоскости { ‘Я  канонических форм). В каждем из 19 невырожден­

ных случаев получено полное описание неприводимых представлений, 

вообще говоря, неограниченными операторами, доказаны структурные 

теоремы.

Представления отдельных * -алгебр, заданных образующими и 

соотношениями, и их семейств изучали Z .L.  V /e te a a w /c j  в его

ученики, К . $ п и  J  y e n  р М. , ряд киевских ма тема ти­

кав и др.

Цель саботн. I ,  Выделить новые естественные с точки зрения 

теории представление классы * -алгвбр .

2. Развить методы исследования представлений *-алгебр.'

3. Исследовать представления яекоториг классов конечнепорожденньк

*  -алгебр, отличных от групповых и универсальна* ввертывающих: 

определить типы $актзр-*редставленнй ("ручиость" -  "дикость"), в 

"ручном" случав описать классы унитарно! эквивалентности пеяряя*- 

двмнх представленей, доказать структурные теоремы и т .д .



Метздика исследования. В работе используется техника "сис­

тем импримитивности", развитая Q, Маскеу (1949-52) для слу­

чая индуцированных представлений групп, а также различные ее моди­

фикации и частичные обобщения ("коммутативные модели", "метод ди­

намических систем"), относящиеся к  целому ряду работ по теории 

представлений. Все они основаны на там, чтобы свести изучение 

представлений * -алгебры & к рассмотрению ее подалгебры в

накотэрзго действия группы (полугруппы) или некоторого отношения 

на спектре этой подалгебры.

Удобным оказывается расширить класо задач (аналогично тому, 

как это делалось в теории конечномерных ассоциативных алгебр) и 

рассматривать представления к-категорий. Например, представление 

ST алгебры & , спектр которого при ограничении на подалгебру 

дискретен, можно рассматривать как представление к-категории, 

пбъекты которой -  точки спектра Ае •
Нзд.чааадздизлл. теоретическая к практическая ценность." В 

диссертации излажены основные понятия и конструкции, связанные с 

представлениями * -алгебр и категорий.

Единообразный подход к известным задачам унитарной классифс- 

кяции а) наборов подпространств (зртоцроекторов), б) алгебраичес­

ких операторов, в) представлений некоторых свободных инволютивннх 

колчанов дозволил исследовать представления кэнкретных * -алгебр 

с двумя образуювдши

Развита техника индуцирзванпнх представлений для скреценннх 

произведено! ¥ -алгебр с конечными группами автоморфизмов. Для 

порн ^ -алгебр , пмевдих общее рас^їрение, между категориями их 

представления строится пара сопряженных функторов. Эти категории

ИЗЯТІ8 ПССЛІ’ДОЯОТЬ одновременна.

С г ’зИствэ глтебрк 1'(&*(2)] , построенное
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Б.К . Скляпиним, параметризуются эллиптической кривая и точкой на 

ней. Для алгебр, соответствукцгас тачкам второго порядка, получена 

пзлпая унитарная классификация представлений. Это обобщает и уточ­

няет результати А.М, Верпнка, С.А, Кругляка.

Выделены и Изучены некотэрые классы свотношений для набаров 

артопрзектзров (линейные, билинейные анввоишетричные). Такие со­

отношения, в частности, связаны а некоторыми новыми квадратичными 

алгебрами Пуанкаре-Биркгзфа-Вптта.

Результаты, связанные с "методом динамических систем" для сз- 

•тнашений вида /1в ■= & Р(А) , где W -  оамоезпряжетшй опера­

тор (набор коммутирующих самосопряженных аператарвв), абобцены на 

белее широкий класс "полулинейных соотношений” :
£  (Л) д . (А) ж

і
Последние возникают в теории ортогональных полиномов, между гене­

раторами некоторых гипергрупп.

Апсз.бдцдя сабзти. Результаты докладывалиоь на школах по тео­

рии операторов: Воронеж Ц 990), Ульяновск Ц 990), Нижний Новгород 

(1991), па конференции по теории представлений: Киев (1991), на 

оеминарах по теории представлений в Инотитуте математик* и Инсти­

туте теоретическая физики АН Украины,

Публикации. По теме диссертации опубликована 7 рао»т [i~7j  . 

Результаты совместней работы [ I ]  абабцены в диссертации. В с»в- 

местной работе [ 4  ] автору принадлежат результата : размерностях 

неприводимых яредстааченпй, часть результатов, связанных сз 'сп ект­

ральными характеристика'!]! представлений.

С тру їш м  а объем габзт::. Диссертация состоит из введения, Є 

параграфов, разбитнх на 14 пугштзв, списка литератури т 32 наиме­

нований, указателя обозначений. Объем рябзты -  ІІО стрлниц млаклз- 

пчензго текста.
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I I .  СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ.

Во введении дается обзор исследований по тематике диссерта­

ции, обоснование актуальности работы, кратким перечень основных 

результатов.

§1. Основные конструкции.

Определяются основные понятия, связанные с представлениями 

# -алгебр. Аналогично случаю унитарпых представлений групп стро­

ится категория представлений Rfyi) *  -алгебри ограничен­

ными операторами в гильбертовюс цростронствах (наряду с этим ад 

рассматриваем категории представлений соотношений, в которых учас­

твуют функции из более широкого класса, чем полиномы). Однако, эта 

категория не замкнута относительно бесконечных прямых сумм. Вло­

жить ев в более широкую категорию 3% (£■) , содержащую всевозмож­

ные прямые суммы, можно, рассматривая представления в локальных 

гильбертовых пространствах (предложение 1 . J ) .

Коммутант Т М )' щядставления У  (алгебра эндоморфизмов 

т»чх* т в AYft) ) является неймановской алгеброй. Говорим, что 

4  -  "ручная", если Г(V/* имеет тип I  для всех представлений 

7Т, Л  -  "дикая" -  в наивном случав.

ГНС-конструкция устанавливает взаимно однозначное соответстие 

между положительными функционалами на алгебре и представлениями с 

отмеченным циклическим вектором. Она позволяет также задать тополо- 

гию на спектре J  (множестве классов унитарной эквивалентности 

неприводимых представлений) алгебры d  (предложения I .2 - I . 4 ) .

С локально компактной группой канонически связывается группо­

вая С* -алгебра с теми же категорией представлений и дуальным 

объектом. Цн связываем с каждой *  -алгеброй объект более широкой 

категория локальных С * -а л геб р , строя левый сопряженный к забы-



вающаму функтору из последней категории в категорию *--алгебр 

(теорема £ .1 ) .

Удобно расширить класс задач и наряду с представлениями 

Ч -алгебр рассматривать представления * -категорий, распростра­

няя на этот случай перечисленные выше конструкции.

Представления * -алгебр неограниченными операторами возни­

кают в данной работе эпизодически. Поэтому мы ограничиваемся лишь 

кратким перечислением основных понятий, связанных о этой темой.

§2. Эквивалентность некоторых задач теории представлений.

В пункте 2 .1  определяются два различных отношения эквивалент­

ности на классе ч-алгебр ( ^-категорий): алгебраическая эквива­

лентность категорий представлений, как абстрактных * -категорий,

■ пространственная, которая задается с помощью унитарных операто­

ров между ооответотвущими пространствами представлений. Исследуя 

представления конкретной щ-алгебры ( «f-категории), мы будем 

заменять ее некоторой новой « -алгеброй ( категорией) (ис­

пользуя полярное разложение, функции от коммутирующего семейства 

оамосопряжевных операторов, Морита-пригецение категории) так, 

чтобы при этом можно было задать эквивалентность (алгебраическую 

или пространственную) категорий их представлений.

В пункте 2 .2  ш  иллюстрируем этот подход конкретными при­
мерами.

Задачу унитарной классификации пар подпространств рассматри­

вали С, Те г  с/ап  (1875) в конечяомерном случав ,

(1948), CL  Эвк'/ J  (1958), / * £  (1969) а ряд дру­

гих авторов в беконечномерном. Z . K t n a t / ? * ,  4. М. Л о /5 '. '( І 9 8 9 )  

построили обертывающую £*-алгебру вдя пары ортопроектзров. Ди­

кость задачи унитарной классификации троек ортапраектэрэв f t . ”

% показана фугляком С .А ., Самойленко D.C. (1980). Этаквялен-
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тность задач унитарна* классификации <7-к  подпространств в &  с 

условием Н »• Ht + .■■-{■ и представлений некоторого сво­

бодного инволютивного колчана показал Ї.И Л-**/<гг (1988).

Пусть /?Г ( ) -  категория наборов подпространств

; *> таких, что /Ґ =? /£  /  -  -f- /ґ„
( і  ■- -f- )  и сплетающих операторов, )

категория ограниченных (замкнутых) алгебраических операторов -  кор- 

неЯ фиксированного полинома без кратных

корнай, ) -  категория представлений свободного ияво-

лютивного колчана с а точками и парами сопряженных стрелок меж­

ду любыми двумя различными точками, ограниченными (замкнутыми) опе­

раторами. Следующие теоремы дополняют перечисленные выше результа­

ты.

Теорема 2 .1 . Категории пространственно

эквивалентны. _  __

Теорема 2 .2 . При £  категории 

пространственно эквивалентны.

Приводятся "патологические" примеры, показывающие, почему 

теорема 2 .2  не верна при п  s  ?  .

В.Л.Островский, Ю.С.Самойленко (1988) описали представления 

Ч -алгебр с двумя самосопряженными образующими и соотношениями 

второго порядка. Результаты, изложенные в §2, а также использо­

вание техники индуцированных представлений (§3) позволяют рас­

смотреть некоторые примеры соотношений более высокого порядка.

§3. Индуцированные представления.

При рассмотрении модулей над ассоциативными алгебрами (уни­

тарных представлений групп) наличие у функтора ограничения пред­

ставлении ва подалгебру (подгруппу) левого сопряженного функтора 

земінш озновнзго кольца (индуцирования с подгруппы) играет вак-
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ную роль. Рассматривается ситуация, когда функтор Re% ^ 
ограничения представлении со * -алгебры Л  на * -подалгебру 

Jlc имеет сопряженный.

Пусть J e -  #-алгебра, /  : Cj —*■ Л, -  действие на

ней автоморфизмами конечной группы С, ( а , <*еЛс) ,
подгруппа (fa < Cf отождествлена с помощью мономорфизма

ft: C,c с-+ (/(А,) с некоторой подгруппой по умножению унитарных 

элементов алгебры Лс так, что a =/Sfy) <? / '  С̂ с,
<х € М  . Определим по этим данным новую алгебру .

J  J-e х Cf/Qe • являющуюся факторалгеброй скрещенного про­

изведения do$Ci ( й ' 9 = «('й*/ ле^о г ) no
соотношениям , frCCf* . Алгебру ЛФ отожде­

ствим с подалгеброй в J  . Инволюция однозначно продолжается с Л, 
на Л  так, чтобы при этом 'r J€C,%

Предложение 3 .1 . Функтор f o f  f  : М Л -* МЛ.) ограни­

чения представления на подалгебру имеет левый сопряженный функтор 

1п* л , : * Ш — МЛ) индуцирования с подалгебры.

Замечание 3 .1 . Т .к . НСЛе) , МЛ) -  ^-категории ( т .е .  в 

них имеются естественные антилинейные изоморфизмы 

Нет ) ,  мы можем считать любой из

функторов f o f j  или левым сопряженным, а второй,

соответственно, -  правим.

Ряд свойств функтора £по/ таком же, как в случав представ­

лений групп: справедливы принцип сквозного индуцирования, крите­

рий индуцированности, теорема Макки (предложения 3 .2 -3 .3 ) .

Теврема 3 .3 . Алгебра Л  -  "ручная" тогда и только тогда, 

когда j i e -  "ручная".

В предложении 3 .4  описывается связь между классами унитарной
Яэквивалентности неприводимых представлений и Л  в простей-
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шем случав, кагца J  Л  ^  . Если при этом

зі-, = £ <ь, а*>/Ґ/'Л), і?(а*))~
■к- -алгебра, порожденная алгебраическим элементом <я -  корнем 

вещественного полинома р  , , а неединичный элемент

1?L действует на образующем а  *-* а?  , то Л  ( j]0 ) -  

"ручная" тогда и только тогда, когда . В  этой ситу­

ации мы описываем неприводимые представления Л  , избегая вычисле­

ний.

Изучение некоторых алгебр с двумя самосопряженными образующи­

ми х  « а  * , $ ~ м о х н о  свести к описанному выше случаю:

а) алгебра £  < * ,  ч V ґтух -"д и к а я "  (сводитоа к

случаю, когда І  ,
б) €(*,}>/<'*}*+J x - j t / )  ,  -  "ручваа" («й со­
ответствует полином ^  ,  /> £ ? ) .

Пусть #  -влгебра J  , A.t > Л  таковы, что

Л  і і "’/ с *  л *  A l t  У б ? }
тогда имеете^, пара coup шелл их функторов

- /*< /£
Наличие такой связи между yf£ и Jlt  позволяет последовать ка­

тегории представлений этих алгебр одновременно. В частности, J)t  -
"ручная" МГД8 и только тогда, когда А г -  "ручная". В иункт*

3 .2  рассмотрены примеры cap X--алгебр такого вида:

a) J ( = V ( M ( t ) ) i

Jt - €<***>/#№-*, ty*f~x,Г**}-/;, гіг;

{±0} f  -  группа матриц Паули. Анало­

гично, в ісачестве модно взять алгебры Склянина (см. §4). Со­

ответствующие им алгебра At  принадлежат к некоторому классу ал-



гебр (ом. §5), изучение которых сводится к рассмотрению наборов 

ортопроекторов, связанных дополнительными соотношениями. На У/у 

( ) действует группа Клейна К га Т , х  , изменяя знаки

у некоторых из образующих. Это действие переносится на ( £  ) .  

Между орбитами и Лг !'К устанавливается биекция такая,

что для Т е  £  представление й е е * * Ы ' г  -  прямая 

сумма представлений из соответствующей орбиты вз Jt f и наоборот;

A t -  С > /Ґ Г , * j  -  %  Гу x t ,  u U j < * ) ,  *  t  x . ,  £-j =  i t

C/'L G(t! -  прямое произведение нескольких экземпляров групп 

матриц Паули. Алгебры /!г такого вида изучались Ю.С.Самойлеико 

(1984). Его подход может рассматриваться как частный случай пред­

ложенной техники.

§4. Представления эллиптических алгебр.

Е.К.Склянин (1982-83) в сеязи с квантовым методом обратной 

задачи построил семейство деформаций однородной формы алгебри 

I f  ( su(t)) , параметризующееся комплексным тором и вещественной 

точкой на нем:
St, $>/Ґ*а, f i  f$,S,}, Us<r fyl <- (s., Sfl

( e f  (/,? ,!/, (Ц і), /  ' = V -
Св»тношения между эллиптическими функциями, через которне выража­

ются параметри , накладывают на них дополнительное

ограничение Tt l +J!5r JSL+Тк 1г}Г}, = О . Он построил 3

серии представлений для этого семейства. Вопрос об унитарной 

классификации неприводимых представлений не рассматривался. Эта 

задача решалась затем А.М.Вершиком (1984) и А.С.Кругляком (1984) 

для случая Tu = i ,  T,s = -У  , Тл  = /  f  Э.Е.Вайслебом (1990) 

для случая 7,г ~о  • Последний случай содеркпт в качестве под-
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сємєйства однородную форму "квантовых" алгебр Ц ^ ( ?)) , изу­

чавшихся многими авторами.

п Ми решаем задачу унитарной классификации неприводимых пред­

ставлений для алгебр, соответствующих точкам второго порядка на 

торе, т .е .  когда -4,7f  , J >  О . С точностью

до автоморфизма есть две возможности (в зависимости от цикличес­

кого порядка ) :  (A) = I  ,  Jt i - ^ ,  731=-£  ;

(В) - 5 / - J ,  ?и=£ / 7 ф И  . В обоих перечислен­

ных случаях f коммутируют между собой, а для

i&ft-RSlt#S'f выполнены соотношения S-X = 
где gl -  некоторые линейные операторы на У . Операторы J- 

порождают дискретную подгруппу Q в ^L(V) : в

случае (A), Z  ь ( z t *Z:t)  в случае (В ). Действие <£* на 

двойственном пространстве у* имеет измеримое сечение, поэтому 

совместный спектр операторов, соответствующих S*  , <• = 0,3^
при неприводимом представлении, дискретен и содержится в некоторой 

орбите этого'действия. Таким образом,изучение неприводимых цред- 

ставлений свелось к рассмотрению некоторых * -категорий, чьи точ­

ки -  элемента орбиты. Далее все сводится к исследованию колец эн­

доморфизмов точек категорий, имеющих достаточно простой вид. В 

случае (А) неприводимые представления имеют размерности 1 ,2 ,4  

(Теорема 4 .1 ) ,  т . е .  такие же,как и в частном случав, рассматри­

вавшемся А.М.Вершихсм и А.С.Кругляком. В случае (В) неприводимые 

иредставления,кроме того, могут иметь любую нечетную размерность, 

либо быть бесконечномерными (теорема 4 .2 ) .

И.В.Черецник (1985), А.В.Оцесский, Б.Л.ФаЯгин (1989) постро­

или более обчие семейства алгебр (в частности, деформации 

{ / ( rt, С)) ) ,  также параметризующиеся точками комплексного

тора. В случае торов, саответствувдпх прямоугольной решетке, п
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вечественных точек эти алгебри допускают инволюцию, тождественную 

на образующих. В пункте 4 .2  рассматривается алгебра из этого се­

мейства с минимальным числом образующих: х*г у*у*, я  = z '•

<f<*,% г У / ґ х - , у ‘- f i x - f r g ,  z t f x y - f y z )  ;  f ,eC.
Если для алгебр Склянина самосопряженные представления, при кото­

рых центральному элементу <?**■ s f соответст­

вует ограниченный оператор, реализуются ограниченными операторами, 

то в последнем случае представляют интерес именно представления 

неограниченными операторами. Ыы рассматриваем неприводимые пред­

ставления лш ь при некоторых значениях параметра £  .

§5. Некоторые классы * -алгебр с соотношениями второго 

порядка и наборы ортопроекторов, связанных соотношениями.

О наборах подпространств % (ортопроекторов ) в этом 

параграфе нам удобнее говорить в терминах самосопряженных опера­

торов Я; =■ 2Р -  I  , являющихся корнями из единицы:

/ ? / = /  .  Для пары операторов /?~Ґ , ■,
имеется спектральная теорема о представлении ее в виде прямого 

интеграла неприводимых, одномерных и двумерных. Задача унитарвзі 

классификации троек fi~ef , даже если

-  "дикая". Ї& рассілатриваем некоторые классы

* -алгебр с соотношениями второго порядка, при изучении пред­

ставлений которых возникают наборы операторов fif*
связанных дополнительными соотношениями: линейными, билинейными 

антисимметричными.

В пункте 5.1 рассматриваются квадратичные алгебры с образу­

ющими Xt , , лг„ и однородными симметричными ( = 4и  )J V
соотношениями

А (*и г.)  = z A i  rj - о  , k - I f r ,  Ж -  ( г ) -
*/J

В пространстве коэффициентов а ^ '  выделяется
J
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длотное в топологии Зарисского подмножество. Об алгебрах, коэф­

фициенты которых принадлежат этому подмножеству, говорим, что 

дни находятся в "общем положении".

Теорема 5 .1 .  Для алгебры 4  "в общем положении":

1) J- -  ПБВ-алгебра ( т .е .  имеет ряд Пуанкаре такой же; как у ал­

гебры многочленов);

2) если коэффициенты ft--  вещественны, то неприводимые нредста-
Л ^

влания А как # -алгебры с инволюцией аГ; * x i  имеют размер­

ности не выше 2 .

В качестве примера применения предыдущей теоремы рассматри­

вается семейство * -алгебр, которые после факторизации но идеалу, 

порожденному центральным элементом, могут быть записаны в терми­

нах образующих ,  г*={ f  ,

связанных М- п + £ однородными линейными соотношениями.

В пункте 5 .2  рассматривается неоднородный аналог таких соот­

ношений. Задача унитарной классификации неприводимых четверок 

операторов гЦ{ » t / »  о,і  , связанных соотношением

применением спектральной теоремы для nap ^

сводится к описанию орбит некоторого действия & ,x 2 t  на А7 .

К рассмотрению таких четверок сводится задача описания представ­

лений алгебры

СЪ,у,гУПМ-*,ь*}~х, x b x , fm j ,  г*~г,
возникавшей в яункте 3 .2 ; алгебры

С <г,], г>/ґ*г-М,*Ь<ґг- Ріг>х}' *' *,?-/>***. t**,
являющейся частным случаем алгебр из пункта 4 .2 . Несводимые 

представления последней алгебры не более чем двумерны.

В пункте 5 .3  рассматривается некоторый класс квадратичных 

алгебр, часть соотношений которых симметрична, часть -  антисим-
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метрична. Выделяется подмножество алгебр общего положения. Для 

них доказывается теорема 5 .3 , аналогичная теореме 5 .1 . Алгебры, 

возникащие в пункте 3 .2  при рассмотрении алгебр Склянина, при­

надлежат нашему классу. Однако, условие тога, что ош; находятся в 

общем положении, имеет вид Tit* I t t * + Jit ^  & • 
Рассматриваются примеры алгебр, нз находящихся в общем положении.

В частности, мы получаем другим путем результат Э.Е.Вайслеба о 

"дикости" алгебр Склянина при некоторых значениях параметров.

§6. Наборы операторов, связанных полулинейными .соотношения.®. 

Результаты этого параграфа получены в совместной работе [ 4 _ /. 

Если оператор /$ связан с самосопряженным оператором / /  
(набором коммутирующих самосопряженных операторов )

соотношением вида
М  = $F(4) t А

( А Л - tF J A )  f
то существует восходящий к Cr. Мас4<у (1949-52) метод изучения 

пары А, в (семейства А , в  ) .  В ряде работ для таких пар 

■встроены модели, при дополнительных ограничениях , или

, или S  -  нормальный, или А -  /✓-нормальный ( 

s  ^(6*3, А) )( описаны неприводимые представления, доказаны

структурные теоремы.

Мы рассматриваем более общий класс "полулинейных" соотноше-

НИЙ .2  =

где / ( / у- /, -  борелевские комплекснозначныа функции. Рас­

смотрение неоднородных соотношений сводим к однородным ( 4 - 0  ) ,

С последними связываем "характеристическую функцию"

W  h W f M
и характеристическое бинарное отношение f*/<(,s)*0f
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котзрэе можно рассматривать как множество цуг ориентированного 

графа.

п В пункте 6 .2  рассматривается случаи, когда спектр оператора 

А  дискретен. Собственным числам Я; оператора А отвечают 

водирзстранства /*£ . Оператор S  имеет вид )  отно­

сительна разложения. Следующее предложение сводит задачу описания 

вар (Л/6) к изучению представлении графа Г  .

Предложение 6 .2 .  Для того, чтобы пара удовлетворя­

ла полулинейному соотношению,необходимо и достаточно, чтобы блок- 

матрица IЯ./) была сосредоточена на множестве 1 V , ( т . е .

Sij -  О при 4 ̂  )•
Вводится понятие носителя представления (подграф графа f  , 

точкам и ребрам которого соответствуют ненулевые пространства и 

операторы) и размервости (функции на тачках и ребрах). Для случая, 

когда £  -  самосопряженный, достаточно нросто решается вопрос о 

"ручности" задачи, получено описание размерностей и носителей не- 

вриводимых представлений. Услэвие унитарнвсти Я*-  в  1 задает 

более сложные соотношения в графе. В этом случае более подробно 

рассмотрены конечномерные представлення.

В вункте 6 .3  рассмотрен общий случай, когда свектр А  не обя­

зательно дискретен. Пусть £/)(■) -  спектральная мера оператора

/  , К с  ft* -  борелевское множество. Будем говорить, что овера- 

тар Я сосредоточен на К  относительна £#(•)  (или атнаситель- 

но А ) ,  если в  -  О для любых барелевских вод-

мнзжеств At, V £ / f  таких, что М*А' не пересекает К  .
Теорема 6 .2 . Если 4, В удовлетворяют полулинейному соотно­

шению, та сосредоточен на графе Ґ  этого соотношения относи­

тельна А .

Верпа лишь частичное обращение этого утверждения (теорема 6 .3 ) ,
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например, когда Г  "локально устроено", как график функции. Ос­

новные результати, 'Ьвяз'анннв с этил воцросом, получили М^е^еп Щ 
(1974), Ь.С. Шульман U 988-90J. ;

Вопрос О "ручности” СООТИОШЄННЙ.£ ПРОИЗВОЛЬНЫМ Я  , с само- 

. сопряженным Л решается аналогично случаю с дисщзетным спектром. 

Построена модель.

Фиксируется спектральный тип оператора А  (класс эквивалент­

ности спектральных мер ) .  ~6 ряде теорем устанавливается

связь между существованием неприводимых, полвых (без тривиальных 

подпредставлений) представлений и эргодичностью, квазиинвариантнос- 

ты> спектральйвго типа. При этом, т .к .  мы имеем деле с отношением, 

вместо функции, используются Занятия лево-, право-, двусторонне- * 

квазиинвариантной, эргодической меры.

На основании общих результатов о пространствах Лебега показы-
—  ’ ’" Ч  .  -  *

вается существование разложения представления в прямой интеграл 

представлений с эргодической спектральной мерой

Автор выражает благодарность своему научному руководителю 

Юргао Стефановичу Самзйленко за постоянное внимание к работе,

Виктору Семеновичу Шульману за интересное введение в круг вопро­

сов, касающихся содержания последнего параграфа диссертации.

Основные положения диссертации опубликованы в  длецущ их ра­

ботах: ,

1 . Беспалов Ю.Н.~, Самойленко Ю.С. Алгебраические оператори и пари 

саиасопрякенннх операторов, связанных полин зв ал ьн и м  соотноше­

нием / /  функциои. анализ и его прил. -  1991. -  25, вкп . 4 . -
I  тяшт

С. 72-74 .

2 . Беспалов Ю.Н. О самосопряженных представлениях алгебр Осляиияа 

- / /  Укр. мат. журн. -  1991. -  43. И IX.' -  С. І5С 7-І574 .



Ав 25.685
3 .  Беспялзв Ю.Н. Наборы *ртопрзекторзв, с в т із п н н ііх  с а з т н з ш е н и н м и  п  

Укр. ш т .  журн. -  1992. -  44, 3. -  С. 309-317.

4* Бвспалав Ю.Н., Самэйяенко Ю.С.\  Шульма» B.C. О наборах операто­

ров, связанных пзлулинеПиши саптнзшеннями / /  Применение метв- 

цзв функцизнальнзгз анализа в математической физике. -  Киев:

• Ин-т математики АН УССР, 1991. -  С. 28-51.

5. Беспалов Ю.Н. Представления некэторых инвзлютивных алгебр / /

ХУ всесоьз. шк. по теории операторов в функцией, пространствах, 

Ульяновск, 5-12 сент. 1990 г . :  Тез. цэкл. -  Ульяновск, 1990. -

С. 37.

6 . Беспалов Ю.Н. О «-представлениях эллиптических алгебр Огляни-' 

на / /  ХУІ всесэюз. шк. по теории операторов в фунщион. прост­

ранствах, Нижний Новгород, 13-20 сент. 1991 г . :  Тез. докл. -  

Нижний Новгоред, 1991. -  С .,21.

*  7 . Беспалов Ю.Н. Метод индуцированных представленні для инволютив-
* /

пых алгебр / /  IX коллоквиум "Современный групповой анализ. Ме­

тоды і. ирииажения", Нижний Новгород, 24-30 июня 1992 г . :  Тез. 

декл. -  Нижаий Новгород, Х992. -  С. I I .

*

Поди, в печ. 2 1 .06 .92 . Формат 60x84/16. Бумаге тип. Офс. печать. 

Уел. печ. л'. 1 ,16 . Уел. к р .-о тт . 1 ,16 . У ч.-изд. л . 1 ,0 .

Тираж 100 экз. Зак. Z ЪЧ Бесплатно.

Подготовлен* и ітм ч атат*  в Ивстигут* математики АН Украина 

252601 Ю«в 4 , ГСП, ул. Репине, 3

-18-


