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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Розширення сфери застосування в різник галу­
зях техніки та будівництва надувних конструкцій, що являють собою 
поєднання тонких високоеластичних оболонок з твердими тілами, викли­
кає необхідність вивчення їх'різноманітних фізико-механічних власти­
востей.

В цьому зв'язку одними з найбільш важливих є такі дві проблеми:
1) розробка ефективних методів визначення геометричних та фізичних 
характеристик врівноваженого стану подібних конструкцій, в якому во­
ни можуть перебувати під впливом різноманітних силових факторів;
2 ) дослідження власних колиеэнь розглядуваних систем відносно деяко­
го положення рїЕНОЕаГИ.

Основи загальної теорії оболонок із еластомірів викладені в 
працях С.А.Алексеева, Л.І.Езлабуха і В.І.УеюкІна, З.Л.Бідермана,
A.С.Григор'ева, А.ГрІна 1 Дж. Адкінсз, О.М.Гузя, Я.Ф.Черних. Багато 
важливих результатів, що стосуються вивчення великих деформацій та­
ких оболонок, одержано на основі використання наближених методів чи­
сельного аналізу. До них, в першу чергу, слід еіднєсти методи чисе­
льного інтегрування нелінійних крайових задач (А.С.Григор'єв, А.Грін, 
С.А.Кабріц, А.В .КсрОЕЗЙЦЭЕ, A.M. Локощенко, З.Е.Магула, Ю.І.Солодилое,
B.Ф.Терентьев, В.І.Усвкін, Фен, К.Ф.Черних, С.А.Шестериков, Янг та 
інші), методи з використанням скінченноелементної апроксимації непе­
рервних полів (В.Н.Кислоокий, Дж. Оден ). Широке застосування при 
розв'язуванні практичних задач одержав наближений метод, запропоно­
ваний Л.І.Балабухом і В.І.Усюкіним.Більш докладний огляд робіт, при­
свячених розв'язанню задач статики м'яких оболонок Із застосуванням 
згаданих методів, міститься в працях К.Г.Бромштейна, А.С.Григор'єва, 
Ю.Н.Коробанова.

Розв'язанню нелінійних задач динаміки м'яких оболонок на основі 
дискретизації вихідних рівнянь присвячені праці А.Н.ГІльманова, 
Б.В.ГулІна, Ж.М.Сахабутдінова, В.В.Ріделя.

В переважній більшості робіт згаданих авторів розглядаються 
оболонки, що не містять іншорідних включень, йоте декілька робіт 
присвячені вивчення осесиметричних деформацій плоских кільцевидакх 
мембран з жорстким концентричним включенням під дією прикладено! в 
центрі вставки поперечної сили за відсутності будь-якого тиску не 
оболонку ( J.P.ruiten, J.G.Simmonda та T.E.Tezduyar, L.Graui).



С.А.Алексеев та Е.ШзерІн розгляну лі подібну задачу в фізично ліній­
ній постановці при суттєвих обмеженнях на величини деформацій.

Таким чином, задача про визначення положення рівноваги системи 
"тіло-оболонка" в фізично та геометрично нелінійній постановці під 
дією слідкуючого навантаження типу гідростатичного тиску є новою 1 
практично не е и е ч є н о ю . Крім того, серед досліджень, що стосуються 
статики м'яких Еисокоеластичних оболонок, як зі ЕстаЕками, так і без 
них, спостерігається широке застосування чисельних методів математи­
чної фізики, характерними рисами яких є, з одного боку, велика уні­
версальність, в з іншого - необхідність залучення ЕОМ з високою 
швидкодією та е є л и к о ю  оперативною пам'яттю. Тому е и н к к з є  потреба в 
розробці більш простих і економічних методів розв'язання відповідних 
крайових задач. До таких, зокрема, належить варіаційний метод, що 
грунтується на принципі стаціонарності потенціальної енергії меха­
нічної системи, застосований В.А.Троценком до циліндричних та звмк- 
нених в полюсі куполоподібних оболонок обертання. Цей метод відносно 
просто реалізується на обчислювальних машинах і дозволяє отримувати 
розв'язки з високою точністю. Окрім цього, він дає можливість авто­
матично задовольняти досить складні натуральні граничні умови. 
В зв'язку з цим важливим завданням є подальший розвиток цього методу 
стосовно незамкнених б  п о л ю с і  оболонок обертання, що мають абсолютно 
жорсткі вставки.

З числа надрукованих робіт, що стосуються власних коливань по­
передньо деформованих оболонок при скінченних початкових деформаці­
ях, Існують лише поодинокі праці, в яких деформована оболонка зна­
ходиться в неоднорідному напруженому стані. В переважній більшості 
робіт розглянуто випадок однорідно напруженої оболонки ( Ж.С.Єрканов 
і Н.К.Єгоров, В.А.Івович, І.Ф.Киричок, З.К.Стицина, А.Я.Циснський ). 
Таке припущення значно спрощує визначення динамічних характеристик 
оболонки 1 е  ряді випадків дозволяє отримувати розв’язки в замкне­
ному вигляді. Розв’язанню деяких динамічних задач неоднорідно дефор­
мованих м’яких оболонок присвячена робота Дж.Леонарда. При цьому для 
розв'язання нелінійних звдач статики застосовуються методи збурень, 
а розв'язки лінезризованих рівнянь динаміки знаходяться чисельними 
методами. В працях В.А.Троценка розроблено варіаційний метод для до­
слідження вільних коливань нелінійно-пружних оболонок обертання, що 
перебувають в неоднорідному напруженому стані, як з урахуванням вза­
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ємодії з рідиною, так t без нього, Автору невідомі публікації, в 
яких розглядаються вільні КОЛОДПОД неоднорідно деформованих оболо­
нок, що взаємодіють з щщеднаним абсолютно твердим тілом.

а зв'язку з вадевадеденям, задачі цро динамічну поведінку меха­
нічної система "абсолютно тверде тіло, - попередньо деформована виоо- 
коелаотична оболонка" відносяться до числа не досліджених з точки 
аору впливу геометричних та інерційних параметрів тіла, а також пру­
жних властивостей матеріалу оболонки на динамічні характеристики си­
стеми, а отже становлять певний науковий та практичний інтерес.

Мета роботи полягає в розробці ефективних методів дослідження 
статичної та динамічної взаємодії абсолютно твердого дисковидного 
тіла з приєднаною до його бічної поверхні високоеластичною оболонкою 
обертання, включаючи :

- постановку нелінійної задачі статики системи " тіло - м’яка 
оболонка обертання" та розробку варіаційного методу її розв'язання;

- побудову математичної моделі статичної взаємодії тіла з попе­
редньо напруженою осесиметричним чином оболонкою при малих збуреннях 
системи;

- доолідження спільних коливань попередньо деформованої обо­
лонки з короткою вставкою;

- програмну реалізацію розроблених алгоритмів та чисельне роз­
в'язання конкретних задач і встановлення на цій основі меж застосу­
вання іших наближених способів їх роав'яаання, а також виявлення 
основних закономірностей щцщву геометричних те фіеичних параметрів 
конструкції на її статичні та динамічні характеристики.

Наукова новизна дисертаційної роботи полягає в тому, що в ній 
вперте отримані такі результати:

1. Розроблено наближений метод розв'язання нелінійної задачі 
отатики для тонкої високоеластичної оболонки обертання тв концент­
рично приєднаного до неї абсолютно твердого дисковидного тіла, що 
знаходяться під впливом слідкуючого осесиметричного навантаження.

2. Побудовано математичну модель статичної та динамічної взає­
модії тіла з прикріпленою до нього попередньо напруженою осесимет- 
ричннм чином безмоментною оболонкою при малих збуреннях системи.

3. На основі енергетичного підходу запропоновано алгоритм для 
визначення власних частот 1 форм спільних коливань абсолютно твердо­
го тіла з неоднорідно деформованою рівномірним тиском оболонкою.
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4. Наведене спрощені фізично лінійні постановки розглядуваних 
задач для полого деформованих к і л ь ц є е и д н и х  мембран та розроблено ме­
тоди їх дослідження.

Розрахункові формули е и е є д є н і  е  загальному вигляді для всіх не- 
с т и с л и е и х  матеріалів оболонки безвідносно до форми пружного потенці­
алу та початкової конфігурації меридіана серединної поверхні. Чи­
сельні результати одержані для початково плоских к і л ь ц є е и д н и х  мем­
бран, виготовлених з неогуківського матеріалу та матеріалу Муні. Ви­
вчена залежність певних статичних та динамічних характеристик систе­
ми від деяких їх параметрів. Встановлені межі застосування спрощених 
моделей та наближених методів їх дослідження.

Достовірність одержаних в роботі результатів забезпечується:
- використанням незалежних підходів для виведення основних ви­

значальних співвідношень;
- зведенням розглядуваних задач до більш простих, що допуска­

ють ефективне чисельне дослідження з допомогою добре опробованих ал­
горитмів та програм;

а також підтверджується:
- практичною збіжністю запропонованих алгоритмів та контрольо­

ваною точністю всіх виконаних на ЕОМ обчислень;
- перевіркою точності задоволення побудованих розв'язків ви­

хідним рівнянням і граничним умовам;
- порівнянням одержаних результатів з даними інших робіт;
- кількісним збігом розв’язків ряду задач в межах точної та 

спрощеної постановок;
- узгодженістю результатів між собою та несуперечливістю вста­

новлених закономірностей якісного характеру фізичним міркуванням 1 
теоретично обгрунтованім фактам.

Практична цінність роботи полягав в побудові математичних моде­
лей і розробці ефективних методів дослідження взаємодіючих між собою 
та зовнішнім середовищем абсолютно жорстких 1 високоеластичних еле­
ментів тонкостінних конструкцій, що набули широкого використання в 
інтенернїй практиці. При цьому безпосереднє практичне значення ма- 
ять: визначення ферм рівноваги та клпружено-деформованого стану ви­
сокеє .".а стичних оболонок обертання з жорсткими включеннями під дією 
слідкуючого навантаження гідростатичного типу для розрахунку міцнос­
ті елементів конструкції; обчислення власних частот і форм коливань
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шшрад&а «здружених оболонок з вставкою для дослідження впишу 
ав^ршта з о в н і ш н і х  факторів, запобіганню резонансним явищам та. для 
оцінки стійкості положень рівноваги. Значна частина проведених в ро­
боті прикладних досліджень виконана в межах госццоговїрних тем.

Апробація роботи. Основні результати дисертації, доповідались і 
обговорювались на семінарах відділу динаміки та стійкості багатови­
мірних систем Інституту математики АН України ( 1990 - 1992 pp. ) ; 
XVII нуковій конференції молодих вчених Інституту механіки АН Украї­
ни ( с.Кийлів, 1992 p.); спільному семінарі з проблем механіки Київ­
ського університету їм. Тараса ШвЕченка та Інституту гідромеханіки 
АН України (1992 p.); міжнародній науковій конференції, присвяченій 
пам’яті академіка М.П. Кравчука ( м.Київ, 1992 p.); семінврі відділу 
електропрукності Інституту механіки АН України ( 1992 p.).

Публікації. За основними результатами досліджень, викладених в 
дисертації, надруковано вісім наукових робіт [1-8].

Обсяг та структура роботи. Дисертаційна робота складається зі 
вступу, чотирьох глав, висновків та списку використаної літератури. 
Вона викладена на 168 сторінках, включаючи 14 рисунків і 16 таблиць. 
Бібліографічний список нараховує 116 назв робіт.

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ
У вступі подано характеристику актуальності проблеми, що склала 

предмет досліджень, зроблено огляд робіт, а такой аналіз сучасного 
стану проблеми та наявних досягнень.На цій основі визначено мету ди­
сертаційної роботи.сформульовано основні наукові положення, що вино­
сяться на захист, в також дано стислу анотацію всіх глав дисертації.

Глава І присвячена побудові математичних моделей статичної вза­
ємодії абсолютно твердого тіла з гіперпружною оболонкою обертання.

Розглядається механічна система, що складається з абсолютно 
твердого круглого диска радіуса а та прикріпленої до його бічної по­
верхні тонкої оболонки обертання, виготовленої з гіперпружного не­
стисливого матеріалу. Зовнішній контур оболонки 8 радіусом вважа­
ється нерухомо закріпленим. В умовах геометричної та фізичної нелі- 
нійності наведено постановку крайової задачі статики механічної си­
стеми, що перебуває.під дією гідростатичного тиоку Q та приклвдеаої 
в центрі мас диска поперечної сили Р (рис.І,б).Вивчення поведінки 
конструкції під впливом такого типу слідкуючого осесимчтрягчного яв-
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вантаження пов'язане, в першу чергу, з визначенням форми 1 двовісно­
го напруженого стану високоеластичної оболонки. Для цього необхідно 
розв’язати два рівняння статики безмоментної тонкої оболонки

—  ( гТ.) = Т, —  , К  Т, + Ко Т, = Q, Q=C+Dz, (1)
dg ' с da

з такими граничними умовами:
Я2=1, z=0 при s=s,; ^=1, 2itaT1sino{=F+,!ca2Q при s=sQ. (2) «

Тут ot - кут між нормаллю до деформовано! серединної поверхні і віссю 
симетрії системи; z, г - е і д д з л ь  від деякої точки М  серединної по­
верхні оболонки у напруженому стані відповідно до площини закріпле­
ного контуре та осі обертання ( рис.І,б ); а - довжина дуги меридіа­
на недеформованої серединної поверхні, sQ та з ^  значення з відпо­
відно на внутрішньому та зовнішньому контурах (рис.І.а). Зусилля T1t 
Т2 в напруженій оболонці пов'язані з головними ступенями е и д о е к є н ь  

\г, Х3 через пружний потенціал W матеріалу мембрани формулою

Tk=2W  к=1’2, ' (3)

Î A.f+A.I+A.1, I г=\*+л|+Л§ .

В своя чергу, кратності видовжень та кривизни к1, виражаються че­
рез функції r(s) 1 s(s), а також їх перші та другі похідні. Останнє 
співвідношення в (2) еипливвє з умов рівноваги диска під дією осьо­
вої сили, гідростатичного тиску та сил пружної деформвції оболонки.

З позицій теорії малих пружних деформацій, накладених на важ­
кі, будується математичне модель малих, в загальному випадку неосе- 
симетричних, відхилень системи від онесиметричного положення рівно­
ваги; здійснюється постановка відповідних крайових задач в інтегро- 
диференційному та варіаційному формулюваннях та доводиться їх екві­
валентність. В умовах взаємодії з важкою рідиною виводяться ліневри- 
зовані рівняння статики високоеластичних оболонок обертання, які у 
випадку н є б в г о м о ї  рідини чи газу збігаються з лінеаризоввними рів­
няння*® рівноваги оболонок, попередньо деформованих рівномірним тис­
ком. Отримані рівняння являють собою систему трьох лінійних дифзрен- 
ційнех рівнянь в частинних похідних другого порядку зі змінними кое-
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Рис.1
фіцієнтами, що є функціями розв'язків нелінійної осесиметричної за­
дачі статики (і)-(2) та їх похідних по з до третього порядку включно. 
Грунтуючись на основних положеннях статики абсолютно твердого тіла, 
виведено шість рівнянь рівноваги вставки при малих збуреннях системи

ft (ЛІ1 cosct-1,9, slnoOcosT)- (AS+T^OJ, )аіпТ)](1Ь+'!!Пг0оф2= -Д?1,

§[ (ДТ1 созс(-Т 19 ,s іпо()е іпТ]+ (AS+T1Ш1 )ооаТ)]йЬ-'Ш^0(_)ф1 = —ДР  ̂, 

^(AT^lncaT^coscOH-Dm2̂ »  AF3, 4̂)

a^AT^incc+T^e^osotJsin-ndLtita^(Т10созо(0- ~ Da2) = ЛМ1, 
a#(AT1slncf+T181cosoC)cosT)dl-'Kl2(p2(T10coEO(0- і Da2) = АМг, 

a#(AS+T1o)1 )(ЗЬ-2тігф3Т10ооЕо(0 = -ЛМ3 .

Тут ЛТ1, ДТ£, AS; ut, в,- відповідно малі додаткові зусилля та пара­
метри деформацій серединної поверхні оболонки; AFk І ЛМк (к=1,2,3) - 
компоненти додаткових сили та момента відповідно, прикладених в 
центрі мас диска; uQlc, фк (к=1,2,3) - складові Еекторів поступально­
го переміщення диска та кута його малого повороту; т} - полярний кут; 
L- внутрішні контур оболонки; через Т10, Qg та ofg позначено відпо­
відні е є л и ч и н и  на І.

Крім, того компоненти переміщень точок серединної поверхні обо­
лонки и, у, я пов’язані на внутрішньому її контурі з шістьма уза­
гальненими координатами диска такими співвідношеннями:

U= (Uq 1 соsc(+acp2 slnd) соsT>f (Uggсоsd-Opl alrsd) s inTf-U^s tccf ,

+ часові? + ap3 , (5)
W=(U01 віпа-(Зфгсо*Л)со8Т)+ (UQgSlna+CKp, coscOalnTfHl^jSc»* .

Остаться ланкою в постановці крайової задачі статики при мая**
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збуреннях сйстеіїй % граничні умови на зовнішньому ( закріпленому ) 
контурі об&Яснкй

u = т = W = 0 при 3=3,. (6)
ЇЙ&ОДЯЧИ з принципу можливих переміщень, одержано Еаріаційне 

формулювання цієї задачі у вигляді рівняння

6 М  - Ш  = 0 , (7)

де З'Д - віртуальна робота додаткових зовнішніх сил, а П - потенці­
альна енергія механічної системи, що визначається енергією пружних 
деформацій оболонки та роботою гідростатичного тиску. П є квадратич­
ним функціоналом від узагальнених координат диска та параметрів до­
даткового напружено-деформованого стану, які, в свою чергу, залежать 
від розв'язків нелінійної задачі статики (1)-(2) та їх перших .двох 
похідних. З рівняння (7), враховуючи умови (5) та (6), традиційними 
методами варіаційного числення отримано рівняння рівноваги оболонки 
та вставки при малих відхиленнях системи від осесиметричного стану 
рівноваги. Цим показано еквівалентність сформульованої крайової за­
дачі варіаційному рівнянню (7) при виконанні умов (5) і (6). Однак 
варіаційний підхід має низку істотних переваг. По-перше, рівняння
(7) вже не містить третіх похідних від розв'зків задачі (1)-(2), 
внаслідок чого суттєво послаблюються вимоги до якості цих розв'язків. 
По-друге, при розв'язуванні задачі варіаційним методом, натуральні 
граничні умови, а саме такими для варіаційного співвідношення (7) є 
рівняння рівноваги диска, виконуюються автоматично; головні ж гра­
ничні умови (6) та умови спряження (5) досить просто задовольняються 
спеціальним вибором базисних функцій та форм представлення шуканих 
величин у вигляді розкладів по цих функціях.

У главі II розробляється варіаційний метод наближеного розв’я­
зання нелінійної задачі статики (1)-(2). Використовуючи принцип ста­
ціонарності потенціальної енергії механічної системи, її зведено до 
еквівалентної варіаційної задачі для функціоналу

f = i c } ( W f  + Q r 2 fe)da-I' z (Sq ) . (8)
so

на класі функцій, що задовольняють у;,.ови
г(а0) = а, г(1) = R0, z(1) = 0 . (9)

Всі велгчини в (8) та (9) представлені в обезрозміреному еигляді,
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причому лінійні розміри віднесені ДО 31.
Екстремалі функціоналу (8) розшукуються у еигляді

г ' 3 '  =  k l l  * k  V 3 ) ’ r ( S )  ь  ' (S>  +  k l l  \ + q \ [ S ) ’ ■ (1Q )

де 0 .̂(8 ) і vk (s) - базисні функції, підпорядковані умовам

w  = v >  = V ” * k=i*q • (11)
В (8) і (10) через І позначено віддаль від деякої точки М серединної 
поверхні оболонки в початковому стані до осі обертання ( рис.1, а ). 
Для визначення коефіцієнтів х,. з умови стаціонарності функціоналу
(8) маємо алгебраїчну систему нелінійних рівнянь

g(x)=0, х=||х,,х2... х^Ц, g=J І’ (12)

її наближений розв'язок знаходиться методом Ньютона за схемою
Х (П+ 1 )= J.{n)_ y (n) ( H (x (n )) y (n)= g (X <n)) . (13)

Тут п - номер ітерації, Н(х) - матриця Якобі вектора-функції g від­
носно змінних х1? х2, ... х ^  .

Таким чином, задача визначення скінченних осесиметричних дефор­
мацій високоеластичної оболонки обертання з коротким концентричним 
включенням зводиться, в основному, до обчислення квадратур з наступ­
ним розв'язанням систем лінійних рівнянь на кожному кроці ітерацій- 
ного процесу Ньютона. Такий алгоритм може виявитися ефективним лише 
за умови вдалого вибору координатних функцій, які давали б можли­
вість отримувати високоточні розв'язки при невеликій кількості на­
ближень. Раціональний вибір координатних систем тісно переплітається 
з визначенням властивостей шуканих розв’язків, що, в свою чергу, по­
в'язано з наявністю особливих точок у розв'язуваних рівнянь.Для рів­
нянь статики оболонки (1) особливою є точка s=o. Однак безпосередній 
аналіз цих рівнянь є досить складним завданням. Тому дам визначення 
швидкості росту розв'язків нелінійної задачі при а— о досліджується 
структура фундаментальних розв'язків лінеаризованих рівнянь статики 
відносно деякого врівноваженого стану для замкненої в полюсі куполо­
подібної оболонки. Якщо при цьому обмежитись оболонками, твірні яких 
гадаються формулою

50) = з + g,s3+ 5гз5+ ... , (14)

( плоска мембрана; сферичний зегмент; еліпсоїд, гіперболоїд та парз-
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СолоІд обертання 1 т. і.), можна одержати такі представлення для 
функцій 4г та 42, що відповідають малим відхиленням попередньо де­
формованої оболонки в радіальному та вертикальному напрямках:

іг = sf,(з) + sf_(s) Ins + sf,(з) 1п2з + c/s ,
3 , (15)

»Z = r4(S) + r5(s) Ins + f6(3) In 3 .
Через fk(s) позначені ряди по парних степенях з з вільними члена- 
кй. Оскільки лінеариговзнз задача породжена нелінійною, то власти­
вості її розв'язків максимально наближені до вихідної нелінійної за­
дачі, що дозеоляє використовувати асимптотичні представлення фунда­
ментальних розв'язків для побудови раціональних систем базисних 
функцій. Підпорядковуючи розклади (15) граничним умовам (9), можна 
одержати такий координатний базис:

Uj.(3)=(s2-1 >s2k~2 (Jt=1 ,Q1). uq +K(3)=32k~2 ln2s (k=1,q2),
1  ̂ 2

ua ,K(3)=s2k‘2lns (k=1,q,), Y (3)=s - § + -1 -2 - 3 Ins ,
^  J 41 a 3gln3Q

1-а2 ( 1 6 )

T4i+q]S)= S In 3 In §- , Vq(s)=3(32-1+ InS) ,

vlc(3)=3(s2-32)ulc(s) ( k=1,q1-1, q,+1 . q ^ - l , q^q^l.q).

Тут q,, q2, q2- цілі невід’ємні числа такі, що q1+q2+q3=q.
З практичних розрахунків можна зробити висновок, що врахування 

сингулярностей в розкладах (15) та пов'язаний з ним вибір базисних 
функцій у вигляді (16) є суттєвим лише при досить малих значеннях 
радіуса жорсткої вставки. При середніх розмірах диска особливості 
розв'язків в кулі прзктично не проявляються, 1 щукзаі розв’язки 
добре апроксямув'гься регулярними частинами представлень (15), попов­
неними парними степенями s в розкладі г і непарними - в розкладі z. 

Отож за базисні можна взяти такі функції:
uk(s)=3k-1„ vk(3)=(3-30)ult(3) (k=1 ,q) . (17)

З допомогою побудованого алгоритма проведено розрахунки геомет­
ричних та фізичних характеристик деформованих гідростатичним тиском 
і зссзрвдаенов силою оболонок з включанням, які в кедеформоЕзнсму 
стані мають форму кільцевидної мембрани. Всі обчислення проводились
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для матеріалів оболонок, що описуються моделями Трелоара та Муні з 
пружній потенціалом W=0, (Іг-3)+Сг (Іг-3), де 01, С2 - фізи’ш і  кон­
станти. Для обчислення інтегралів використовувались квадратурні фор­
мули Гауса. В результаті відповідного аналізу зроблено висновок, що 
для того, аби запобігти впливу похибок чисельного інтегрування на 
загальну точність обчислювального процесу, слід езяти 20 ЕузліЕ при 
використанні регулярного базиса (17) 1 32 вузли - для сингулярного 
базиса (16). На основі накопиченого досвіді' розв'язання конкретних 
задач сформульована основні принципи вибору початкового наближення в 
ітераційному процесі Ньютона. Побудовано розподіл внутрішніх зусиль 
1 кратностей видовжень ездоеж меридіана деформованої мембрани для 
декількох значень радіуса ec ts ekh. Зазначено, що при малих віднос­
них розмірах встзеки е околі внутрішнього контура спостерігається 
ефект примекового шару, коли основні параметри капружено-деформовзно- 
го стану зазнають стрімких змін. В той же час при однакових наванта­
женнях розмір вставки майже не ЕплиЕає на значення внутрішніх зусиль 
і ступенів видовжень поблизу закріпленого контура. Встановлено, що 
при визначенні форш деформованої оболонки всі вставки, радіуси яких 
не перевищують 1% від зовнішнього радіуса мембрани, можуть вважатись 
точковими включеннями.отримувана при цьому похибка не перевищує о,її.

У главі III здійснено постановку та розв'язання задачі про 
спільні коливання абсолютно твердого тіла в формі круглого диска та 
прикріпленої до його бічної поверхні високоеластичвої оболонки обер­
тання, попередньо деформованої рівномірним тиском довільної інтенси­
вності. Спираючись на принцип Даламбера та результати першої глави, 
виписано рівняння малих кслиезнь системи "тіло-оболонка" відносно 
деякого осесиметричного положення рівноваги, а з них одержано крайо­
ві задачі на власні значення для кожного класу коливань (чисто- 
зсувні, осесиметричні, неосесиметричні). Проаналізовано ускладнення, 
з якими доводиться стикатись при дослідженні Еласних коливань систе­
ми, безпосередньо користуючись рівняннями її руху, та обгрунтовано 
доцільність застосування енергетичного підходу. При цьому компоненти 
переміщень представляються у ВИГЛЯДІ

N  К о  N Ы0

^ к ї і  W k ? 1  ^ N + A + k ’  7= k§1 Ч я+к71с+ к§1 % N + k *N + k *
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N Ыо

*=Ji WkVkSi<WW (18)
Тут qk=qk(t) - узагальнені координати механічної системи; û , 

vk, wk - спеціально вибрані базисні функції, що залежать лише від 
просторових координат; К - деяке заздалегідь відоме ціле невід'ємне 
число, що визначається кількістю накладених на систему геометричних 
в'язей, які не вдається задовольнити з допомогою одних тільки базис­
них функцій; N - довільне натуральне число. Воно визначається в про­
цесі розв'язання задачі, виходячи з двох суперечливих умов: необхід­
ності максимально точної апроксимації шуканих е з л и ч и н ,  д л я  чого слід 
нарощувати кількість базисних функцій, з одного боку, а з іншого - 
потреби постійно обмежувати їх число, е и х о д я ч и  з обчислювальних 
особливостей ЕОМ.

Оскільки розклади (18) задовольняють головні граничні умови (6) 
та умови спряження (5) - які з точки зору аналітичної механіки є 
геометричними (голономними) в'язями, накладеними на систему, то її 
рівняннями динаміки є рівняння Лагранжа другого роду. Підстановкою в 
них q(t)=x exp(ipt) (тут t - уявна одиниця, р - частота власних ко­
ливань, х - власний вектор) задача зводиться до алгебраїчної пробле­
ми власних значень з симетричними матрицями

( А -  рг В ) х = 0 , (19)

дгп » її вгт
А = -----  , В = — —  ( kfJ-1,SML) .I 4J>4} І і <4̂ 4,, І

Для кожного із згадуваних типів коливань спрощуються умови спря­
ження, вирази для потенціальної та кінетичної енергій, виписується 
конкретний вигляд розкладів (13) та елементів матриць А і В, а також 
адійснюється програмне реалізація розроблених алгоритмів для оболо­
нок, які в недеформованому стані мають вигляд плоских кільцевидних 
мембран. При визначенні необхідних характеристик попереднього напру- 
жено-деформованого стану застосовується варіаційний метод, описаний 
в главі II. Досліджено вплив різних джерел похибок обчислювального 
характеру на швидкість збіжності обчислювального процесу і точність 
одержуваних результатів, а також зроблено якісний аналіз поведінки 
гласних частот і {орм коливань при зміні деяких параметрів конструк-
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ції. Виявилось, що із збільшенням маси естзеки власні частоти, змен­
шуючись, швидко прямують де деяких своїх асимптотичних значень. Ос­
танні можна знайти, розв'язуючи задачу про власні коливання тієї ж 
системи З нерухомою В С Т 8 ЕК0 Ю. Звідси теоретично е и в о д я т ь с я  нерівнос­
ті, що пов’язують власні частоти з їх асимптотичними значеннями, і 
слугують одним Із можлиеих способів контролю достовірності чисельних 
результатів.
• В главі IV за рахунок відмови від фізичної нелінійності ( внут­

рішні зусилля в оболонці приймаються лінійно залежними від деформа­
цій ) при збереженні геометричної нелінійності (повороти нормалей до 
серединної поверхні при статичних деформаціях вважаються немалими ) 
здійснюється спрощення визначальних співвідношень на випадок, коли 
оболонка обертання має вигляд плоскої кільцевидної мембрани.

Для визначення геометричних та фізичних характеристик полого 
деформованої оболонки отримана нелінійна крайова задача в термінах 
функції напружень і прогинів. Для її розв'язання застосовується ме­
тод степеневих рядів. На відміну від опублікованих результатів роз­
в'язання подібних задач в деяких частинних випадках осесиметричного 
навантаження знайдено рекурентні співвідношення, що дозволяють об­
числити будь-який коефіцієнт розвинень шуканих величин в ряди, якщо 
відомі перші два коефіцієнти. Останні знаходяться методом послідов­
них нвближень із розв'язку двох трансцендентних рівнянь.

Як і у випадку довільних попередніх деформацій та переміщень 
системи побудовано математичну модель статичної взаємодії абсолютно 
твердого дискв з полого деформованою оболонкою під впливом малого 
додаткового навантаження. Наводяться інтегро-диференційне та варіа­
ційне формулювання задачі в термінах функції напружень 1 нормального 
переміщення. Дається геометричне та механічне тлумачення граничних 
умоЕ змішаної задачі теорії пологих оболонок у випадку абсолютно 
жорстких границь. Отримане варіаційне рівняння за формою повністю 
збігається з (7), проте як незалежні тут виступають варіації функції 
напружень та прогину. На підставі принципу Даламберв варіаційне рів­
няння статичних збурень використовується потім при дослідженні 
спільних коливань полого деформованої оболонки з жорсткою вставкою 
відносно осесиметричного положення рівноваги. В такий спосіб визна­
чення власних частот і форм коливань зводиться до Еідаукання стаціо­
нарних значень деякого функціоналу J(®,vr) від додаткового поперечне*
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го зміщання я точок серединної поверхні та функції напружень Ф. Для 
розв'язання останньої задачі використовується метод Рітца. В резуль­
таті стримано такі системи л ін ій н и х  р і в н я н ь :

і і - Е з = р2 С і , Вті + Н у = 0 . (20)
Тут А,В,С.,К - матриці, що функціонально залежать від базисних функ­
цій та даягаа параметрів полого деформованої оболонки; х та у - век­
тори коефіцієнтів розкладів Рітца нормального переміщення та функції 
напружень відповідно; р - частота Еласних коливань. Задача (20) може 
Оути З Е в д еи а  до послідовного розв'язання матричного рівняння ХН=В 
відносно матриці X, що на практиці означає розв’язання системи лі­
нійних рівнянь з кількома праними частинами, та алгебраїчної пробле­
ми власних значень ( і + X В1 )х = р2 С х  з симетричними матриця­
ми. Остання задача подібна д о  (19), однак має меншу розмірність.

Ефективність запропонованих підходів та розроблених на їх осно­
ві формульних схем ілюструється численними прикладами комп'ютерних 
розрахунків. Шляхом зіставлення результатів, одержаних на основі то­
чної та спрощеної моделей, встановлено межі застосування теорії не­
великих осесиметричних деформацій плоских високоеластичних мембран, 
що мають жорсткі включення, як при розрахунках статичного стану, так 
і при визначенні динамічних характеристик системи при її малих коли­
ваннях відносно даного положення рівноваги.

Із характеру збіжності наближених значень частотного параметра 
зроблено висновок, що власна частота є мвксиміном для функціоналу 
Л Ф,и ). Цей факт узгоджується з загальними результатами змішаних ва­
ріаційних задач для пружних систем, якщо вихідна задача формулюється 
в термінах функції напружень і переміщень оболонки.

В межах застосування спрощеної моделі дістали підтвердження всі 
факти, встановлені раніше з використанням загального підходу.

В з а к л ю ч н і *  ч и і ї і ш і  д и с е р т а ц і ї  в и к л а д е н о  о с н о в н і  р е з у л ь т а т и ,  

о д е р ж а н і в  р о б о т і ,  т а  сф о р м у л ь о в ан о  еисноеки, з р о б л е н і  н а  п і д с т а в і  

ц их р е з у л ь т а т і в .

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ
В цій роботі на основі нелінійної та лінеаризованої теорі* тон­

ких і'іперпружних оболонок вперше досліджено задачі, пов'язані а ста­
тичною та динамічною взаємодією оболонок обертання та концентрично 
приєднаних ло них абсолютно твердих дисковидних тіл.
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При цьому одержано такі основні результати :
1. Для широкого класу м’яких нелінійно-пружних оболонок оберта­

ння з жорстким концентричним включенням розвинуто варіаційний метод 
визначення їх врівноваженої конфігурації та напружено-деформівного 
стану під дією гідростатичного тиску та прикладеної в центрі мас 
Еставки поперечної сили.

2. Проведено якісне дослідження властивостей розв'язків лінез- 
ризованих ріЕнянь статики і на цій основі побудовано дві системи ко­
ординатних функцій ( регулярну та сингулярну ) в варіаційному мето­
ді, що дозволило отримувати рівномірну збіжність як для самих роз­
в'язків, так і для їх перших двох похідних.

3. Дано Інтегрс-диференцІЯне та Еарізційне формулювання задачі 
статики системи "тіло - попередньо напружена оболонка" при малих 
відхиленнях від осесиметричного положення рівноваги, ЕКЛЮЧЗЮЧИ вивід 
лінеаризованих рівнянь статики для оболонки та абсолютно твердої 
вставки, умов спряження для додаткових переміщень на лінії з'єдьання 
оболонки з тілом, а також виразу для потенціальної анергії си.стемк.

4. На основі енергетичного підходу розроблено алгоритм для ви­
значення Еласних частот і форм чисто-зсувних, осесиметричних та не- 
осесиметричних колиевнь неоднорідно деформованої рівномірним тиском 
оболонки обертання з жорсткою вставкою. Запропонований метод дає 
можливість розраховувати нижчі частоти та форми власних коливань з 
високою точністю при відносно невеликій кількості наближень.

5. Запропоновано спрощені фізично лінійні постановки розгляду­
ваних задач для полого деформованих осесиметричним чином кільцевид- 
е и х  мембран та розроблено методи їх дослідження.

6. Проведено чисельні розрахунки для оболонок, які в недеформо- 
ваному стані мають вигляд плоских кільцевидних мембран 1 виготовлені 
з матеріалу Муні.

Одержані результати дозволяють зробити такі висновки :
1. При розрахунках статичних осесиметричних деформацій тв пере­

міщень оптимальним є регулярний Оазис, якщо відношення радіуса 
Еставки до радіуса зовнішнього контура мембранного кільця не менше
0.2, 1 - сингулярний базис/якщо це відношення менше 0.2 .

2. При цьому розмір вставки суттєво впливає на найружено-де- 
формсваний стан оболонки в околі її внутрішнього контура 1 майже не 
впливає в околі зовнішнього (скріпленого) контура.
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3. Для кожного значення радіуса вставки і типу навантаження іс­
нує таке відношення матеріальних констант потенціалу Муні (С,/С,) , 
що при всіх Сг/С1<(Сг/С1)„ існують нестійкі положення рівноваги, а 
при всіх Cg/G1>(0£/Cl )щ е с і  стани'рівноваги стійкі.

4. Залежність власних частот неоднорідно напруженої оболонки з 
е с т з в к о ю  від інтенсивності прикладеного статичного навантаження, а 
отже і від величини початкових деформацій розтягу, не носить моно­
тонного характеру, що зумовлено взаємовпливом факторіЕ зміни геомет­
рії оболонки та її напруженого стану.

5. При збільшенні маси абсолютно твердої е с т з е к и  від 0 до <и за 
умови незмінності інших параметрів системи її е л з с н і  частоти пада­
ють, наближаючись до деяких своїх асимптотичних значень, а форми ко­
ливань мало відрізняються від певної граничної конфігурації. Перші 
два тони антисиметричних коливань і найнижчій! тон чисто-зсувних та 
осесиметричних осциляцій при цьому вироджуються.

6. Із збільшенням числа п окружних хвиль при неосесиметричних 
коливаннях зростають і відповідні частоти. У випадку, коли п переви­
щує 1, вставка перебуває е стані спокою і не коливається.

7. Теорія пологих оболонок дає прийнятні з інженерної точки зо­
ру результати при розрахунках параметрів нвпружено-деформованого ста 
ну, коли максимальний прогин статично деформованої к і л ь ц є е и д н о ї  мем­
брани з вставкою не перевищує 10Ж е і д  ширини мембранного кільця, а 
при визначенні самої формі рівноваги та власних частот коливань - 20
- 25 відсотків. Це свідчить про надзвичайно широкі межі застосування 
закону Гука при пружних деформаціях розтягу еластомірів.
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