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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Под условием конечности 

в теории групп понимается такое свойство, присущее всем конеч­

ным группам, что существует хотя бы одна бесконечная группа, 

которая этим свойством не обладает.

Хорошо известными условиями конечности являются: условие 

локальной конечности, условие минимальности и максимальности 

для подгрупп, условие локальной нормальности, условие конеч­

ности специального ранга группы и другие. Большой вклад в 

изучение групп, удовлетворяющих различным условиям конечности 

внесли работы А.И.Мальцева, С.Н.Черникова, В.С.Чарина, Д.И.Зай­

цева, Р.Бэра, Д.Робинсона и других.

Одним из класических условий конечности является условие 

минимальности для подгрупп. С.Н.Черниковым были изучены обшир­

ные классы групп с условием минимальности для всех подгрупп« 

всех абелевых подгрупп, всех неабелевых подгрупп, всех нормаль­

ных подгрупп, всех субнормальных подгрупп и других. Д.И.Зайцев 

изучал группы с условием минимальности для подгрупп фиксиро­

ванной ступени нильпотентности и разрешимости.

Однако условие минимальности является весьма сильным 

ограничением, так как ни одна из непериодических групп, оче­

видно, ему не удовлетворяет. Д.И.Зайцевым были введены слабые 

условия минимальности и максимальности, которые являются обоб­

щением обычных условий минимальности и максимальности. I\а 
были описаны локально разрешимые группы со слабым условием
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минимальности для всех подгрупп, локально почти разрешимые 

группы со слабым условием минимальности для неабелевых под­

групп, а также установлена равносильность слабых условий мини­

мальности и максимальности в классе локально почти разрешимых 

групп.

В этом аспекте естественно возникает вопрос об исследова­

нии нильпотентных и разрешимых групп,а также их обобщений, 

со слабым условием минимальности для подгрупп, имеющих фиксиро­

ванную ступень нильпотентности или, соответственно, разрешимо­

сти. Задаче изучения строения таких групп была предложена 

автору Д.И.Зайцевым. Её решению и посвящена настоящая диссер­

тация.

Цель работы. Изучение строения обобщенных ниль­

потентных и разрешимых групп, удовлетворяющих слабому условию 

минимальности для нильпотентных и разрешимых подгрупп, имеющих 

одну и ту же ступень нильпотентности, соответственно, разреши­

мости.

Методика исследования. В работе при­

меняются методы, конструкции и результаты теории групп и теории 

модулей.

Научная новизна.В диссертационной работе 

получены новые теоретические результаты, в частности:

- доказана нетривиальность центра локально нильпотентной 

группы, у которой централизатор конечно порожденной подгруппы 

является группой конечного ранга;

- доказана гипернентральность локально нильпотентной груп­

пы с конечно порожденным централизатором элемента;
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- изучены локально нильпотентные группы со слабым условием 

минимальности и максимальности для нильпотентных подгрупп 

фиксированной ступени нильпотентности;

- выяснено строение радикальных ( в частности, разрешимых ) 

групп со слабым условием минимальности для двуступенно разреши­

мых подгрупп.

Теоретическая и практическая 

ценность. Диссертационная работа носит теоретический 

характер. Полученные результаты могут быть применены в теории 

бесконечных групп, а также быть использованы при чтении спе­

циальных курсов по алгебре.

Апробация работы. Результаты диссертацион­

ной работы докладывались на семинарах по теории групп Институ­

та математики АН Украины ( Киев, 1988 - 1992 гг.), на Киевском 

алгебраическом семинаре ( Киев, 1991 - І992 гг.), на УІ симпо­

зиуме по теории колец, алгебр и модулей ( Львов, 1990 г.), на 

Международной конференции по алгебре ( Барнаул, 1991 г.), на 

на алгебраических семинарах Ужгородского и Днепропетровского 

университетов ( Ужгород и Днепропетровск, 1992 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в работах [I - б] , список которых приведен в 

конце автореферата.

Структура и объем работы. Диссертация 

состоит из списка обозначений, введения, трех глав, разбитых 

на 13 параграфов, и списка использованной литературы. Общий 

объем составляет 74 страниц машинописного текста. Библиография 

содержит 46 наименований. Используется сквозная нумерация пара­
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графов, нумерация утверждений ведется по номерам параграфов.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении даны краткий обзор работ по теме диссертации, 

обоснование актуальности темы и формулируются основные резуль- - 

тати работы.

В первой главе диссертационной работы изучаются нильпо- 

тентные и локально нильпотентные группы, содержащие такую ко­

нечно порожденную подгруппу, централизатор которой имеет конеч­

ный ранг. В §1 приводятся необходимые определения, а также из­

вестные теоремы, используемые при доказательстве результатов 

главы I. В §2 изучаются локально нильпотентные группы, в кото­

рых централизатор некоторой конечно порожденной подгруппы удо­

влетворяет заданному условию конечности. В случае нильпотонт- 

шх групп имеет место следующее утверждение, дающее полное их 

описание.

Теорема 2.1. Для того чтобы нилыютентная группа 

была группой конечного ранга С конечно порожденной группой, 

черниковской группой,'минимаксной группой ) необходимо и доста­

точно, чтобы централизатор некоторой её конечно порожденной 

подгруппы был группой конечного ранга ( конечно порожденной 

группой, черниковской группой, минимаксной группой ).

Как показывает следующий пример, теорема 2.1 для произволь­

ных локально нильпотентных групп не верна.

Пусть А - * (, *• •• *< 0ц>«- - бесконечная элемен­

тарная абелева p -группа и В - < Ь> - бесконечная никличес-
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кая группа. Определим полупрямой произведение Q  - А А В 

следующим образом: а/’ - QA , » ntl t Оп при п ■» Q ,

Тогда (5- - локально нильпотентная группа бесконечного ранга, 

в то время как её централизатор Cg С&) ' <0,7 я < Ь? имеет 

конечный ранг. Заметим, что группа Q- имеет нетривиальный 

центр /£Т£)= (0,}. Оказывается, этот факт справедлив и в 
общем случае.

Теорема 2.2. Пусть G- - локально нильпотентная груп­
па и F - некоторая её конечно порожденная подгруппа. Если 
нейтрализатор С g (f‘ ) имеет конечный ранг, то центр группы 

(5- отличен от единиш.

Легко видеть, что свойство иметь конечный ранг для центра­

лизатора конечно порожденной подгруппы F  не сохраняется при 

переходе к произвольным фактор-группам группы G  . Тем не 

менее справедлива

Теорема 2.3. Если локально нильпотентная группа 6~ 

содержит такую конечно порожденную подгруппу Р , что центра­

лизатор С G (f) имеет конечный ранг, то централизатор 

^ Є/£ ( F г* / г?) образа подгруппы Р в фактор-группе

G/Z группы G  по её центру /Г также имеет конеч­

ный ранг.

В §3 первой главы с помощью ряда лемм, представляющих и 

самостоятельный интерес, доказывается, что аналогичное утверж­

дение справедливо и для фактор-группы £/Т  группы G- по 

её периодической части 7" .

Теорема 3.1. Цусть (? - локально нильпотентная 

группа с периодической частью - некоторая её



конечно порожденная подгруппа. Если ранг централизатора 

подгруппы F* в группе (5 конечен, то ранг иентралиэатОра 

С Q t Т ' ^ ^ ̂  ^  образа подгруппы f1 в фактор-грушіе 

Q / T  также конечен.

Эта теорема позволяет сводить изучение произвольных Ло­

кально нильпотентных групп с централизатором конечного рані’а к 

изучению таких локально нильпотентных групп без кручения.

В §4 изучаются локально нильпотентные группы без кручения 

с централизатором элемента конечного ранга. Здесь устанавлива­

ется, что ранги всех факторов верхнего центрального ряда группы 

G- с натуральными номерами не превосходят числа Ґ , если 

ранг централизатора С д (4) равен Г . В случае, когда 

F’ ( "f ̂  - циклическая подгруппа группы (- , то имеет мес­

то следующее утверждение.

Теорема 4.1. Если в локально нильпотентной группе 

(9 без кручения централизатор С £  C-f) некоторого элемента 

f в группе Q* имеет конечный ранг, то она гиперцентраль- 

на.

Когда Q  - произвольная локально нильпотентная группа, 
то вопрос о гиперцентральности этой группы решается в §5 этой 

главы.

Теорема 5.1. Пусть (>• - локально нильпотентная 

группа и Р - некоторый её элемент. Если централизатор С q (4) 
элемента /  в группе (&- имеет конечный ранг и все силовс- 

кие подгруппы периодической части і (Ce(f)) иентрализвтора 

C q (-f) конечны, то G- - гиперцентральная группа.
Из теоремы 5.1 вытекает следствие, описывающее строение
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произвольной локально нильпотентной группы с конечно порожден­

ным централизатором элемента.

Следствие 5.1. Цусть &  - локально нильпотентнея 
группа и -р - некоторый её элемент. Если централизатор С ̂  С/) 
элемента 4 в группе Q- является конечно порожденной подгруп­
пой, то группа G- - гипериеитральна.

Д.И.Зайпев показал, что локально нильпотентные группы, 

содержащие подгруппы ступени нильпотентности С и удовлетво­

ряющие условию минимальности для подгрупп ступени нильпотентно* 

ти с являются черниковскими группами, т.е. почти абелевыми 

группами с условием минимальности для подгрупп. І'Кі было показа­

но, что локально нильпотентные группы со слабым условием мини­

мальности или максимальности для абелевых подгрупп ( нильпо*- 

тентных групп ступени нильпотентности С = / ) минимаксны. На­

помним, что группа минимакна, если она обладает конечным субнор­

мальным рядом с факторами, удовлетворяющими условию минималь-
4

ности или максимальности для подгрупп.
*

Во второй главе диссертации изучаются локально нильпотент­

ные группы, содержащие нильпотентные подгруппы ступени нильпо­

тентности С , С > і и удовлетворяющие слабому условию 

минимальности или максимальности для подгрупп ступени нильпо­

тентности с • В §6 приводятся необходимые определения, 8 

также известные утверждения, используемые при доказательстве 

результатов главы II. §7 этой главы посвящен изучению нильпо» 

тентных групп, содержащих подгруппы ступени нильпотентности 

С , С > 0 и удовлетворяющих слабому условию минимальности 

или максимальности для подгрупп ступени нильпотентности С .
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Доказано, что нильпотентные группы с таким условием минимаксны.. 

( теорема 7.1 ). Более того, если в нильпотентной группе G- 
все подгруппы ступени нильпотентности с имент конечные ран­

ги, то и группа G- также имеет конечный рані.
В §8 доказана следующая теорема.

Теорема 8.1. Цусть Q- - локально нильпотентнея перио­
дическая группа, содержащая подгруппу ступени нильпотентности 

с , с * О .
а). Если группа удовлетворяет слабому условию мини­

мальности или максимальности для подгрупп ступени нильпотентно­

сти С , то она черниковская.

б). Если в группе G- все подгруппы ступени нильпотент­

ности С имеют конечные ранги, то группа Q- также имеет 

конечный ранг.

<>ги утверждения представляют собой некоторый аналог 

известной теоремы А.И.Мальцева о локально нильпотентных группах, 

все абелевы подгруппы которых имеют конечный ранг, а также тео­

ремы Д.И.Зайцева о локально нильпотентных группах, удовлетво­

ряющих слабому условию минимальности для абелевых подгрупп.

В §9 приводится пример, показывающий, что результаты 

теоремы 8.1 не имеют места в случае, когда (з- - произвольная 

локально нильпотентнея группа. Показано, что существует гипер- 

центральная группа G  без кручения, обладающая для каждого 

натурального числа С нильпотентной подгруппой ступени

нильпотентности С и имеющая бесконечный ранг, у которой 

каждая нильпотентная подгруппа ступени нильпотентности с 

является конечно порожденной группой ранга не выше <5 С .
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В частности, группа G- обладает следующими свойствами:

а) удовлутворяет слабо ду условию минимальности для под­

купи ступени нильпотентности С і

б) удовлетворяет слабому условию максимальности для под­

групп ступени ылпотентности С ( и даже условию максимальнос­

ти для подгрупп ступени нильпотентности С );

в) все нильпотентные подгруппы ступени нильпотентности с 

группы G- имеют конечные ранги ( теорема 9.1 ).

В связи с результатам;. Д.И.Зайцева о группах, удовлетворя- 

щих условию минимальности для рьзрец.им,.х подгрупп ступени раз­

решимости $и с результатами главы ІІ дюсэртации представляют 

интерес группы, удовлетворяющие слабому условию минимальности 

для разрешимых подгрупп ступени разрешимости St . Изучению 

таких групп и посвящена глава III диссертации. Е.§10 приводят­

ся необходимые определения, а также известные теоремы, .исполь­

зуемые при доказательстве результатов глави III. В §11 рассма­

триваются разрешимые группы со слабым условием минимальности 

для двуступенно разрешимых подгрупп ( неабелевых разрешимых 

подгрупп ступени разрешимости Л = 2. ).В этом параграфе излага­

ется один из основных результатов диссертации, который сформу­

лируется следующим образом.

Теорема ІІ.І. Пусть (у - неабелева разрешимая 

группа. Если группа G- удовлетворяет слабому условию мини­

мальности для двуступенно разрешимых подгрупп, то она мини­

максна.

Важную роль при доказательстве теоремы II.I играет следу­

ющее утверждение, представляющее и самостоятельный интерес.
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Л е м м a II.I. IfrcTb G- = A M  . где А - двуступенно 

нильпотентная нормальная подгруппа и М максимальная абеле­

ва подгруппа группы G- . Если каждая двуступенно разрешимая 

подгруппа группы G- минимаксна, то группа 6■ также минимак­

сна.

Из этой теоремы и результатов работы Н.С.Черникова вытека­

ет следующее утверждение.

Следствие II. I. Неабелева локально конечная группа 

(J , удовлетворяющая слабому условию минимальности для дву­

ступенно разрешимых подгрупп, черниковская.

Группа £  называется радикальной, если она обладает воз­

растающим рядом нормальных подгрупп с локально нильпотентными 

факторами. Изучению таких групп со слабым условием минимально­

сти для двуступенно разрешимых подгрупп и посвящен §12 этой 

главы.

Теорема 12.I. Неабелева радикальная группа Q- , 

удовлетворяющая слабому условию минимальности для двуступенно 

разрешимых подгрупп, минимаксна.

В связи с теоремой 12.I естественно возникает следующий 

вопрос: будет ли локально разрешимая группа со слабым условием 

минимальности для двуступенно разрешимых подгрупп минимаксной? 

Отрицательный ответ на этот вопрос дает пример локально поли- 

циклической группы без кручения бесконечного ранга, у которой 

все разрешимые подгруппы полиииклические, построенный Ю.И.Мерз- 

ляновым.

В 513 ( заключительном параграфе ) приводится пример раз­

решимой группы ступени разрешимости 3, удовлетворяющей слабому
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условию минимальности для разрешимых подгрупп ступени 3 и не

являющейся минимаксной группой.
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ны в следующих работах:

1. Зайнев Д.И., Онищук В.А. О локально нильпотентных группах 

с централизатором, удовлетворяющим условию конечности //

Укр. мат. журн. - 1991. - 43, №7,8. - С. 1084 -1087.

2. Зайцев Д.И., Онищук В.А. Локально нильпотентные группы с 

централизатором конечного ранга // УІ симпозиум по теории 

колеи, алгебр и модулей: Тез. сообщ. - Львов, 1990. - С.55.

3. Онищук В.А. Локально нильпотентные группы с централизатором 

элемента конечного ранга // Международная конференция по 

алгебре: Тез. сообщ. - Барнаул, 1991. - С.77.

4. Онищук В.А., Сысак Я.II. Локально нильпотентные группы, 

удовлетворяющие слабому условию минимальности или максималь­

ности для подгрупп фиксированной ступени нильпотентности // 

Укр. мат. журн. - 1992. - 44, №3. - С. 384 - 389.

5. Онищук В.А. О локально нильпотентных группах с централизато­

ром конечного ранга // Укр. мат. журн. - ( в печати ).

6. Онищук В.А., Сысак Я.II. Группы, удовлетворяющие слабому ус­

ловию минимальности для двуступенно разрешимых подгрупп // 

Укр. мат. журн. - ( в печати ).

Aria Iff. 0. №г?9виям .
А. Н У  о С Р I



ОНИЩУК ВЛАДИМИР АЛЕКСАНДРОВИЧ 

ГРУППЫ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЕ СЛАБОМУ УСЛОВИЮ МИНИМАЛЬНОСТИ

ДЛЯ НИЛЫЮТЕНТНЫХ И РАЗРЕШИМЫХ ПОДГРУПП
і •

01.01.06 - математическая логика, 

алгебра и теория чисел

АВТОРЕФЕРАТ

диссертации на' соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук

г
I» ,
Подписано к печати 6.07.92. Формат ,60x84/^6.Бум.тип.Ns I. 

Печ.офсет,Усл.печ,л.0,90.Усл.кр.от.Г,13.Уч.*эД.л.0̂95. 

Тираж 100. Заказ 256.

Маиинно-офсетная лаборатория Львовского государственного 

университета, 290602, Лхврв, ул. Университетская, I. (



4*9tof



Ав 25.712


