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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Математические модели, описывающие реаль­
ные процессы механики, физики, химии и других областей современ­

ного естествознания.,в большинстве случаев являются нелинейными 
дифференциальными уравнениями в частных производных (ДУЧП). Мето­
ды классической м«.тематической физики, как правило, малоэф|>ектив- 
ны при изучении нелинейных ДУ. Точные решения многих уравнений 
математической физики могут быть построены с помощью метода С.Ли, 
основанного на идее понижения размерности уравнений, обладающих 

высокой точечной симметрией. Симметрия многочисленных уравнений 
изучена в работах С.Ли, Д.Биркгофа, Л.В.Овсянникова, П.Олвера, 
В.И.Фущича, Н.Х.Ибрагимова и многих других ученых.

С помощью алгоритма С.Ли можно найти лишь некоторое узкое 
подмножество точных решений исследуемых уравнений. Сравнительно 
недавно в работах В.И.Фущича и его учеников был предложен новый 
метод, основанный на концепции условной симметрии. Используя этот 

метод,удалось значительно расширить симметрию некоторых ДУЧП и 
получить их новые точные решения.

Данная работа посвящена исследованию условной симметрии не­

которых нелинейных уравнений математической физики, часто исполь­
зуемых в прикладной математике.

Цель работы. Исследовать лиевскую, условную и нелокальную 
симметрию нелинейного уравнения теплопроводности, обобщенного 
уравнения Кортевога-де Фриза и уравнений газовой динамики. Исполь­

зуя операторы & -условной симметрии, провести редукцию исследу­
емых уравнений. Построить семейства их точных решений.

Общая методика исследования. В работе применяются теорети- 
ко-алгебраические методы исследования еимметрийных свойств диффе­
ренциальных уравнений в частных производных, теория алгебр Ли, а 
также другие методы математической физики.

Научная новизна. В диссертационной работе получены следуп- 
-щке т я т  результаты:

Я.. Иездедэяана нелиевская симметрия нелинейного уравнения 

тТбГСЯОЯГОвОДМвСТН и построены его точные решения.
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2. Для одномерного нелинейного уравнения теплопроводности 
построены неявные, нелокальные ензаш, редуцирующие исходное урав­
нение к обыкновенным дифференциальным уравнениям, а также указан 
метод размножения решений нелинейного уравнения теплопроводности 
при помощи нелокальных преобразований.

3. Решена задача групповой классификации для обобщенного 
уравнения Кортевега-де Фриза и установлена его условная симметрия 
относительно операторов Галилея.

4. Исследована Q. -условная симметрия уравнений газовой 
динамики и получены некоторые классы его точных решений.

5. Система нелинейных уравнений диффузии при помощи нелокаль 
ной замены сведена к скалярному нелинейному уравнение теплопровод­
ности, что позволило построить для исходной системы нелокальные 
анзяцы, редуцирующие ее к системам обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Найдены точные решения исследуемой системы.

Теоретическая и практическая ценность. Основные результаты, 
полученные в диссертации, являются новыми и могут быть использова­
ны для решения прикладных задач теплофизики, фильтрации, газовой 
динамики и других областей теоретического естествознания.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 
семинарах отдела прикладных исследований Института математики АН 
Украины.

Публикации. Основные результата диссертации опубликованы в 
работах f I - 5 ] .

Структура и объем работы. Диссертатионная работа состоит из 

введения, двух глав, заключения и списка основной использованной 
литературы, содержащего 87 наименований. Объем работа 69 стра­
шні машинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОта

Во введении дан краткий обзор работ, относящихся к теме дис­
сертационной работы, обоснована актуальность рассматриваемых за­
дач, приведены основные результаты работы.

В первой главе исследована умовная и нелокальная симметрия
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нелинейного уравнения теплопроводности и обобщенного уравнения 
Кортевега-де вриза. Описаны анзацы, редуцирующие данные уравнения, 
и построены их точные решения.

В 5 I рассматривается нелинейное уравнение теплопроводности

Теорема I. Уравнение (I), при F ( u ) ~  и  , Q -условно 
инвариантно относительно операторов

По операторам (2) построены анзацы, с помощью которых уравнение 
(I) с F(u)<- и редуцировано к обыкновенным дифференциальным 
уравнениям (ОД/), Построены точные решения исследуемого уравнения.

Все результаты, полученные для уравнения (1)^обобщены на мно­
гомерный случай

и0 + и  й и  —  О .

Теорема 2. Нелинейное уравнение теплопроводности

ид + F ( U )  Ut1 =  0 . ( I )

Q1 =  Xjdg * и д 1 ,

Q2 =  t j d g  f  2 х 1а д 1 * 2 и г ди

fTD д1 t {Т ії ди ,
Q„ =  f2F g д1 * L (u ) (?и ,

(2)

Qs - tn и 0U , 

Qs =  * о д, + * ід и .

рде L(u) - решение уравнения 

u L  + L L

ug + dt( u~^ U1) ■= О (3)



Q -условно инвариантно относительно оператора 

Q -  дд -  2W(<Xt )U ^ ди , (4)

где W(jc1) - некоторое решение уравнения W ' “ W2 ■
Анзац

и =(y>(xt ) - x 0 WUf))2 ,

построенный с помощью оператогт (4), редуцирует уравнение (3) к 
уравнении Ламе

(р" = W(xf)y> .

Во втором параграфе изучена нелегальная инвариантность нели­
нейного уравнения теплопроводности

и, =» д} ( F(и) и 1 )

при не к в то ріг» конкретных значениях F (и) . 
Для уравнения (5) с F(U) — и ~ 2

иг

(5)

(6)

при помощи нелокальных преобразований,связывающих его с линейным 

уравнением теплопроводности

*■ t ~  л *  ’

Построены нелиевские анэацы вида

U(xt , х ,)  -  (Хс Х1 + x 1h ( u ) ) y 1, co = t

(7)

Уг

exP (x0v +  tp(u»~ х , ,

П х г0 -<- 1)
и(Хл ,Х . )  =  — ---- ---- 75--------- - > U)=V.XZ+1) ,

0 xf (2(x*+1) /!гЫи))-х0т) с
2

exp ( } arctgxQ -  <рм)~ * ,< *!*»  *  *

(8)

(9)

4



где T * * t( x  Xf )  -  функциональный параметр, а функции <р и h  
связаны соотношением

А =  Ф/<р .

Анзацы (8), (9) редуцируют уравнение (6) к уравнениям Риккати для 
функции h :

к  +  h  2  * =  СО ,

к  + Л 2 — - jj- Л , Л =  const .

Описан метод, позволяющий получить формулы нелиевского размноже­
ния решений нелинейного уравнения (б). Например, с помсяцьв данно­
го метода получены формулы

\ г . г 1 ,з г ди(х.,т )  
a) u<xg , x f ) =  -  [и<хд,г>] [ .- j f — ]  ,

г * S  <I0>
в) ии»лі)-та“/*и*.

€)i ~  f 

f  2
где и , и -решения (6), а функция V^V< x0 t a1) определя­
ется соответственно из условий

a) U<XC, X) =  x'ff ,

в) &t(xc,z)+ Xf[u(Xff,T)]3 =  о .

Получена формула размножения решений уравнения (5) при 

f ( u )  -= » (  f(~ « ) »  Г(Ч)) .

Она имеет вид

где параметр Г= Z(xg ,x f) является решением уравнений

5
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і
t f  U(X0, t )

Xs -  f ( t n  Vf )  b L  .

Формулы (10), (II) применены для получения нових решений соответ­
ствующих нелинейных уравнений теплопроводности.

Для уравнения (5) с нелинейностью F(u)-*u /3 построены не­
локальные анзацы

1) и — ( *  у * и 0 »  Л/г ,

2) (* ,  + p f(x0 ) ) ( ф g(xe) ) S/* =  - Г ф 5(и»  + <р5Ш ) ,

Л>= <р*и0 )+ т , «  и ,
(12)

3) Гх, * <Р*(х0)Х</>г(Хе))3/**= j [ ^ s(v)]^(p*(u})dv  ,

и) «  <рг(х д)  * <р*(г), rf -  и  ,

которые невозможно получить с помощью операторов, принадлежащих 
лиевской алгебре инвариантности исследуемого уравнения. Анзацы 
(12) использованы для редукции (5) к системам ОДУ и построения 
частных решений исследуемого уравнения.

В 5 3 проведена групповая классификация обобщенного уравне­
ния Кортевега-де бриза

ив + f(U )U * * u 11f -  О . (13)

Доказана теорема.

Теорема 3. Уравнение (13) & -условно инвариантно относи­
тельно оператора галилеевского типа

Q “ л ” <?f + Ф (Х }, и ) du  , т=const г (14)
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если
Jz* к г  ~x

1. f ( u )  ~  Af u ^  + J , <P ( u ) = ( - j J )  № ,

2. f (u ) =  (A1f n u ) u * ,' K, Ф ( и ) - ( к Я }) * и  ,
2 !z* JL____ _

3. f(u)=(XfarcsinU +I2X f - U ) 2 , <P(«)=(x-tf)V l-u*' , (15)
.££. .і ____

4. /’to; = 6lf Л rsk a * isX1+ г , ’РШ)™ (*Af) */Ь ц г',
. і

5. f ( u ) =  At u  , Ф(и)=*(кЛ1)  * ,

6. При <“J уравнение (ІЗ) Q. -условно инвариантно относитель­
но оператора

&  ,Q ^ O A X g }  df +• Ф(и)ди , Л -  const ,
-2

если f (u )= f(u y P  Си), где F (u) определяется выражением

F ' -  £  - С Ф Ф ' )  " ,

где Ф ( и )  -  произвольная функция.
По операторам теоремы 3 построены анзацы, редуцирующие (13) 

с соответствующей нелинейностью f ( u )  к ОДУ. Получены ітгрокие 
классы точных решений уравнения (13).

Вторая глава диссертации посвящена изучению симметрии урав­
нений газовой динамики и системы нелинейных уравнений диффузии.

3 первом параграфе исследована <2 -условная симметрия сис­
темы уравнений, описывающих одномерное иззнтропическое движение 
газа

Г ив -  и а ,, -  f  (/»/>, -  0 , (1б )

[ Л + uf i l  + f i u i ” 0  • -

Теорема 4, Система (16) при ^Л2р  Q -условно
инвариантна относительно оператора



дд +и01+Л3[(Л і/ 2->Лг )<7а . (і?)

-2  _ у
Теорема 5. Система (16) при f = f i  (Л^ +jlzj i )  Q -услов­

но инвариантна относительно оператора

а  «  дв + и* ,* Л3 ди - ty> . (18)
л1*0

Теорема 6. Система (16) при произвольном f(jO ) Q -ус­
ловно инвариантна относительно операторов

йо операторам условной инвариантности (17)-(19) построены анза­
цы, редуцирующие систему ДУЧП (16) к системам ОД/. Получены широ­
кие классы точных решений системы уравнений (16). Некоторые из 
результатов, полученных для (16), удалось обобщить на многомерный 
случай.

Во втором параграфе предложен способ построения нелокальных 

анзацев для системы нелинейных уравнений диффузии

С помощью нелокальных преобразований система уравнений (20) 
сведена к нелинейному уравнению теплопроводности (•5). 'Квл-дие»с- 

кие, так и Q -условные операторы уравнения СЗ)'*иоп{мгаэоввны 
для построения налкевских анзацев системы '2 0 1. 'Ооув̂евтаявяягрч- 
дукция (20) к системам ОД/ m получены «к m o w  точних реиеіійй.

В заключении кратко «̂ермулироведы результаты диссертаирсж-- 

ной работы.

Q f ~ -  д0 + Ли/>ди + Лр2д/> , 
Сг - dg + Adu i-Auf~*d/> . 

* *  f  d1 + Л dp  .

(19)

(20)
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