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ОЕЩДЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблет. В современной строительств. >._̂гно - к 
приборостроении широко используются конструктивные элемента : 

виде пластин и оболочек. Во мвогих случаях их эксплуатация соп­
ровождается значительными динамическими воздействиями, приводя­
щими к возбуждению колебательных режимов, характеризуемых проги­
бами, сравнимыми с толщиной элемента. Исследование возникающих 

при этом динамических состояний момет быть выполнено только с 
позиций геометрически нелинейной теории пластин и оболочек. В 
нелинейных системах дале ари гармоническом воздействии могут 
реализовываться многие сложные ре аилы колебаний: периодические, 
квазиперисдические, хаотические. Этот факт важно учитывать в ин­
женерной практике В'силу двух обстоятельств: во-первых, СЛОЖИ! і 
режимам колебаний соответствуют сложные напряженно-деформирован­
ные состояния, сказывающиеся на надежности и долговечности эле­

ментов конструкции; во-вторых, это свойство нелинейных объектов 
может служить конструирующим началом, позволяем организовать 
полезные типы движений. В частности, квазипериодические режимы 
колебаний используются в устройствах механического преобразова­
ния частоты. Поэтому разработка методики изучения устойчивости в 

бифуркаций нелинейных колебаний пластин и оболочек при различных 
параметрах внешнего воздействия является весьма актуальной теме? 
научных исследований.

Цель работы состоит в разработке, реализации на 2Ш и при­
менении к решению инженерных задач численной методики исследо­
вания устойчивости и квазипериодических бифуркаций нелинейных 
колебаний плаЬтин и оболочек при периодическом возбуждении.

Научая новизна. На1 основе расчетных динамических моделей 
с несколькими степенями свободы разработана методика построена 
и исследования устойчивости периодических и квазипернодкчесюа 
режимов колебаний, методика построения ответвляп̂ася в точкгд 
бифуркащм квазипериодических решений. Вышлены и проанализиро­
ваны особенности квазипериодических режимов колебаний пластин к 
оболочек, обусловленные взаимодействием изгиСкых форм; получены 
новые данные об устойчивости указанных режимов колебаний.

Достоверность результатов, полученных в работе определяет-



ся использованием обоснованной геометрически нелинейной модели 
динамического деформирования тонких пластин и оболочек, дости­
жением внутренней сходимости результатов при сгущении конечно- 
злементной сетки и увеличении числа степеней свободы расчетных 
целимо дальних моделей, сравнением решений, полученных различны­
ми. методами, а такав сопоставлением с известными теоретическими 
и экспере ментальными результатами.

Практическая ценность. Предложенная методика члеєиного 

исследования вынужденных нелинейных колебаний пластин и оболо­
чек может использоваться при расчетах тонкостенных конструкций. 
Применяемые динамические модели позволяет учесть плпвшо харак­

тер деформирования срединной поверхности. Учет высших времен­
ных гармоник даез возможность получить динамические характерис­
тики пластины и оболочки, отражающие особенности поведения кон­

струкции, связанные с комбинационными резонансами между различ­
ными нагибными формами. Разработанная численная методика реали­
зована в программном комплексе, позволявшем решать широкий класс 
задач, воаникапцих в машиноприборостроении и строительстве.

Диссертационная работа выполнена в соответствии с общим 
планом исследований, проводимых на кафедре строительной механи­

ки и в Проблемной научно-исследовательской лаборатории тонко­
стенных пространственных конструкций Киевского инженерно-строи­
тельного института. Результаты работы внедрены в инженерную 

практику.
Апробация работы. Основные результаты, полученные в ходе 

заполнения диссертационной работы доложены на 49, 50, 52 науч- 
ис-практических конференциях Киевского инженерно-строительного 
института (Hhqb, 1988, 1989, 1991 гг.), на республиканском се­
минаре мпдгщыт ученых по рролемам механизации и автоматизации 
земляных работ в строительстве (Киев, 1988 г.), на научно-прак­
тической конференции по пространственным конструкциям (Ростов­
ка- Дэну, 1988 г.).

Публикации. Основное содериние диссертации отражено в 4 
работах.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из пяти глав,
заключения, СПИСКа ИСПОЛЬЗОВаННОЙ Литературы ИЗ 221 наимвяпианя
а приложения, изложена на 112 страницах машинописного текста , 
— держит 28 страниц рисунков и 8 таблиц.
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осяоию в содержание работы

Парий развел (маявши) содержит краткий обзор основных 
этапов развитая методов построения дискретних меделей, описыва­
ющих нелинейные динамические процессы в тонкостенных конструк­
циях. и методов исследования устойчивости и бифуркация нели­
нейных колебаний механических систем. Показано, что тема нас­
тоящей диссертации является актуальной, сформулированы цель 
диссертации и основные направления исследований.

Теоретической основой методов построения динамических мо­
делей тонких пластин и оболочек является геометрически нелиней­
ная теории оболочек. Ее основы заложим в трудах а а Болотина, 
А. С. Воль мира, К.З. Гадимо ва, Э.И. Григолжа, 1)1 Муотари,
С. П. Тимоненко, Донелла. Т. Кармана и других авторов.

Классические континуальные модели оболочек допускают точ­
ные репэния только дія отдельных случаев, поэтому при решении 
практических задач необходимы! является переход к рассмотрению 
дискретных моделей распределенных систем.

Нелинейные колебания пластин и оболочек на базе дискретных 

моделей с одной или двумя степенями свободы исследовались в ра­
ботах а а Болотина, А. С. Воль мира, а а Григолика, ЯМ. Григо- 
ренко, а Г. Кильдибекова, а Д. КуОенко, аРейссиера, Д. Эвансе на.

Одно и двумерные модели позволили выявить ряд особенностей, 
характерных для нелинейных колебаний пластин и оболочек: несим- 
метрию отклонений оболочек относительно их яедеформироваеного 
состояния, зависимость частот собственных колебания и иестюсти 
от амплитуды колебаний, срывы колебательного режима при резо­
нансах, стоящие и бегущие волны. Однаяо эти модели, как показа­

ли исследования a  J5, Кубенко, а Д. Смирнова и других, не позво­
ляют описать и выявить физические эффекты, обусловленные взаи­
модействием различных собственных форм «здвбаяий.

Исследовать объекты со сложной геометрией и нагрузкой поз­
воляет их дискретизация на основе метода конечных элементов 
(УНЭ) или конечных разностей (МКР). Развитию УКЭ посвящены ра­
боты А. С. Городецкого, а Ф. Образцова, А. С. Сахарова, Дх. Арги- 
роса, а Бате, О. Зенкевича, Р. Клафа. йонечнораздостный подход 
использовали а А. Баженов, а А. Гоцуляк, a Й. Гуляев, Е а Еа-
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лишвкли. Необходимо атштктъ, что изучение нелинейных колебаний 
тонкостенных конструкцій на базе полной конечнозлементной или 
конечноразностной модели затруднительно, так как требует боль­
ших затрат ресурсов ЭВМ. Избежать этих трудностей можво путем 
редуцирования на основе метода обобщенных координат. Такой под­

ход в настоящее время является даминкрухцш.
Основы нелинейной динамики заложены в работах А. Пуанкаре,

Z. Е. Лэренца, Ван-дер-Поен. Аналитические методы нелинейной ме- 
Гіники, разработаные А. А. Андроновым, ЕЕ Боголюбовым, м. м. Кры- 
:.'ным, А. У. Дйпуновым, JL М. Мандельщгаївюм, UA. Митропольским, 
..Д.Папалевси, Е.П.Попова,позволяют выполнить качественный 
-Гілиз повед ения глдаоявжиявйннх систем. Дія исследования су- 
-ественно нелинейных систем в настоящее время применяются чис- 
:.£юшв методы: гармонического баланса, малого параметра, мед- 
:е:-а:о изменяющихся' амплитуд, асимптотические методы, метод 
:рсдолжвния по параметру и другие. Мэтсд продолжения по пара- 
jtf'Tpy был предложен Д. &  Давиденко и развит в работах а  Е Гри- 
голзока, &  И. аьлашшгаа, Е И. Гуляева и других авторов.

Многочисленные теоретические и зкспере ментальные исследова­
ния показывает, что только при малой интенсивности внешнего воз­
действия в гибких пластинах и оболочках возбуждаются гармоничес­
кие колебания. С ростом нагрузки происходит потеря устойчивости 
периодических колебаний с последующим переходом в закритические 
режимы, как регулярные - периодические, квазипериодические, так 

и нерегулярные - хаотические. Теории бифуркаций посвящены рабо­

ты А. А. Андронова, ЕЕ Вайнберга, А.Е Ляпунова, В. А. Треноги- 
на, Е Якоби. Дх. Дтзефа, Е Яосса, Е Хшфа я ряда других ав­

торов.
Необходикз отметить, что только глобальные доследования 

эволюции динамических состояний, включая бифуркации и закрити- 
чесное поведение, могут дать ответ о физической реализуемости 
тех или иных режимов. Поэтому актуальной в прикладном отношении 
и перспективной в научном плаве представляется разработка эф­

фективных методов исследования устойчивости ■ бифуркаций нели­
нейных колебаний пластин и оболочек при периодическом воздейст­
вии.

Ва втором разделе излагается численная методика формирова­
ния нелинейных поличодальних дискретных динамических жделей
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пластинчатых и оболочечных элементов конструкций. Приняты сле­

дующие допущения: максимальные прогибы шест порядок толщины 
(средний изгиб); деформации остаются малыми (сохраняется спра­
ведливость закона Гука); материал конструкции считается одно­

родным изотропным; не учитываются эффекты, связанный с распро­
странением угфугих волн в срединной поверхности; используется 
допущение о недеформируемости нормали и линейной аппроксимации 

перемещений по толщине; полагается, что частотный диапазон наг­
рузки охватывает несколько низших собственных частот линейных 
колебаний конструкции.

Континуальная динамическая модель формируется на основе 
вариационного принципа Гамильтона. Преобразование континуальной 
модели в дискретную производится на основе конечноэлементной 
аппроксимации в сочетании с методом обобщенных координат.

В настоящей работе в качестве базового при построении мо­
делей используется шестигранный конечный элемент с полилинейной 
аппроксимацией перемещений. Для улучшения свойств юнечноале- 
ментвой модели используется моментная схема конечных элементов,
раяряЛптяииая Д. С. СЗХЯРОВЫМ.

фи формировании редуцированной дискретной полимодальной 
динамической модели оболочки используется следующий вариант ме­
тода обоОщртпплг координат.

В качестве базиса выбираются несколько низших собственных 
форм изгибяых колебаний, хорою аппроксимирующих нагибные сос­
тавляющие поля перемещений, и дополнительные функции для повы­
шения точности аппроксимации мембранных составляющих поля пере­
мещений при конечных прогибах. Добавки к мембранным составляю­
щим определяются из линейной краевой задачи с оравой частью, 
представлящей дополнительную нагрузку, обусловленную значите­
льными прогибами оболочки и выраквнную квадратичной формой от 
нормальных премег#ний срединной поверхности. Таким образом поле 
перемещений представляется в виде:

uf,1 Я і  ft ) . o Z ’  у і ( * )+  ьЪ  V * У і- М  У; ft і- (1)
Здесь - вектор изгибных перемещений, характеризуют* прогиба 
и углы поворота нормали, вектор мембранных перемещений,
характернаупщй тангенциальные смещения в касательной плоскости, 
и*1, й р  - основные базисные функции (изгибные собственные фор­
мы), дополнительные базисные функции, характеркгупдаг ге-
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смэтрическую нелинейность, yj_(t) - обобщэннью перемещения.
На основании представления (1) выполняется редуцирование 

полной конечноэлемевтной системы уравнений двидиптя конструк­
ции. Учет сил диссипации производится согласно модели частотно- 
независимого демпфирования (модель Фойхта). В итоге изучение 
нелинейных периодических и квазипериодических колебаний пластин 
и оболочек сводится к задаче о построении и исследовании перио­
дических и квазнпериодических решений системы обыкновенных не­
линейных дифференциальных уравнений второго порядка:

<Ji* 1і і Уі +  cot Hi*  УіУІ+Кс yj У i  Уг =  'Kpt <*>) ( 2 )

где 2 Si - коэффициент демпфирования, » i  - собственные частоты,
і '.у К с - матрицы квадратичной и кубической нелинейности (дня 
пластин Kv » О), * , со - параметры, характеризующие интенсивн­
ость и частоту внешнего воздействия, Pi - вектор обобщенной Т- 
периодической во времени нагрузки (Т = 2®7to).

С помощью изложенной методики были построены динамические 
модели защемленной квадратной пластины, шарнирно-опертой цилин­

дрической панели и печатной платы (защемленная прямоугольная 
пластина); подтверждена их достоверность.

В третьем разделе рассмотрены метода численного построении 
траекторий, описывающих эволюцию регулярных колебаний. Матема­
тически эта задача сводится к нахождению вектор-функции обоб­
щенных координат, являющейся решением системы (2) и удовлетво-

* ,м я “  „ r ^ W C t . n T , » }  (3)

в случае периодических колебаний, и условию
1 ы С t, д) г у (w t  j up* "С jX") (4)

в случае квазипериодичесюрс колебаний. В выражении (4) вектор- 
функция , Л) удовлетворяет условиям

yCVij =  У Су>*+гЯГ,<Рг > V ;  </г ft * Л Л ) = 9 Ч г ^ , л )
• ( 5)

При этом периоды Т = 25Г/и> и Т„ = 2$ГЛл>- рационально незави­

симы. Семейство решений y(t-,M системы (2), удовлетворяющих 
условию (3) или(4), представляется кривой реакций.

Рассматриваемой задаче (2) ставится в соответствие опера­
торное уравнение

? (у ,Л 1  = о . (6)
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Вели при определенных значениях параметра  ̂к , характеризующего 
интенсивность внешнего воздействия, известно приближеннее реше­
ние у*. уравнения ( 6 ) ,  то решение, отвечавшее 7 ^ ^  - Л*. + ы , 
инэтся в виде:

У*-»! - Ух.+ [ FxJ " [ F  (у*, Ли) + (Я*.. *«.) аЛ J  (?)
где F ̂ и - производные Фреше оператора F.

Исходя из известного состояния Д., у., меняя пошагово па­
раметр х » можно проследить соответствующую Эволюции динамиче­
ских состояний. В настояний работе в качестве исходного обычно 
выбиралось либо ненагружвнкое состояние хе = 0, ус = 0 (при 
построении периодических режимов), либо значения д и у в ок­
рестности бифуркационной точки, полученные методаыи теории вет­
влений (для квазипериодичееких режимов).

Изложенный подход реализован как а пространстве состояний 
путем решения ряда задач Ноши (для периодических колебаний), 

так и в частотной области на основе представления искомого ре­
шения в виде отрезка ряда Фурье (для периодических и квазипери- 
одических колебаний).

Точки на кривых состояний, в которых линеаризованный опе­
ратор F у уравнения (6) вырождается, является особыми. 3 них 
выражение (7) неприменимо, и возможно ветвление кривых состоя­
ний. Построение кривых реакций сопровождается анализом устой­
чивости получаемых решений, проводимом путем исследования ус­
тойчивости тривиального решения уравнений в вариациях и осно­

ванного на теоремах устойчивости по первому приближению. В 
пространстве состояний заключение об устойчивости делается яри 
помощи анализа мультипликаторов матрицы монодромии, а в частот­
ной области при помощи характеристических показателей.

Для исследования устойчивости квазипериодичееких колебаний 
использовались характеристики, полученные при помеел численного 

интегрирования уравнений движения (2): дискретные спектры, фа­
зовые траектории, отображения Пуанкаре. Их реакое изменение при 
малом изменении параметра нагрузки свидетельствует о потери ус­

тойчивости кваз«периодическим режимом колебаний.
В четвертом разделе работы исследуется перестройка основ­

ного динамического состояния на границе области неустойчивости, 
переход с периодического на квазипериодический режим колебаний.

Для анализа перестройки основного динамического состояния
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в бифуркационной точке предложена численная методика, конкрети­
зирующая Применительно К ЕОДИМОДалТ'ННЫ Динамическим 
развитый X  Йоссом и Дв. фюзефом подход, основанный на исполь­
зовании метода рядов и альтернативы Фредгольма.

Для удобства построения выполняются в локальной форме. При 
атом X» >• + **, а десь X»- значение параметра, соответствующее 
точке бифуркации. При переходе от динамических переменных к фа­
зовым система, дифференциальных уравнений (2) примет дидт

** і ft"» А, X ) (8)
где для функции правых частей выполняется условие периодичности.

Пусть и - произвольное возмущение решения х системы (8), 
ооответстЕ-.тшре аэменешо амплитуды нагрузки на д>, тогда

U*-f«(t,A.*|U) + ^ift.A^Uj f (g)

где V  ft, *X,U) = f r-t, U) - fit ft, A* , и ) - нелинейные чле­

ны, вызванные наличием в системе (2) билинейного и трилинейного 
операторов. Оператору Та (t, д> (•) отвечает касательная матри­
ца, вектор N(t, , и) выражается через операторы Kv h К с сис­
темы (2), вектор-функции обобщенных перемещений и собственные 
функции спектральной задаю

?СА*)5=КГ> , (10)
где 3 e - d C ' ^ t  + f* ; а критической точке <Г » іі.иь_

JScfloe решение уравнения (9) представимо в виде:

+ 2Г (11)
где 'S- - Т-периодическая собственная вектор-функция
спектральной задачи ( ' f  ( л*. t) - собственная вектор-функция 
сопряженной задачи), вектор-функция w ортогональна собственному 
пространству спектральной задачи,

фи определении z используется метод проектирования. Для 
получения Сисртогональнрго разложения представление (11) под­
ставляется в (9) и выполняется ряд преобразований с учетом 
при этом свойств ортогональности функция V собственному под­
пространству. Затем переходим к новым переменным;

o - » e - * Y t ,  a * , * , * ; ;  Г & ,дЛ,г,Г), (12)
где jf - комплексная, а Г - вещественная Т-периодические функции.

I'j Г ищутся в виде полиномов третьей степени (что соот­
ветствует "точному" в рамках принятой нелинейной модели пред­
ставлении). В итоге приходим к выражениям:
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* ' < • ос/=*/*£: гіцл.дл) г ^ £ * *  (12)
***** Г K̂7/Z *

где * “ ҐІК + функции от їЧт ; Г’-ц,- - р)К + функции от
rt„ (1 + m < j + k - 1).

Сункции f t  И Г ; л  получаем путем  решения ДИффереНЦИЗЛЪНЫХ 

уравнений , _  . в
+ rffa-ij + o-Ki ft* + в ^ = а  (14)

П*«. - * «  ( t ,  дХ І Г і * }  +  К ї ї  Гііе. + Bj!c = о
Т-периодическаа функция 8-t * и вектор-функция В j к выражаются че­
рез операторы К̂, Кс и собственные функции > к J .

Уравнения (14) решаются в дза этапа. Сначала находятся фун- 

vâ al ї'*киГ*к* Д-03 которых (j,k) - (1,1), (0,2), (2,0), затем 
вычисляются неизвестные ранее функции S;̂ _ и Е̂*_ для i ] ,k) =
* (1,2), (2, 1), (0,3), (3,0) и определяются функция У;к и
Гj K с этими коэффициентами. Если для нахождения всех функций уы 
необходимо режгь семь уравнений, то для нахождения функций Г*ж, 
учитывая свойства сопряженности, достаточно решить четыре урав­
нения.

1фи вычислении функций Yi* и Г;* при (j,k) = (2,1) в силу 
вырождения задачи для Yit и невыполнения условия ортогональнос­
ти для Г г* и ■£* выполняются дополнительные построения.

Аналитические выражения для функций а (-ь,£; и йУСъс} могут 
быть представлены в вида:

г (*,£)* £ e^pCvCu?„^£?§‘jtl +

+х; Vjk (*>л* с£))?}Г<єхр{ і с у к )Г“>.

(15)
У/Си є) ПкС*.4* (е)]еі'*К(:*р{і-С>- х)

(
Здесь є - произвольно выбираемый радиус бифуркационного тора, 
лХ (с) - соответствующее выбранному Є приращение амплитуды наг­
рузки (между £ и д> существует ваа'ашо однозначное соответст­
вие) , €гд выражается через th и пар.̂метры критической точки и 
используется при вычислении второй основной частоты квазиперио- 
ДИЧЄСКОЙ фикции £А>„ Ш .

Суммируя Т-периодическую вектор-функцию обобщенных переме­
лений у и квазкпериодическую вектор-функцию и получаем искомое 
квазипериодическое решение в окрестности особой точки. Далънай-
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пая эволюция квав апериодического режима исследуется методом про­
должения по параметру в частотно* обдаст

В пятом разладе излагаются результаты исследований периоди­
ческих и квазнпериодических режимов нелтрйяну колебаний пластин 

и оболочек под действием равномерно распределенного по поверх­
ности нормального давления, интенсивность которого изменяется 

во времени по гармоническому закону, их устойчивости и бифурка­
ций.

Посколыф пространственная конфигурация нагрузки является 
симметричной, то докритические р«ты представляет собой симмет­
ричные в пространстве колебании я описываются симметричными 
формами. Р-зимы с несимметричной пространственной конфигурацией 
возбуждайте а лишь при определенных значениях параметров нагруз­
ки и в настоящей работе не рассматривается.

&  рис. 1, а-д представлены результаты исследований комби­

национного резонанса второго порядка менду первой и шестой собс­
твенными формами колебаний защемленной квадратной пластины. Схе­
ма пластины я узловые линии для трех симметричных форм приведены 
на рис. 1 а. Анализ проводился в окрестности соответствующей кри­
тической частоты + Ше )/2 = 2,405. Здесь йГ,ш 1,000 и
йГ4 ш 3,810 - относительные (в долях первой) собственны: частоты.

Кривые реакции, соответствующие относительной частоте наг­
рузки » и> /  и>і. - 2,6 приведена на рис. 1 б. По оси абсцис 

отложена величина w, равная максимальному значению безразмерного 
(» ■ \foax/h, h - толшина) прогиба в центре пластины, достигаемо­
го в процессе колебаний. Пэ оси ординат отложено значение пара­
метра интенсивности внешнего воздействия л. Кривая реакции О - 
А-В-С соответствует режиму периодических колебаний, она построе­
на с помощью метода продайте кия по параметру в пространстве сос­
тояний. Участки кривых реакций соответствующие устойчивым режи­
мам колебаний проведены сплошной линией, неустойчивым - пункти­
ром. Точки А и В являются особыми. В точке А происходит "жест­
кое", а в точке В - "мягкое" возбуждение квазипериодических ко- 

•Еебав.-й. Перестройка динамического состояния в окрестности бифур­
кационной точки исследовалась с помощью описанной выше методики. 
Участок кривой B-D-A соответствует режиму кваэипериодических ко­
лебаний, он построен с помощью метода продолжения по параметру в 
частотной области.
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Поведение пластины при комйинациоааом резонансе значительно 
усложняется вследствие взаимодействия форм колебаний. ®урье-ана- 
лиа показнкает, что кроме состаьляхвдх движения с частотой й? 
по первой форма созсуздаются сосї<*:-..м*іщиє с частотой (<£'-ей,}, а 
по шестой - (5? + **£). аго выоьапи олиаостыо указанных комбина­
ционных частот к соответствующим соОстве̂ныы частотам. їй рис. 1в 
построена зззаекмоеть между интенс*й.чоетыь нагрузки и значением 
Егорой сіВТОНОШІОЙ частоты колебаний

Результаты исследований показали, что при одинаковых пара­
метрах внешнего воздействия в конструкции могут реализовываться 
разное типы колебаний. Установление в системе того или иного ди­
намического состояния оирадаляется последовательностью нагруде- 
кпя конструкции (ала видом начальных условий). Даышй факт гово­
рит о том, что корректный анализ доведения нелинейных динамичес­
ких систем еозможєіі только аа оазе ЭБо-̂ацнонного подхода.

Зышеиглохгиное иллмстрмруетей рисунками 1 г,д на которых 
приведены завистгости "вреш-ьрогио", спектры, фааовые траекто­
рии и отображения Пуанкаре для периодического и почти периодичес­
кого режимов колебании при Я =  3,25- 103и с о -  £,б.

Рассматривались вынужденные колебания шарнирно-опертой пря­
моугольной е плане пологой цилиндрический идоили (pile, і  е-к). 
Анализ показал, что в рассматриваемой окрестности критической 
частоты 23*2?*= ( <St + a>u)/Z -  2,845 ь пространственно-временную 
конфигурацию основного режима колебаний главный вклад вносят че­
тыре симметричные изгибные формы (1-2, 5-я, 7-я, 11-я). Пере­

численных форы достаточно для описания основного Т- периодичес­
кого движения, бифуркационного квазипериодического и ЗТ-перио­
дического ДЗЩЇЙНИЙ.

На примере колебаний рассматриваемой панели исследовалось 
явление потери устойчивости квазипершдических колебаний с пере­
ходом с субгармоническое ЗТ-периодическое движение (Т = 2SZ/u>).

На рис. 1 ж приведены кривые реакций для частот нагружения 
С = ",820 і потеря устойчивости не происходит) и W * 2,815 (по­
теря устойчивости происходит). Кривые О-А-В и 0-E-F описывают пе- 
риодичесіше колебания, кривые В-С-А и F-H-G-E - кпазипериодичес- 
!Оіе, а кривые, проходящие через точки D и I - 37-иериодаческие. 
Эволюция режимов колебаний панели при частоте йГ= 2,820 аналогич­
на вышеописанной ззолщии колебаний защемленной пластины. Шреход
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на режим ЗІ-периодических кс-вебаний при этой частоте аоамошн 
лишь при конечных возмущениях 7-периодического или квагшзерисди­
че ского динамических состояний. При частоте нагрузки «-> а 2,815 
картина существенно меняется. При достиж;ши шалюй особой точки 
Е произойдет "жесткое" возбуждение ЗГ-пераодагмскнх колебания. 

Возврат на основной режим возможен толыш поело выхода за пре­
дельную точку 37-периодических кслеОакіій. При умгныьзшт нагруз­
ки з бифуркационной точке F произойдет перестройка 7 периодичес­
ких тле Саний в кзазипериодические. Однако она Устойчивы в срав­
нительно небольшом интервале нагрузки, к в дальнейшем произойдет 
их перестройка в ЗТ-периодические колебания (переход Я-I на 
рис. 1 ж). Исследования показали, что указанный переход сопро­
вождается очень быстрым изменением характеристик движения. При 
данных параметрах нагрузки он необратим. 3 работе проанализиро­

ваны условия возникновения потери устойчивости.
На рис. 1 з показаны зависимости между нагруз;сой и автоном­

ной частотой колебаний. При частоте <*- 2,820 кривая A-C-D анало­
гична кривой, построенной для защемленной пластины (рис. 1 в).
Но если там при уменьшении нагрузки частота сов возрастает, то 
при колебаниях панели - убывает. Это связано с тем, что комбина­

ционная частота (-<*>.) для плаетшш Солыг &>, , а для панели 
- меньше. То есть в процессе эволюции квазипериодических колеба­

ний соответствующая расстройка уменьшаете?. При частоте »
* 2,815 частота "стремится" к з начеши: 2/3 ш , ив точке К 
происходит ае резкое изменение.

На рис. 1 и,к приведены зависимости "время-перемещение", 
спектры, фазовые траектории и отображения фанкарс для квааипе- 
риодических ( >•= 19,0, 5Г=* 2,815) и ЗГ-периодических О» 16,0, 
ZZT = 2,815) колебаний. Характерной особенностью колебаний пане­
ли звляется присутствие статической составляй#̂ с ее динамичес­
кой реакции. Эго sbBsauo наличием в уравнениях движения квадра­
тичной не линейности.

Известно, что значительная часть (до 40 Z) отк. -.os радиоэ­
лектронной аппаратуры обусловлена влиянием вибрации а несущие 
элементы, а том числе и на печатные монталшие платы. Частоты их 
механического резонанса лежат в пределах воамупрщих частот внеш­

них воздействий, существующих на объектах эксплуатации. Поэтому 
были численна исследованы нелинейные установившеся колебания
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печатной платы, представляющей собой аащемленную прямоугольную 
стеклотекстолитовую пластину, на которой способом печатного мов- 
тажа закреплены микросхемы (рис. 2 а-э). Ва плату действует выеш- 
няя равномерно распределенная, гармоническая во времени нагрузка. 
Исследовалось взаимодействие изгиОных форм в комбинационном резо­
нансе второго порядка между первой и третьей собственными формам.

Построенная область неустойчивости в окрестности соответст­
вующей критической частоты показана ва рис 2 б. Линия C-F-I яв­
ляется линией верхних предельных точек. Кривые реакций, соответ­
ствующие частотам воздействия «о =1,55; 1,60; 1,65 приведены 
на рис. 2 в. Периодическим режимам колебаний соответствуют кри­
вые Rp, квазипериодическим - Rq.

Как отмечалось ранее, при комбинационных резонансах, вслед­
ствие взаимодействия форм колебаний, значительно усложняется ,ди­
намическое поведение конструкции. Это идлтитрируется рис. 2 г,д, 

на которых показаны зависимости обобщенных координат от времени 
для первой и третьей собственных форм, а также соответствующие 
спектры, фазовые траектории и отображения Пуанкаре (л » 2,5 
ш =1,6). По первой форме (̂ Г« 1,000) возбуждаются составля­
ющие движения с частотой (о? - o=i) = 1,096, по третьей (в?і - 
2,016) с частотой ( <Z~ + «7. ) «=2,110. Взаимодействие форм в 
процессе почти периодических колебаний приводит к тому, что су­
ществуют моменты времени, когда деформированное состояние платы 

определяется в основном вкладом первой Форш (рис. 2 е), третьей 
(рис. 2 ж), или совместным вкладом первой и тертьей форм (рис.
2 з). В последнем случае вследствии наложения форм колебаний по­
мию возрастания прогиба в центре платы значительно увеличивает­
ся кривизна поверхности в отдельных ее точках, что может привес­
ти к нарушению крепления радиоэлементов. Кроме того, возрастание 
амплитуды колебаний и появление в спектре новых частот оказывает 
влияние на усталостную прочность конструкции. Опасность пред­
ставляет также возможное совпадение комбинационных частот с 
собственными частотами узлов радиоэлементов,

В заключении приведены основные результаты, полученные в 
диссертационной работе:

1. Ва базе метода конечных элементов реализованы эффектив­
ные вычислительные процедуры, позволяющие формировать конечно­
мерные полимодальные нелинейные модели пластин ж оболочек.
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2. Разработаны и реализованы численные методики построения 
и исследования устойчивости периодических и квазппериодагческих 
усталовившихся режимов колебаний, основанные на методе продолже­
ния по параметру в пространстве состояний и в частотной области.

3. Предложена численная методика построения асимптотически 
кЕэзипериодических колебаний, ответвляющихся в точках бифуркаций.

4. Разработанные методики реализованы з пакете приладних 
программ для ГЕЕМ, позволяющем осуществить все этапы исследова­
ния сложных установившихся режимов нелинейных вынужденных коле­
баний пластин и оболочек и их бифуркаций. Созданный программные 
комплекс может быть сопряжен с любым пакетом прикладных прог­
рамм, позволяющем формировать дискретные динамические модели.

5. Решены новые задачи о периодических и квазипериодичес- 
ких колебаниях пластин и оболочек при внешнем периодическом 
воздействии. Исследовано явление потери устойчивости кзазипери- 

дическими колебаниями.
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