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Актуальнооть темы. Элементы конструкций типа плаотин постоян­
ной и переменной толщины находят широкое применение в различных 
отраслях современной техники. С разработкой и внедрением новых 
кочотрукционных материалов, в том числе композитных, обладающих 
высокими значениями удельной прочности и жесткости, пониженной 
сдвиговой жесткостью и анизотропией, все шире используются 
неоднородные пластины о различными физико-механическими и геоме­
трическими характеристиками сл оев . В процессе изготовления неодно­
родных слоистых элементов конструкций, в частности плаотин, 
вследствие особенностей технологического процеоса может происходить 
искривление первоначально плоских поверхностей раздела, как прави­
ло, волнообразного уарактера. Исследование влияния периодических 
покривлений поверхностей }іаздела на напряженно-деформированное 
состояние и прочность неоднородных и анизотропных пластин являет­
ся актуальным для инженерной практики и приводит к решению нового 
класса трехмерных краевых задач .

К настоящему времени сложилось несколько подходов к решению 
задач о напряженно-деформированном состоянии неоднородных и анизо­
тропных пластин. Первый из них основан на принятии различного рода 
упрощающих гипотез и предположений относительно характера деформи­
рования либо каждого слоя плзстины в отдельности, либо всего паке­
та слоев в целом, что позволяет перейти от трехмерной задачи, ре- 
иенме которой сопряжено со значительными математическими трудно­
стями, к двумерной. Второй подход к исследованию напряженно-дефор- 
мированного состояния неоднородных и анизотропных пластин также 
связан с переходом к двумерным задачам, однако процесс замены ре­
шения трехмерной задачи последовательностью двумерных носит при 
этом регулярный характер. Разработке приближенных теорий, развитию 
методов решения задач и исследованию напряженно-деформированного 
состояния неоднородных и анизотропных плаотин в рамках указанных 
подходов посвящены работы С.А.Амбарцумяна, В.В.Болотина, А .Т.Ва- 
силенко, В.К.Вериженко, И.И.Воровича, В.А.Галича, И.Г.Кадомцева,
A.С.Коомодамианокого, Б.М.Лисицына, С.А.Лурье, D.H.Немчинова,
B.Н.НовичкоЕа, Н.Д.Панкратовой, В.Г.Лиокунова, В.К.Присяжнюка,
A.П.Прусвкова, А.О.Раооказова, А.Ф.Рябова, В.С.Сипетова, И.И.Со- 
коловской, О.А.Ус^инова, И.З.Хомы, Л.П.Хорошуна, В.К.Чибирякова,
B.А.Шалдырвана, В.И.ШвабОка, Н.А.Шульги, K .J.B arbero, M .Levinsona,



M.V.V. U urthy , J .T .M o ttram a , K .u .P agano , J.N .R eddy , B .R e is sn e ra , 
T .K .V aradana, J.M .vjhitney и др.

Напряженно-деформированное состояние прямоугольных однород­
ных изотоопных, неоднородных, трансверсаліно-изотропних и орто- 
тропных пластин постоянной толщины в постановке трехмерной за д а ­
чи теории упругости исследовалось в работах В.И.Акимовой,
A.А.Баблояна, Б .$ .В ласова , Д.М .Коновалпка, В.И .Кривечко, Б.М.Ли­
сицына, А.А.Мукоеда, Н .Д.Панкратовой, З .Г .П искунова, С.М .Саакяна,
B.С.Сипетова. Ш.Ш.Туйметова, S .J .H a t f i e l d a ,  N .J .P u g an o , A.K.Rao,
B.Rogowskego, S .S r in iv a s a  и д р . Решения задач  найдены в основ­
ном с помощь» метода разделения переменных; в случае жестко з а ­
щемленных пластин для получения числовых результатов применялись 
такжэ и численные методы.

Исследование напря-хенно-дэформирозанного соотояния при изги­
бе прямоугольных пластин переменной толщины проводилось в основ­
ном в рамках первых двух подходов. Изгиб трехслойных пластин 
симметричного Сїроеніїя, толщина среднего слоя которых изменяется 
по линейному закону, рассмотрен в работах П.А.Ткаченко и O .L ibove, 
Lu Ghu-Ho • При этом последними авторами для среднего слоя учиты­
валось влияние поперечного сд вига. Исследовзние напрчженно-дефор- 
мированного состояния прямоугольной пластины со степенной зависи­
мостью модуля сдвига о т  поперечной координаты, толщина, которой 
изменяется по квадратичному закону, проведено В.К.Чибиряковым, 
А.М.Смоляром. Изгиб ортотропных пластин, толщина которых изменяет­
ся по степенному закону и ступенчато, рассмотрен В.С,Саркисяном, 
Р.Г.Аванесяном, а ортотропные плиты с линейно-изменяощейся в 
одном направлении толщиной исследовались И.Л.Хомой, Д.И.Черно- 
писким.

Для пластик с волнообразно искривленными поверхностями раз­
дела К.У.Уразгильдяевым, А .Г.Чеберяком, В.А.Чубком, Я.Г.ІІІишкиньїм 
получено решение об одноосном растяжении двухслойной тонкой 
пластины с волнистой в направлении растяжения одной из лицевых 
поверхностей. Исследование трехмерного напряженно-деформирован- 
ного состояния однородной изотропной прямоугольной пластины пере­
менной толщины, лицевые поверхности которой периодически искривле­
ны в окном направлении, проведено З.Н.йемишем, В.П.Масловым, 
И.С.Сагалюком, Д.И.Чернописким. Для решения задачи применялся 
втооой вариант метода возмущений формы границы для нчортогональ- 
ных поверхностей. В работе Э.Н.Нзмиша, Д.И.Чернопиского дана
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поотановка трехмерных краевых з?д ач  для составных пластин с не­
каноническими поверхностями р азд ела .

Таким образом , до настоящего времени в постановке трехмер­
ной задачи теории упругссти остается  неисследованным напряженно- 
деформированное состояние неоднородных, в том числе и непрерыв­
но-неоднородных, и анизотропных прямоугольных плгетин перекян- 
ной толщины с периодически искривленными поверхностями раздела.

Целью работы является и ссл ед о ваы е трехмерного напряженно- 
деформированного состояния при изгибе неоднородных и анизотроп­
ных прямоугольных пластин переменной толщины с периодически 
искоивленными в одном направлении поверхностями раздела, включая:

1 . Построение приближенных аналитических решений краевых 
задач для слоистых, непрервыно-неоднородных, трансвеар­
еально-изотропных и ортотропных пластин переменной тол­
щины с периодически искривленными поверхностями раздела .

2 . Разработку и реализацию в виде пакета программ числен­
ного алгоритма решения указанного класса задач в широ­
ком диапазоне изменения механических и геометрических 
характеристик.

3. Получение числовых р езу льтато в , исследование на их ос­
нове закономерностей напряженнс-дефорглированного состо­
яния указанных пластин переменной т о л ^ н ы , вылвление 
характерных механических эффектов.

Научная новизна. В настоящей работе впервые исследовано 
трехмерное напряженно-деформированное состояние неоднородных и 
анизотропных пластин переменной толщины о периодически искривлен­
ными в одном направлении поверхностями раздела при изги бе . Полу­
чены приближенные аналитические решения трехмерных краевых задач  
об изгибе поперечной нагрузкой слоистых, непргрызно-неоднэродных, 
трансверсально-изотропных и ортотропных пластин переменной толщи­
ны с поверхностями раздела , периодически искривленными в одном 
направлении. Исследованы закономерности напряженно-деформирован­
ного состояния, изучено влияние частоты, амплитуды и типа искрив­
ления, механических характеристик и параметров нагрузки на на­
пряжения и перемещения неоднородных и анизотропных пластин. 

Достоверность результатов обеспзчивается тем, что:
-  решения поставленных краевых задач  получены на оонове 

трехмерных уравнений теории упругости /б ез  использования 
каких-либо упрощающих ги п о т е з /;
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-  приближенные аналитические решения построены с помощью 
аппробированного метода возмущения формы границы, позво­
ляющего получить числовые результаты с требуемой І»ЛЯ 
приложений точностью;

-  при получении числовых результатов в конкретных задачах 
контролировалась их практическая сходимость;

-  числовые результаты в частных и предельных случаях согла­
суются с данными, полученными ранее другими авторами.

Практическая ценность работы состоит в создании методики, 
позволяющей определять напряженно-деформированное состояние 
прямоугольных неоднородных и анизотропных пластин при наличии 
поверхностей раздела , периодически искризленных в одном направ­
лении; оценке влияния частоты, амплитуды, типа искривлений по­
верхностей раздела на напряженно-деформировенное состояние не­
однородных и анизотропных пластин.

Аппробация работы. Результаты , полученные в диссертационной 
работе, докладывались и обсуждались на семинаре отдела реологии 
Института механики АН Украины /1 9 9 1 , 1992 г г . / ,  научном семинаре 
по направлению “Механика композитных и неоднородных сред" при 
Институте механики АН Украины /І9 9 2  г . / ,  ХІУ, ХУІ, ХУП научных 
конференциях молодых ученых Института механики АН Украины 
/1 9 8 9 , 1991, 1992 г г . / ,  Ш Всесоюзной и ІУ Всероссийской школах 
молодых ученых по численным методам механики сплошной среды 
/п.Абрау-Дюрсо, 1991, 1992 г г . / ,  ХУ Всесоюзной конференции по 
теории пластин и оболочек /г .К а з а н ь , 1 990 /, Ш Всесоюзной конфе­
ренции по механике неоднородных структур /г .Л ь в о в , 1991 /, I Все­
союзной конференции "Технологические проблемы прочности несущих 
конструкций" /г .Запорож ье, 1991 г . / .

Публикации. Основные результаты диссертационной работы 
отражены в С1—91.

Объем работы. Диссертационная работа изложена на 147 стра­
ницах включая 22 рисунка и 16 таблиц. Список литературы насчиты­
вает  109 работ.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Диссертационная работа состоит из введения, трех г л а в , заклю­
чения и списка литературы.

Зо введении дан краткий обзор работ, посвященных исследова-
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нию напряжэнно-деформированного состояния неоднородных и анизо­
тропных пластин постоянной и переменкой толщины, сформулирована 
цель исследования, кратко перечислены результаты , полученные в 
диссертации.

В первой главе приведены некоторые основные соотношения 
трехмерной теории упругости и формы общих решениР уравнении 
равновесия в перемещениях для однородного изотропного, непре­
рывно-неоднородного и трансверсально-изотропного тел н декарто­
вой системе координат. Д ается постановка трехмерной краевой за ­
дачи об упругом равновесии составных пластин с неканоническими 
поверхностями р азд ела . Приводится основные соотношения метода 
возмущения формы границы для неортогональных поверхностей, бли­
зких к плоским. И злагается один из критериев оценки точности 
приближенных решений, получаемых с помощью данного метода.

Постановка задачи является следующей.Требуется определить 
напряженно-деформированное состояние N -слойной пластины ко­
нечных разм еров, отнесенной к декартовой системе координат 0X9*. 
нижняя S 0 и верхняя S N лицевые поверхности, а  также поверхно­
сти р аздела слоев которой являются неканонически­
ми и описываются уравнениями вида

$ (: 5Ь + e c O tf j lX M )  ( И о ’ О, (X)

где f t t£'*e(to,a.]*Co,e>l) ,  Ю {,1 s i . , £ ( е <  e<sc і ) -  малый параметр 
( С •  oTN ) . Пластина находится под действием распределен­

ных усилий GlN и Q0 , приложенных к ее  основаниям SH и S0 . 
П редполагается, что механический контакт слоев по поверхностям 
их раздела идеальный (полное сцепление). Граничные условия на 
h i * *  О,И ) имеют вид

♦ « І * . * » *  *  б - .* .*  ) $ е ( 1 - 0 , - N ) ;

5 t * , + (б ’с у .и -б Ц м 4 **1’» »  * (2 )

♦((>{,*,* * l s fc“ 0 , t ‘u i,k .‘ U i»,w-^ 3 Ke0

где iH . t  -направляющие косинусы единичных нормалей к S e (t*0,N), 
к. -  номер слоя при 1 * 0  , к » N при l» N  ) .  На боковых 

гранях пластины х « О Л <  4 * 0 ,  Ь предполагаются выполнимыми 
условия свободного опирания или плоского торца.

Для решения поставленной краевой задачи применяется метод 
возмущения формы границы,позволяющий свести исходную краевую
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задачу для пластины с неканоническими поверхностями раздела S^k 
последовательности краевых задач для пластины с координатными 
плоскостями раздела I  • K t  . Согласно данному методу неизвест­
ные компоненты напряж<~нно-деформированнсго состояния ищутся в 
виде рядов по степеням малого безразмерного параметра £ ,  кото­
рые на поверхностях раздела S принимают е и д

16i | > ' u ^ ) S t 3 i L e * ^  0? d z r f e l J . B ( 3)

Зо второй главе изложено приближенное аналитическое реше­
ние трехмерных краевых задач об изгибе поперечной нагрузкой 
прямоугольных неоднородных пластин переменной ТОЛЩИНЫ с поверх­
ностями раздела, периодически искривленными в одном направлении, 
геометрия которых описывается уравнением ( I )  при

f t  • К ш і ' ш х ч / Ь )  LlrOM)  (4 )
где со t  N -  частота волнообразования. П редполагается, что 
изгибающая нагрузка Q t эе, ч)  приложена к верхнему основанию, а 
нижнее основание пластин свободно от усилий, т . е .  Q0 sO, Qn b<2 <XV).

Решегия задач в произвольном р-ом  приближении ( р  -0,1,  Зг-) 
строятся в диссертационной , работе на примере свободно опертой 
пластины в предположении, что изгибаю:",ая нагрузка представима в 
виде ряда -  , w .

m«t v •
Указывается переход от данных решений к решениям для пластин, 
на боковых гранях которых выполняются условия плоского торца.

В случае кусоадо-одноро^ой_пласте™  с однородными изотроп­
ными слоями с модулями сдвига <5 it и коэффициентами Пуассона 
'J* * 1 .4 ) в соответствии с общим решением уравнений равнове­
сия в форме К.Юнгдала компоненты напряженно-деформированного сос­
тояния в произвольном р -о м  приближении представимы через три 
гармонические функции C s j  » которые а рассматриваемой
задаче построены в виде

ч СР  а їЛ  £  Vі л<Г,в> ' 7 / * £РЛ)

л  п к и п и м  И *  ^

/ «и. s;n * £ 4 »  , 1- И Х (б)

(7)



при ІЇ£ і‘>а f e *  ^ ' 1)X) * і х ш* хкя і .

Постоянные в первых четырех приближениях определяются
соотношениями

СО) A<t,i> _ ,<».») #\ А Л »(и! + Ю * /6 ,  * (н)*11 J1T/fc j

і» * 1» « .Л*, .  ( 2u)+»vJir/<>, An е(Ы * )-П )Л ]Ь  , Л ь  "Ъ К / Ь ;  (Q)

^■‘-(ла^клгя >£•” <ьо-Kjir/̂ .ЛЇ,1}- («о+*)*/«,, а£Ч(«#-іОіг/*
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В случае непрерывно-неодноподной_пластины с модулем сдвига 6і* 
®GC4) и коэффициентом Пуассона 9 a c o n s t  в соответствии с ре­
зультатами В.П.Плевгко компоненты напряженно-деформированного 
соотояния в произвольном р-ом приближении представимы в форме

Й а £& Ъ1г ' й х (9)

Функции L*\ Ntf) при экспопенциальноЯ зависимости модуля 
одвига от  поперечной координаты

& с*)»61е * р [ іг ( г /« . - і ) ]> <м» 6 ( f c )  (ю )
где X  “  показатель неоднородности, выбираются в рассматривае­
мой задаче в виде

1£р)(*,ч.г> » Т. Л И  A^aj fj c*)si«vAm* s i i i C * f
ш«1 п и  Js<

Nlp)(*.4.*}. tfe*» ш ) £  £  Z H
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где (Є5Ї ср <) Г <р-$) , <р.*>

А ? £ ! > С ” . ^ ( г ) " 405? m n t »

7 (Р «  . .XP.s) <р.«  7 fp,S) , !Me c<* J)

Ґв'£-*&1, Й58>-<и2£
" ри ї Г .  AittfirtCrtfVirf'^r'JV

уц>л) /г. 1 ’
f  mnZ

,<?■* cp.« <P.« ./v-2/л . г . .<A m
pn*. • V I  /4 + ( * H +  **. Ї" ;

Произвольные постоянные А‘£ £ *  ( f U , t c - l , N )  И A* ( £ “ i , 6 ) .
входящие В ( 6 )  и ' I I )  соответственно, определяются в р-ом прибли 
жении из совокупности г 1 систем линейных алгебраических уравне­
ний, к которым приводят граничные условия (2) на поверх-

ВХ0ДЯ1ЦИЄ В ( 6 )  и ' I I )  соответственно, определяются в р-ом прибли-

ностях раздела пластины. При таком выборе разрешающих функций 
граничные условия на торцах пластины рыполняются автоматически.

В диссертационной работе получены представления компонент 
напряженно-деформированного состояния для указанных неоднородных 
плит, содерж ите  произвольные постоянные. Также приводится 
матрично-векторная запись систем линейных алгебраических уравне­
ний с конкретизацией вида правых частей в первых четырех прибли­
жениях.

На основе полученных приближенных аналитических решений 
исследованы закономерности напряженно-деформированного состояния 
двухслойных пластин о однородными изотропными слоями и непрерывно­
неоднородных пластин с экспоненциальной зависимостью модуля сдви­
га О Т  поперечной координаты В виде ЦО) и постоянным коэффициен­
т ы  Пуассона при их изгибе поперечной нагрузкой вида

Алгоритм вычислений реализован в виде пекета программ на 
языке Фортран-1», позволяющего производить расчеты с точностью 
до 01Л*) . Числовые результаты приведены для нетонких пластин 
( а / Ю ,  fc /l*M *.W ) двух типов: I :  « в»0, ы* ■ /д ля  двух­
слойной/ и <J( * о , /для непрерывно-неоднородной/, JT: и в *і, 

Ь>4я Ь>х*° ** а ,о “ 4 » соответственно.

(13)
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Исоледованы закономерности распределения по толщине напря­

жений и прогибов в зависимости от  типа искривления пластины и 
ее механических характеристик (&4 І О 1 , У )  . В частности, для 
двухслойной пластины с 0 ,5 ,  6-і I 5 , V* « У*. * 0 ,3 ,
£ ■ 0 , 2 , ь) = ? распределение по толщине б х х  и Єуу показано 

на рис .1  линиями ( ------ ) и ( ----------> . Кроме ю го  приведены соответ­
ствующие сависимости для пластины постоянной толщины /линии
( ------) и ( ............ ;) . 3 неоднородных пластинах рассматриваемых
типов происходит уменьшение прогибов по сравнению с номинальными 
/для пластин с координатными плоскостями раздела г  = А* / ,  практи­
чески не зависящее о т 1 у да л енно с ти точки внутри пластины от 
искривленной поверхности.

Получены зависимости величины напряжений, достигаемых на 
искривленных поверхностях раздела , от соотношении модулей сдвига 
G i l Ga и показателя неоднородности 3* , проведено сравнение с
соответствующими зависимостями для пластин с координатными по­
верхностями раздела . Для непрерывно-неоднородной плаотины /тип П ,

£ = 0 ,2 ,  ь>■ 2 , V = 0 ,3 /  зависимости 5Ji I S t  от  ■£ приведены 
на рис . 2 /  ( ~  -  -  )  линии соответствую т зависимостям для номиналь­
ных напряжений/.

Установлен характер влияния частоты волнообразования w и 
амплитуды 6 на величину напряжений и прогибов на искривленных 
поверхностях раздела в зависимости от  типа искривления и механи­
ческих характеристик. О казалось, что о увеличением <*> / « * 2 , 6 ,  
10/  отклонение 6 х х ,к  от номинальных в двухслойной пластине 
уменьшается, в непрерывно-неоднородной при f  < о уменьшается, 
при f >0  увеличивается. Отклонение прогибов Ujj уменьшается.
На поверхности раздела слоев названное отклонение для При

увеличивается для пластины I  типа, и уменьшается, изменяя 
зн ак , для пластины Е  типа /при <?«/&* * 1  наоборот, т а б л .1/ .  С 
увеличением амплитуды искривления I  отклонение напряженно-де- 
формированного состояния от номинального возрастает .

Исследовано влияние <*■,£- степени локализации нагрузки (13) 
на распределение 6 j j  и их величину на искривленных поверх­
ностях. & частности, в непрерывно-неоднородных пластинах о уве­
личением степени локализации нагрузки отклонение от  номинальных 
значений для увеличивается /о т  7 ,5  % при до 1 7 ,1%
при / ,  а для прогибов *<*1 ,  уменьшается /соответственно



-  10 -

рис. I

рис. 2

•  i t )  « ; ї й  і *  

рис. 4рис. З



со
бя х .і  1
г Ч

I п
6xx.il 

*  \ А, °/с бхэс,1\

' Si д.%

10

2 -8 ,0 8 5 -7 ,0 9 9 - 12,2 -6 ,6 2 0 -1 8 ,1
6 -8 ,0 8 5 -8 ,7 1 6 7 ,8 -6 ,2 0 4 - 22,2

10 -8 ,0 8 5 -9 ,6 4 1 19,3 -5 ,3 4 0 -3 3 ,8

0,1

2 0 ,820 0 ,660 - 1 9 ,5 0 ,737 - 10,2
6 0,820 0 ,630 -2 3 ,2 0,900 9 ,7

10 0 ,8 2 0 0,540 -3 4 ,1 0 ,993 21,1

Проведена оценка точности и достоверности полученных ре­
зу л ьтато в .

В третьей главе изложено приближенное аналитическое решение 
трехмерных краевых задач  об изгибе поперечной нагрузкой трановер- 
оально-изотропной и ортотропной плаотин переменной толщины с ли­
цевыми поверхностями, периодически искривленными в одном направ­
лении г.о закону (4 ) .  Постановка задачи и методика решения такие 
же, как и для неоднородных пластин.

В случае тра не ве реально-изотропной плэстины_ компоненты 
напряженно-деформированного состояния в соответствии с решением 
в Форме Т.Эллиота в произвольном р о ы  приближении предотаэимн 
в виде

от 12,3 і до 8 .7  % С f  -  - I ,  $ -  0,3, о> - 2, £ “ 0.1, І ) .

Таблица I

-  II  -

<f> b*ff) *<??’ д<РІЄ>
■а* з  —  + —— + — ,

dx д х  дч

S ' . & * , P "- Ж  (14)
* дч дч дх

Й ь * *  *  d**<w 
* *  *  а Г  + * *  ь Г *



где  t L - t « i i S e i - c w )(el4 + c 4 y ) ' 4 . а е - а  корни хара кт ерн ети -
ческого уравнения, функции удовлетворяют квазигармо-
ническому уравнению с параметром зе і  ( ж 5 -  £CW ( с « - е и )~*
Выбор вида функций определяется тилом корней характеристи­
ческого уравнения. В диссертационной работе вид конкрети­
зируется для случая неравных /действительных или комплеконо- 
сопряженных/ корней характеристического уравнения, что соответ­
ствует  бо.'.ьаинству реальных трансверсально-изотропных материалов.
В частности , когда характеристическое уравнение имеет комплексно­
сопряженные корни аг, £ * Чл ± I  ц г  функции СР> построены в

,|ЮРМЄ ^  ± 1 ^ е1 (15)
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Cf.5) 
а  И.Y?l ж,ч.г > - ЗА ZI 51 А ^ І I  (г) ап А*

Счч s»« J «

u cP' qA l  г * 1 **■ « p( Х<Ч.г ) =  \  Z Z Z  Г . А т л . ^
т ч и  M  j <1 J J

ф (Р , .  <(Яг  "C1 T   ̂ 5”  д СР,,} 7<p,s> <1 «  Л<Р »
T 3  С а д  1 5 a  — -  2 _  2 _  2 -  2 — A m n . :  f ;  V .

»>t=< tt«< s = < 4*5,4 J

f  (p.i) _  7  CM)
Здесь } ; ( 2 )  ( і  имеют вид (12) , 7 ,-fSE) < j . '5 .C ,)  -  вид (7 ) ,

J J ________  J

t<P.O /  T O^ 1*1 * , / V M ) * 4  e><f-S ) l  <**> * .

д а  * » ( С Х ‘ * в ї я і > к '

Произвольные постоянные (■ С “ 1 ,0  в |>-ом приближении опреде­
ляются из совокупности Г 1  систем линейных алгебраических уравне­
ний 6-го  порядка.

В случае ортотропной плэстины_ решение задачи в произвольном 
у-ом приближении ищется путем непосредственного разделения пере­
менных в уравнениях равновесия. Представление компонент напряжен­
но-деформированного соотояния, в частности , перемещений в ■р-ом 
приближении получено в виде
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V  r -  i r  < p  д ^ і О  * fA)  . ( f . t )
u # ■ t ~ Z IZ -Z L 2 L  А ^ і г ^ і Ш в / ^ ж ^ А ^ ч ,  (I6)

C* Mai lt»1 *••! l«1

f?’ Q.K 4r £  С "  X- A ^1*' fP'*> . .  <!<*»)
u * " T "  2 .  jL- 2Z. 71— A --,». t>*iHnt^)*l,t^»**5'ft »̂i v.

С и  И «<н«4 »•< Ы

Вид функций i« 1 ,6 ) определяется типом корней
характеристического уравнения, возникающего при решении получен­
ной в результате разделения переменных системы обыкновенных диф­
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. В диссерта­
ционной работа он конкретизируется для случаев, когда кубическое 
уравнение, отвечающее характеристическому бикубическому, имеет 
действительные /к ак  поле ителькые, так и отрицательные/ или 
комплексно-сопряженные корни, что соответствует большинству 
реальных ортотропных материалов . В автореф ерате вид указанных 
функций приводится для действительной пары корней характеристи­
ческого уравнения *  f f a n i

циентов системы обыкновенных дифференциальных уравнений.
На основе полученных приближенных аналитических решений 

исследованы закономерности напряженно-деформированного состояния 
при изгибе поперечной нагрузкой, распределенной по закону CI3) 
трансверсально-изотропных и ортотропных пластин переменней толщи­
ны. Числовые результаты , полученные с точностью 0 ( С * ) ,  приведе­
ны для нетонких /А /Л “2 ; 3 ; б ; -6/Л» б; 12 / пластин чз реальных 
анизотропных материалов /к о б ал ьт , цинк, арагон и т/ двух типов:

'г2 £ * ч )т'Ь$&*/*’> 'гх£ш )-*ьг£!)т .
. / ? ■ * >  - с р . * »  ‘ P - * 1  < М >  с Г л ,  < * * )

V4l**{U -1) * “ т л і  * * « • •< » -« ,  «Лст^М;. ( I ? )

<f.»> /Р .» )  <?•*> «'p.*) <>.<> fp.S)
* " т л і  V * IW K « 1 ), 7  т и *  Х т м .(% іч ),

<РЛ> f p .J j  f M )
где Єг»пі . W  зави сят от  Г м »  и постоянных коэффи-



I  -  <л)<>» 0 , ^ —1, Д  -  о)0»4 , <*>,«0 . Установлены закономерности рас­
пределения по толщине напряжений ( j  * зе. ч . S) и прогибов 
в зависимости о т  типа пластины, выявлен характер влияния одно­
направленности искривления лицевых поверхностей.

Напряжения СХх  • в отличие от  буу , о удалением от 
искривленных лицевых поверхностей приближаются к соответствующим 
номинальным значениям. Распределение прогибов м *  по толщине 
транСЕвроально-изотропных пластин из цинка I , кобальта 2 
и зотропного материала 3 при > “ 0 ,3  показано на рис.З  
/  в = 0 , 2 ; со =2 ; I / .  Для трансверОально-изотропных пластин полу­
чены зависимости величины напряжений и прогибов, достигаемых 
на искривленном верхнем основании /тип I /  от упругих постоянных. 
Установлено, что для буу , в о'їличие от 6 Х*  и харзктер 
указанных зависимостей для пластин переменной и постоянной тол­
щины существенно отличаются.

Исследовано влияние амплитуды искривления £  и частоты 
волнообразования W на величину напряжений и прогибов на 
искривленных поверхностях. В трапсэерсально-изотропных плитах 
отклонение значений от  номинальных с ростом ы
/  о  * 2 , б , 10/  уменьшается. 3 частности , для и *  | $( оно состав­
ляет  ~ 13 ,2  % при со =2 и- 3 ,1  $  при 0 = 1 0  /к о б а л ь т , тип I  , 

£ = 0 ,1 / .  В рассматриваемых ортоі'ропньїх пластинах названное 
отклонение для б * *  при со =2 , 10 составляет соответственно -  
10 ,6  !  и 18 ,2  %, а для 21 ,1  % и -  4 9 ,4  %.

Установлено влияние степени локализации нагрузки eL.fi на 
распределение по толщине напряжений и прогибов в тра нове реально- 
изотропных и ортотропных пластинах переменной толщины. В частнос­
ти , на р и с .4 показано распределение по толщине ортотропной пласти­
ны из арагоните напряжений б х *  (  —  ) ,£>*»(--------).  €>£*( -•  — )
при *■ = /  = 0 ; 6 . С ростом степени локализации нагрузки откло­
нение значений в х х  о т  номинального на искривленных поверхностях 
увеличивается; в частности для, оно составляет 6 ,3  % при
Atf i sO  и 2 4 ,4  % при«с« /» -6  f a /A ,* .;* /*  * « ; £ = 0 ,1 ;  о  -  2 ; I ;  
к о б а л ь т /. Проведена оценка практической сходимости и точности 
полученных числовых р езультатов .

В заключении кратко сформулированы основные положения и 
выводы диссертационной работы.
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ОСНОЕНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

В диссзртационной работе впервые рассмотрены трехмерные 
краевые задачі: об изгибе прямоугольных неоднородных и анизотроп­
ных пластин переменной толщины с поверхностями раздела, периоди­
чески искривленными в одном направлении. На основе приближенного 
аналитического решения указанного класса задач с помощью второго 
варианта метода возмущений формы границы для неканонических по­
верхностей, близких к плоским, исследованы закономерности напря­
женно-деформированного состояния двухслойных, непрерывно-нзодно- 
родных /с  экспоненциальной зависимостью модуля сдвига от  попе­
речной координаты/, трансверсально-изотропных и ортотропных 
плаотин переменной толщины.

Основные результаты , полученный в диссертационной работе, 
заключаются в следующем:

Т/ получено приближенное аналитическое решение нового 
хлаоса задач  для неоднородных и снизотрогных прямоугольных 
пластин переменной толщины с поверхностями раздела , периодически 
искривленными в одном направлении; решение построено в рамках 
трехмерной теории упругости с применением второго варианта мето­
да возмущений формы границы для неортогональных поверхностей с 
точностью до четвертой степени малого параметра, характеризующе­
го амплитуду отклонения поверхностей раздела от близких к ним 
координатных плоскостей;

2/  предложен и реализован в виде пакета программ на языке 
Фортран алгоритм расчета компонент напряженно-деформированного 
состояния неоднородных и анизотропных плаотин переменной толщи­
ны, позволяющий определить напряжения и перемещения с достаточ­
ней для приложений точностью в широком диапазоне изменения ме­
ханических и геометрических характеристик;

3 /  проведена оценка точности и достоверности получаемых 
числовых результатов;

V  исследованы закономерности трехмерного напряже нно-дефор- 
мированного состояния при изгибе прямоугольных двухслойных, 
непрерывно-неоднородных /с  экспоненциальной зависимостью модуля 
сдвига от поперечной координаты/, трансверсально-изотропных и 
ортотропных пластин переменной толщины с периодически искривлен-
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нымп в одном направлении поверхностями раздела в зависимости от 
типа, частоты и амплитуды искривлений, механических характерис­
тик и параметров нагруоки.

На основе анализа полученных числовых результатов выявлены 
следующие механические эффекты и закономерности:
I /  периодическое в одном направлении искривление поверхностей 

раздела рассматриваемых типов приводит к практически равно­
мерному по толщине уменьшению прогибов неоднородных и анизо­
тропных пластин / т . е ,  их величина практически не зависит от 
удаленности точки внутри пластины о т  искривленной поверхнос­
ти р а зд е л а /;

2 /  с увеличением частоты волнообразования «  прогибы неодно­
родных и анизотропных пластин приближаются к соответствую­
щим значениям для пластин с неискривленными /координатными/ 
поверхностями р азд ела . Так, например, отклонение от  номиналь­
ных значений для прогибов непрерывно неоднородной
пластины ( a / - k  =3; Ы Ь  * 18; ♦ ” 0 ,3 ;  * - I ; .  £ “ 0 ,1 ;  w n l)
при а  ■ 2 составляет 1 4 ,7  %, при л) -  10 -  2 ,9  

3 /  искривление поверхностей раздела оказы вает существенное
влияние на напряженное состояние неоднородных и анизотропных 
пластин; с удалением от  искривленной поверхности в тран­
сверсально-изотропных и ортотропных пластинах напряжения 
действующие перпендикулярно направлению искривления, прибли­
жаются к соответствующим номинальным значениям; в неоднород­
ных пластинах это зависит также от соотношений жесткостей 
слоев и l ел и чины показателя неоднородности;

4 /  с увеличением частоты волнообразования отклонение о т  номи­
нальных значений на лицевых поверхностях для напряжений б »  
увеличивается, а для 0* * -  уменьшается; на поверхности разде­
ла слоев названное отклонение для напряжений, действующих 
перпендикулярно направлению искривления, может как увеличи­
в а т ь с я , так и уменьшаться в зависимости от  соотношений мо­
дулей сдвига слоев и типа искривления. В частности, в двух­
слойной пластинг /* /* “ 3 ;  ■ 18,- Л-ч/Л*.” 0 ,5 ; C-i/<Vjt “ 0 ,1 ;
^ •  >>i “ 0 ,3 ;  I я 0 ,1 ;  П /  отклонение б * * ,*  от в х і , і  

при о> = 2 ; 10 на S e составляет 23 ,4  % и 1 ,0 %, а на &, -  
соответственно 19 ,5  % и 3 4 ,1  

5 /  с увеличением амплитуды искривления отклонение напряжений и
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прогибов в неоднородных и анизотропных пластинах о т  номиналь­
ных увеличивается. Так, в двухслойной пластине / G f / t f *,3 2 ,
<д> -  2 , £ “ 0 ,3 ,  I /  значение С х х . « I меньше номинального 

по абсолютной величине в 6 ,2  р а з а , при этом вклад нулевого 
приближения составляет 2 8 ,6  %, перього 51 %, второго 10,1 I ,  
третьего 1 ,3  %•,

б /  о ростом степени локализации нагрузки отклонение значений 
напряжений от номинальных на расс матриваемых искривленных 
поверхностях увеличивается, а прогибов -  уменьшается. 
Например, в трансверсально-изотропной пластине ■ 2;
6 /-К = 6 ; € »  0 , 1 , о) = 2 ; I ;  к о б а л ь т )  для б х х  !$■ оно со с­
тавляет 6 ,3  % при и 2 4 ,4  % при e L » f i  -  3 ,  для

i t *  Соответственно 11 ,7  % и 6 ,4  %.
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