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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Починаючи з 60-х років в теорії еліптич­
них граничних задач було досягнуто значного прогресу. Я.Б. Лопа- 
-гинський і З.Я. Вапіро ввели поняття еліптичної граничної зада­
чі. Потім в роботах йгмона, Дугліса, Ніренберга, У.С. Агранови­
ча, Л.Р. Волевича, О.С. Диніна, Браудера, В.А. Солоннікова, Иех- 
тера, Пітре було н&ведено різні еквівалентні означення еліптич­
ності задачі як для одного рівняння,так і для загальних еліптич­
них систем (тобто систем, еліптичних за Дуглісом-Ніренбергом). 
Було також встановлено нетеровість еліптичних операторів в кла­
сах достатньо гладких функцій. Потім в роботах Ліонса, Наджене- 
са, Ю.М. Березанського, С.Г. Крейна, Я.А. Ройтберга та ін. було 
доведено теореми про повний набір ізоморфізмів, які знайвли чи­
сельні застосувлітч Зокрема, в роботах В.Н. Березанського, Я.А. 
Ройтберга та інжих теореми про повний наоїр ізоморфізмів засто­
совуються для побудови та вивчення матриць Гріна еліптичних гра­
ничних задач. Іншим методом матриці Гріна було досліджено в ро­
ботах В.П.Красовського, В.А.Солоннікова.

Глобальні фундаментальні розв’язки еліптичних операторів 
■ироко застосовуються в математичній фізиці. Вони відіграють 
важливу роль і в сучасній теорії диференціальних рівнянь. Для 
еліптичних операторів другого порядку існування глобального
фундаментального розв’язку (гфр) Ф(х,у) доведено Ю.І.Любичем.
Для рівнянь порядку 2а існування гфр і нормального гфр дослідже­
но Браудером і Я.А.Ройтбергом. Виявилось, що для існування гфр 
оператора Ux.D) необхідна і достатня единість задачі Кожі для 
формально спряженого рівняння L+ (x,D)v=0, а для існування нор­
мального гфр необхідна і достатня единість задачі Коаі як для 
рівняння L+ (x,D)v=0, так і для рівняння L(x,D)u=0.

Відкритими залишилися питання про існування і властивості 
гфр і нормального гфр для загальних еліптичних систем, питання 
введення і вивчення узагальнених гфр і нормальних гфр у випад­
ку, коли немає единості відповідних задач Коаі. Актуальною е та-
чоі задача про вивчення відображення

f t -------> u = | ф ( х , у ) f ( y ) d y  ( ! )
С.

НЬ ІЙ. В. С т б ф м ш  І
\ Н УРСР
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у випадку, коли f - узагальнена функція: питання про можливість 
наближення розв’язків еліптичних рівнянь і систем лінійними ком­
бінаціями фундаментальних розв’язків та іх похідних. Остання 
задача була поставлена Хаманном і розв’язана ним у випадку ста­
лих коефіцієнтів виразу L, причому застосована ним методика 
істотно спирається на сталість коефіцієнтів. Детальне вивчення 
властивостей фундаментальних розв’язків дозволило розв’язати в 
даній роботі цп задачу у випадку змінних коефіцієнтів. Всі ці 
питання розглянуто в первому розділі дисертаціі.

В сучасній спектральній теоріі виникає також необхідність 
вивчення функцій з області визначення оператора сС - L^-реалі- 
заціі оператора 1, породженого еліптичної) граничнов задачею для 
системи структури Дугліса - Ніренберга з однорідними граничними 
умовами. Цю задачу поставив М.С.Агранович; і і розв’язано в дру­
гому розділі дисертаціі.

Мета роботи, а) побудувати і дослідити гфр, нормальний гфр, 
узагальнений гфр, нормальний узагальнений гфр як для одного рі­
вняння, так і для загальних еліптичних систем: вивчити відобра­
ження (і) для випадку, коли f - узагальнені функціі,і питання 
про можливість наближення розв’язків еліптичних граничних задач 
лінійними комбінаціями фундаментальних розв’язків та іх похід­
них; б) вивчити властивості регулярності функцій із області ви­
значення оператора «С .

Загальний метод дослідження грунтується на теоремах про пов­
ний набір ізоморфізмів для загальних еліптичних граничних задач 
та на властивостях матриці Гріна таких задач.

Наукова новизна. Всі основні результати роботи є новими. 
Розвинена методика дозволила з единоі точки зору побудувати і 
дослідити гфр, нормальні гфр, узагальнені та нормальні узагаль­
нені гфр як для випадку одного, рівняння, так і для випадку за­
гальних еліптичних систем. Вивчено такої відображення (і) у ви­
падку, коли f - узагальнена функція. Доведено, цо лінійними ком­
бінаціями гфр та їх похідних можна наблизити розв’язки відповід­
ної еліптично'і граничної задачі.

Досліджено властивості регулярності функцій з області визна­



чення оператора ^ ' .
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Апробація роботи. Результати дисертації доповідались на се­
мінарі з диференціальних рівнянь у частинних похідних при Інсти 
туті математики ЙН України, у Воронезьких зимових математичних 
школах (1989, 1990, 1991 рр), у Кримських осінніх математичних 
■колах-симпозіумах (1990, 1992 рр).

Публікацій. Основні результати дисертаці'і опубліковані в 6 
роботах, список яких наведено наприкінці автореферату.

Об’єм роботи. Дисертація складається з вступу, двох розді­
лів. списку цитованої літератури, який складається з 47 назв. Ро­
бота викладена на 113 сторінках машинописного тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

В первому розділі систематично вивчаються гфр, нормальні 
гфр, узагальнені і нормальні узагальнені гфр для еліптичних рі­
внянь і систем. Він складається з семи параграфів.

В §1.1 сформульовано означена гфр,нормальних гфр та задача 
про їх вивчення.

Нехай G C  R*1"- обмежена область з межею L=L(x,D) (х£ G )- 
правильно еліптичний в Б вираз порядку 2в. його коефіцієнти.а 
також границя Т)Є вважаються для простоти нескінченно гладкими.

Функцію Ф(х,у) (х,у Є G, х£у) називають гфр оператора L, якщо 
для кожного f 6 L р (Є) (1<р<со ) оператор (1) неперервно діє з
Lp(C) в соболевський простір HJ™ ,,3(C),i справедлива рівність Lu= 
;f в С.

Гфр Ф(х,у) називають нормальним гфр, якщо Ф*(х,у)^Ф(у.х) 
(риска означає комплексне спряження) є гфр формально спряженого 
оператора L*" = ^(x.D).

В $1.2 наведено основні факти еліптичноі теоріі для одного 
рівняння і деякі властивості функціі Гріна R(x.y). Тут же дове­
дено, що R*(х.у);=R(у,х) е функція Гріна формально спряженоі за­
дачі .

В $!.3 побудовано і вивчено гфр. узагальнені гфр, нормальні



гфр,узагальнені нормальні гфр.
Нехай G1c R a - деякий окіл Є з нескінченно гладков межевЬЄ^, 

L^x.D) - гладке продовження L(x,D) на Є^. Нехай 
= {v в C“t ї : suppvc. Є, L'v = 0),

ГС„= {u € С°“c ) : suppucS, LAu = 0).
Зрозуміло, що умова ЇТ*= (0) ( 5t4= (0)) еквівалентна е д и -  

ності задачі Коні в G для рівняння L+ v=0 (LiuO).
Теорема 1.3.1. Для існування гфр Ф(х,у) (х,у £ 6, x^v) опе­

ратора L(x,D) необхідноі достатньо, щоб Jt* = (0). При цьому 
гфр Ф(х,у) е нескінченно гладким при х£у. При х=у особливість 
ф(х.у) така ж, як і у функціі Гріна R(x,y) задачі

L1(x,D)u=f, D̂ )J L ul =0 (j =1....i), (2)
0v»-£

Теорема 1.3.3. Для існування нормального гфр Q(x,y) (x.yfcG, 
xfy) оператора L(x,D) необхідно і достатньо.щоб Jt„ =$.
При цьому нормальне гфр Q(x,y) е нескінченно гладким при х^у.
При х=у особливість 0(х,у) така ж.як і у функціі Гріна задачі (2).

Якщо n t i (0), то для існування розв’язку рівняння Lu=f 
необхідно, щоб f4.ft0 (тобто, (f,v)t =0 ( V w £ ІГСо Тому при­
родно функцію Ф(х.у) (х,у(:Є, х^у) називати узагальненим гфр 
оператора L(x,D), якщо для коїного ffcLp(G) оператор (1) непе­
рервно діє з Lp(G) в Hlw,p(G), і, якщо fXSto . то Lu=f в G.
Узагальнений гфр будемо називати нормальним узагальненим гфр, 
якщо Ф*(х.у ):=Жу7х) е узагальненим гфр оператора L+ (x,D).

Теорема 1.3.2. Для оператора L(x,D) існує узагальнений гфр 
Ф(х,у) (х.убЄ, х^у), Функція Ф(х.у) е нескінченно гладков при 
xfy, при х=у вона має таку і особливість, як і функція Гріна 
R(x,y) задачі (21.

Теорема 1.3.4. В області G ісйуе узагальнений нормальний 
гфр Q(x,y) (х.у б G, х^у) оператора L(x.D). При х^у Функція 
Q(x.y) е нескінченно гладков. Особливості Q(x.y) при х=у такі і,
як і у функціі Гріна R(x.y).

Детальне вивчення фундаментальних розв’язків дозволило ви­
вчити відобраіення (І) у випадку, коли f - узагальнена функція.
Це відображення істотно використовується для апроксимаціі роз­
в’язків еліптичних граничних задач лінійними комбінаціями Фун­
даментальних розв'язків та іх похідних.

- 4 -



Теорема 1.3.1*. Нехай Ґ0о - (0), s<0. Тоді відображення
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„Х.р . , _
неперервно діє з Н (Q) відповідно ч  И (О, якщо 

і g Н/ ІЛ7+̂ 6 ) ,  якщо 2ш*$<0 (тдт Hr m *S| (С) - простір, 

ний Й~ і ш ' 6 і Р  (C):=(ut (R*): suppuCfc} відносно

f>-MJ = х. v Iff У >dy (f€Lp(C), 1<р<«*») (3)

2i+s>0, 
спряже- 

розжи-
рення )$_ скалярного добутку в \.̂ (G ). Ці простори детально 
вивчено в п, 1,3.5 дисертації.

Теорема і.3.1* дає можливість розварити відображена (3) по 
неперервності. Позначимо це розширення також через

f.-*j*tx,S>fty)dy = u(x) (ft HS,P(G), s<0). (4)

Тоді відображення (4) неперервно діє в парі просторів 
H4w+S,f»(e) (g<0> 2a+S)0)i

Н5'Р
/ iw+S.P
Н (G) (s<0, 2n+s<0);

(5)

при цьому Lu=f всередині С (тобто (u,L+ v)c = (f.v)c (VvtC“ (G)h 
Вірники e також подібні доповнення до теорем і.3.2,і.3.3,1.3.4.

В $1.4 наведено основні факти про загальні еліптичні системи 
і про еліптичні граничні задачі для них, про матриці Гріна таких 
задач.Доведено, цо R (x.y):-R (у,х) е матрицею Гріна формально 
спряжено і задачі.

В §1.5 вивчаються фундаментальні розв’язки еліптичних опера­
торів для систем рівнянь.

Теореми 1.5.1 І 1.5.2 - це узагальнення для систем, еліптич­
них за Петровським теорем 1.3.2 і 1.3.1 про гфр і узагальнений 
гфр. Потім побудовано і вивчено нормальний і узагальнений нор­
мальний гфр для еліптичноі за Петровським системи (теореми 1.5.4 
і 1.5.5). Відзначимо тут, цо якщо 1(х,0) - еліптична за Петров­
ським система, то формально спряжена система l+ (x.D) е еліптич­
ною за Дуглісом - Ніренбергом. Це викликає певні додаткові труд­
нощі.

Вивчається також відображення (і), коли f=(ft ,...,frf) е уза­
гальненою вектор-функціею, f j- елемент негативного соболевського 
простору. Теореми 1.5.1’, 1.5.2’. 1.5.4’ доповнюють в цьому сен­
сі теореми 1.5.1,1.5.2 і 1.5.4 Г е  аналогами для систем теореми
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1.3.і*.
В $1.6. побудовано і вивчено гфр для еліптичних за Дуглісом- 

Ніренбергом систем.
41.7 присвячено вивченню цільності лінійних комбінацй фун­

даментальних розв’язків та іх похідних в множині розв’язків 
еліптичних граничних задач.

Нехай G c R a - обмежена область з межею ІУЄ. Нехай в И  зада­
но правильно еліптичний вираз L(x,D) порядку 2а з нескінченно 
гладкими коеффіціентами. Нехай для L в Є існує нормальний гфр 
Ф(х.у). Нехай С _О.С С- - обмежена область з нескінченно глад­
кою межеш Г. при цьому G/Я. е зв’язною.

8.Х2. розглядається еліптична гранична задача з нормальними 
граничними умовами:

lul^-f; B(x,D)u|r =4*
(В=(ВА ....В*,). *=( 4 V .... ord
Нехай KCG\JL- кусок'гладкоМ (п-1 )-мірно*і поверхні. і не­

хай (yK)^’1c G \ I L -послідовність, цільна в К (тобто (ук)5К).Не-

У £ ? В АЛ+1" т '~ * я>' Р ( Г )  ( s £ R ,  1<р<оо , ы ...........ш). ( 6 )
н

де Bt,P( D  - простір Бвсова. Вивчається питання: чи існує послі 
довність

( e g  - комплексні числа, 1 = 1,2,...), 
така, цо m  >

І і» (У~ « ^ -  В и, ,Г >>, _ >г0 (8)
t-boo ІР,Р

Наступні теореми сформулвємо тут для випадку, коли дефект 
відсутній (в роботі розглянуто загальний випадок).

Теорема 1.7.1. Нехай s£R. l<p<o*,vf= (^ ,... задоволь­
няє (б). Тоді існує послідовність (7), яка задовольняє (8).

Теорема 1.7.2. Нехай в умовах теореми 1.7.1 К -гладка мек.і 
бласті U (0СЇЇС6\Л) і нехай задача

l+ 0; 0 (І«|,$ і-і)
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мае в сЧі)) лише тривіальний розв’язок. Тоді виконується тверд­
ження теореми 1.7.1 з замінив у (8) Wl^2n-1 на і*Ці-1.

Теорема 1.7.3. Нехай в умовах теореми 1.7.1 послідовність 
(ук) щільна у відкритій мноіині 0 (UcUce\5-). Тоді виконуєть­
ся твердження теореми 1.7.І з  заміною в (7) М| ̂ 2ш-1 на №1 =0.

Другий розділ присвячено вивченню гладкості слабких розв'яз­
ків еліптичних за Дуглісом-Ніренбергом систем.

Розглянемо у С C R n еліптичну граничну задачу для системи 
структури Дугліса-Ніренберга

0 (h = 1....і). Нехай С“(гр) = {и £(С“(Є)/; Ьи=0). а^- -
замикання в (L4(6)/= відображення u>-»lu (ufc С^гр)).

В розділі досліджено властивості регулярності функцій з об­
ласті визначення &(>£) оператора о£ .

Теорема 2.2 - основний результат другого розділу. Вона ствер­
джує, що якщо u = (u^.............. ), то Uj6Htjf,Srf(G), і підви­
щення гладкості має місце, якщо ^ + s^> 0 (j=l.... Н). В цьому
випадку, зокрема, власні функції оператора £  є нескінченно 
гладкими.

Ні jd-кіичемиі автор виражає щиру подяку доктору фізико-мате- 
матичних наук професору Л.П. Нижнику за керівництво роботою.

/и,л>\ / Ш \
lu(x) - (lj|C(x.D»Jkeiti j  П Х )  (XtG)-

/ W \  / t w \
bu(x) s (btJx.D)). , ; I =( * 1 =^(x) .hK ifcj1 WoV W„tty

Тут o rd  tK. o rd  \ K( ^ +  t 4.; . t j  С j = 1.... N ) . ^ .... (T^

цілі числа,sL +.. ,+s^+tt + .. .+t/ =2e, . . >, t,, > 0 = St ^..>^Sl/,
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