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ОЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Изучение предельного поведения решений 

краевых задач для уравнений второго порядка в частных производ­

ных эллиптического и параболического типа представляет интерес в 

связи со следующими задачами;

1. вопросом о применимости принципа усреднения Н.НДоголхйова к 

уравнениям в частных производных /работы И.И.Гихмана, Р.З.Хась- 

минского и др./’
2. задачами механики дисперсных сред /работы Б.В.Болотина,

В.Г.Маркова, 0.А.Олейник и др./;

3. вопросами стабилизации решения задачи Ко:ии для параболичес­

ких уравнений /работы Ф.О.Норпера, С.Д.ЭЙцельмана, А.Я.Дорогов- 

цева и др./',
4. вопросами пространственного усреднения коэффициентов парабо­

лических уравнений /работы Г.Л.Кулинича, А.Д.Борисенко, С.М.Коз-, 

лова, 0.А.Олейник, В.В.Жикова и др./.

Данная работа является продолжением исследования вопроса 

пространственного усреднения бнстропеременных коэффициентов па­

раболических уравнений. '

В работе используются методы теории обыкновенных дифферен­

циальных уравнений и теории вероятностей.

Цель габоты. Исследование предельного поведения решения 

задачи Коши для определенного класса параболических уравнений 

в частных производных второго порядка при нерегулярной эапесимое- 

ти коэффициентов от параметра.

На.гщая новизна и.тактическая адннмть, В диссертации по­

лучены следуицие результаты:

- для решения задачи Коми определеняоЬо класса парабол* іееких



уравнений в частных производных второго порядка в одномерном 

случав найдены необходимые и достаточные условия сходимости;
- в двумерном и многомерном случаях для определенных классов 

уравнений найдены достаточные условия сходимости;

- для этих классов уравнений показано действие принципа прос­

транственного усреднения коэффициентов;

- в неклассических случаях выписаны явные выражения для пре­
дельных функций;

- получено распределение локального времени процесса броунов­
ского движения в двуслойной среде.

Полученные результаты могут быть использованы при исследо­

вании стохастических моделей динамических систем, изучении кра­

евых задач математической физики.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной ра­

боты докладывались и обсуждались:

- на проблемном семинаре по обыкновенным дифференциальным урав­
нениям при кафедре интегральных и дифференциальных уравнений 

Киевского университета;

- на конференции "Разрывные динамические системы" /г.Ужгород, 

1991г./;

- в Третьей Международной школе "Эволюционные стохастические 

системы: теория и приложения в $язикэ и биологии" /г.Кацивели, 

1992г./; '
- на Международной конференции, посвященной памяти академика 

М.®.Кравчука /г.Киев - г.Луцк, 1992г./.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 

s шести работах, список которых приведен в конце автореферата.
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Структура и осгем диссертации. Диссертация состоит из вве­

дения, двух глав и списка литературы, включающего <f3 наименова­

нии и содержит Л- страниц машинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении ооосновывавтся актуальность темы, дается крат­

кий обзор современного состояния рассматриваемых в диссертации 

проблем, приводится аннотация основных результатов.

Пусть u 6(t,x) - решение задачи Коши

du.£(.i,z)  ̂ v і f ,t , v3V(*,«)

7>t +

в области

і* У

R T . ( ( i , x H J , x . U ... ]

T ,  * )  j  F  i x }  , где F t x )  - непрерывная ограничен­

ная функция с непрерывными ограниченными производными до второ­

го порядка включительно, при каждом t>o функции aj^Ci,x)

измеримы и ограничены, л

Ііл{ t t
непрерывны и ограничены, матрица 6(4,*) о елементами

равномерно нэЕнрояшана, Для уравнения Ц )  при каздом £ * ° (г 

существует единственное ограниченное решение из Ялясса , 

р* т  + і/і *,

* Ладыженская О.А., Солонников В.А., Урэльпевя.Н.Н. Личейныч 

и квазилинейные уравнения параболичэского типа. -  М.: Инугъ, 

№ 7 .
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Рассмотрим класс уравнений: 

h  : m = i , ' a ( x/ n, f a x ) :  ff

о

Kg : m=2. , £ a ^ f s . ) ,

£ /бгДіW O  о  \

В М >  n ; <5)

ДЛЯ ф ункций Cl1l'V'> , a t(v) выполняется условие ( 2'l с 
S4v) t S, (v^ , S( v) 3 Кг (vl соответственно;

к3 : m = 2  > afet,*}* і а*(4,ї)-

матрица B U  имеет виц (3) , функция Q -іСИ ограниче­

на, абсолютно интегрируема на всей прямой, для фуак­

ция a t Cv) выполняется условие (2) с £ГО) = &л.С») ;

К4 : tu-2, а ^ , ^ ^ [ й ((*,1Й)+ра1£)1,а5м4аа ^ ' €'»

матрица 0) (i,x) имеет вид (з) и. для функций a1tv) , ^  іv) . 

^j(v) имеют место ограничения из класса К̂ ;

Kt : m  ,



rtl

1. &2! m #  [ ̂ i ta*el:)x')tSpBlt,'cvA(-i)x)] ? O y

E-*o i,x  i-i

где Sp В СІ ,ж.) - слад матрицы 6*11,*)

А а>х) = ~ 4 X! xj »

^  *
2* ^  4 С  t t  (іїі),

L*‘ *
V £( t ) ? 0 ,  5 t l( v ) 4 v s  С t  l + t  ] ,  O i f < 1 .

Первая глава посвящена исследованию предельного поведения 

решения задачи Коши в одномерном случае для класса уравнений Kj.

В §1 исследуется сходимость при 6 -* О решения ct,x) 
задачи Коши класса уравнений в области R  j  . Найдены 

необходимые и достаточные условия сходимости в виде сущвствова- ■ 

ния определенных пространствэнных средних от коэффициентов.

Теорзма 1.1.1. Пусть - решение эацачи Кони из

класса К̂ . Для того, чтобы U 6(i,-x:) при £-» О сходилось к 

решению U(i,x) задачи Коши

Э и И , х )  j Л  т  v f "  ч

S t - * Ц Г  S * * — -°'T і

необходимо и достаточно, чтобы

—  Зс^-кб',,
|х\-»сзо Х

-  5 -
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~ZT 5 [-$W>e\v)] 0<5j<oo, І.*4,г,
|*|-»oe 0

где (С - некоторая положительная постоянная, 

о о

Замечание 1.1.1. Пусть функция ft(х) интегрируема на

всей оси и г°
^  a ( . x ) o b c =0

— О0
Тогда решение U*Hix  ̂ при £ -* О сходится к решению ktt,*) 
задачи Коши уравнения

Э и а . х Ч  і д1и(і,х) т  ^

’ Г  ~ ^ = 0 ’

-  6 -

X

Замечание 1.1.2. Если
J <Цх)<іх = X Ф О,

то условия теоремы 1.1.1 не выполняются.
В §2 доказана более общая теорема, охватывающая, в частнос­

ти, замечание 1.1.2. Найдены необходимые и достаточные условия 

сходимости решения задачи Коши и выписан явный вид предельной 

Функции.
’ £ •

Теорема 1.2.1. Пусть и (т, ж) - решение задачи Коши из 

класса К^. Для того, чтобы U* (.*)*.■) при £ -* О сходилось

к функции
оо



где
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< д а 1 r\ 26.HJ г < ч Р

_££l  * ( (6f* “ ***>*)
V * i  « J S r f ^  2<,Ч4Ч  *

J S .  _ ! _  to,(. l S ! L 5 i A
V^ii б , / Й І Ї ^  ї

* Г ■ ' . Л  ^ ~ Х Ь  б г - ^ й г Л
д а М г « гн і  2«tH

V -Й ® * . Л * ® £  , i w «

необходимо и достаточно, чтобы

f К<Ги ’ Х“* + ов 
\ « Г а ,

.

б « х  ,

| К " * '
—  ̂ 22 ♦ ' 
1C

j] (*<0,J|<o),

ї > о ,

*<0,

+oe ,

где 1C - некоторая положительная постоянная.



Замечание 1.2.3. Если по крайней мере выполнено одно из 
условий: б"и Ф  & л или ог1 , то предельная

функция непрерывна в области , а ее производ­

ная Ш І ,х )  /ъ х  терпит разрыв первого рода в области (і, о) . 

Замечание 1.2.4. Предельная функция представима в виде

U.Ci,X.)x tx>),

где U li/X .) - решение в области задачи Коши

f -г. . Л л т  4 Л  * .
_ _ —  * _  в  сх-) _ _ _  = 0> исТ,х)гКС^сх))

с условиями сопряженности

/ , | А ,, . I э£(Я,х^| •g)U(4,QciJ
'Utt.x) =««,*) — -. - —

• xi-o •jt3+0 ) Ъ Х  'ї-'О 1 ’i=^o >

- 8 -

где

e<-x)z

Л (4 * » X>°
I----- - \ 4

{ С *  . * < 0 -

Вторая глава посвящена исследованию предельного поведения 

решения задачи Коши в двумерном и многомерном случаях для клас­

са уравнений К2 - %•
В §1 найдены достаточные условия сходимости решения зада­

чи Коши в классическом случае.

Теорема 2.1.1. Пусть И * ("і,*).- решение задачи Коши из 

класса Kgi Воли

ІІ ВЫПОЛНЯЮТСЯ ДООТЯТОЧННЭ условия теоремы 1 .1 .1  С О .М т̂ ( У )  ,

« t vV *6 jC vi , * s < )



ІЦ-'оо о іЛ

3. существует постоянная С» такая, что при |«l—

і г Г #ч(у' ■ ,
-  [ — ---;---<*v - сь 1 -t(u)cltt --- * о  ,
* ; Ч  Vwefiv)

“  S dv - Co] f '<»*« — * e >
X  о о

где -J ( О  определена соотношением ( 41) с A(v) - йг С^)

S’jCv) і то и( Ci, at̂  при і ~f О  сходится к
решению u(t)X') задачи Коши уравнения

J _  % L ' ] , o ,  
і •»*.,- г х 4г J

at t Т, Х^ а Р  (.x"),

Замечание 2.1.1. Бели
ао у

7 ? T \dvK  4 )dJ s °>
,00 О ei W

то в этом случае выполняются условия теоремы 2.1.1 при

ce = W ^ [ i 5  и с-о.

Теорема 2.1.2. Пусть U e(.t,x)- решение задачи Коши из 

класса Кц. Йели существуют измеримые ограниченные функции

и непрерывные огр.аягч-энны0 .лунчции
Q

Г-Л ’ ■ $Ж Ч№

■ Н  У  P C  г
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і‘ 1,гл, і* 4,л. , матрица о елементами It,*.)

равномерно невыроадена и такие, что

. £ о^(£) г

где С ? Oi i/ > >̂ effe.) -** оо при £ -* О ,

( 1 )  - неотрицательные непрерывные функции в области

1 у, О и таковы, что

v — * О при £ -* О
° £ 

для любого конечного Т , то it Н, «> в каждой точке области

R'p сходится при € -» О к решению задачи Коши

ги(*,х) і V і . . . Лй,*'* _ , т  „ г  .

“ Ї Г -  * г L  V ’ » * ^ » 7 ' ' * Г Ы *Г 1 х ''

В §2 второй главы исследован вопроо сходимооти решения за­

дачи Коши в неклассическом случае для класса уравнений Kg, Кд, 

К4. Выписаны явные выражения для предельных функций,

Теотема 2.2.1. Если в теореме 2.1.1 вместо условия 3 вы­

полняется условие 
о*

b i g  и И и Л * о ,
.га О *

то ■ue('fc,x’> оходится к функции

4і
где
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-о* 1

ш -*іь-ч'м}М-|f([

+^-*al + ІХП] - ( ) }  ̂ ( ' 5 ?  } Л* ■

Теорема 2.2.2. Пусть решение задачи Коши из

класса Kg. Если

1. выполняются условия 1 и 2 теоремы 2.1.1;

2. &‘т  а,сX і) = а ;
|х\-*оо

3‘ J д(ч0ехр{2$ Ы < Ь  = А,, (6)
— ас b ^

то u'C-t, эО сходится при £.-1* О к функции гі (*, эс>, опре- 

делвнной соотношением (5) , в которой Л  =.3^0..

Теорема 2.2.3. Пусть и е(Д решение задачи Коши иа
класса К̂ . Если

1. выполняются условия 1 и 2 теоремы 2.1.1;
до
С  a / v )  , w  v
\ -7-- И-^-гО •,

- і
3. для функции g(v) выполняется условие (6) , TO ж")

при £ — * О сходятся к функции гс (.£, х ) , определенной соот­

ношением (б) , в которой А - Л, .

Замечание 2.2.1. Если в теореме 2.2.2 = 0  или в теоре-



ма 2,2.3 Уі я О і то соответственно и It,ж.") сходится при£-*о 

к решению зацачи Коши

b u C -t,» ')  4 г . г  j 2>ги Ц 1х )1

T>t 2 I ъл* + ^  ъх£ J"'° ’

fc(T, х.1 * Е Ч х У

в области Rq- .
В §3 рассмотрено предельное поведение при £-*>о решения 

ttfCi, ж) зацачи Коши параоолического уравнения

%

tt4(T, *") W

в области <Т, зсСЙ і х ~Ф О > X ^  І j

где t

-  13 -

! « . .

і «і  >

Предельная функция имеет вид

w V .
*“ о

uR,*>

і1
d\/, *<о,

& J e  e



Как следствие, найден явный вид распределения локального вре­

мени нахождэния на границе сред для процесса, описывающего броу­

новское движение частицы в двуслойной среде.

В §4 приведены примеры, иллюстрирущие полученные результаты.
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