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I. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Исследования в физике, технике, 

естествознании /например, изучение упругих колебаний пьезо­

электрического преобразователя, динамики биопопуляций и 

др ./ приводят к необходимости рассмотрения различных нело­

кальных задач для гиперболических уравнений и систем, опре­

деленное теоретическое обобщение которых и является предме­

том изучения в данной диссертации. В работах Нахушева А.М., 

Степановой Н.В. и др. приводятся математические модели кон­

кретных прикладных задач, подтверждающих этот факт.

Направление исследований многими авторами данного во­

проса носит чисто теоретический характер и диктуется жела­

нием описать все правильные операторі с помощью определен­

ных граничных условий. Именно иг такой позиции исходят в 

своих исследованиях Романко В .К ., Савченко Г .Б ., Юнусов Ы., 

Нахушев А.М., Алдшпев С .А ., Садыбеков М.А, и др. Дезин А.А. 

впервые указал на целесообразность использования нелокаль­

ных условий для описания разрешимых расширений дифференци­

альных операторов.

Отдельно отметим работы Пташника Б.И, и его учеников, 

в которых методом Фурье изучены некорректные граничные за­

дачи для дифференциальных уравнений и систем с частными 

производными.

Исследованию неклассических задач для гиперболического 

уравнения второго порядка посвящены работы Ахмедова Р .Г ., 

Вагабова А.И., ИсматоваМ., Гадецксй С .В ., Волкодавова В.§. 

и Кириленко С .В., Тарасова В.А. и Тарасовой Л.8. и др.

Наиболее общие результаты по смешанным задачам для
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гиперболических систем с двумя независимыми переменными по­

лучены в работах Аболини В .Э ., Мышкиса А .Д ., Мельника 3.0. 

/исследования проводятся методом характеристик/.

Задачи, рассматриваемые в данной работе, являются про­

должением работ Мельника 3 .0 . и его учеников, в которых бы­

ли рассмотрены неклассические граничные задачи для гипербо­

лических уравнений и систем как с гладкими, так и с разрыв­

ными коэффициентами.

Цель работы. Исследовать условия однозначной разреши­

мости нелокальных задач для гиперболических систем первого 

порядка с двумя и со многими независимыми переменными в раз­

личных областях.

Общая методика работы. Применяется метод характеристик, 

преобразование Фурье, принцип сжимающих отображений и метод 

последовательных приближений.

Научная новизна. Исследованы вопросы разрешимости не­

локальных задач с неразделенными и интегральными условиями 

для почти линейной и квазилинейной систем гиперболического 

типа в различных областях плоскости xo t .  Доказано суще­

ствование и единственность кусочно гладких /классических/ 

и обобщенных решений. Для одной линейной системы первого 

порядка с тремя независимыми переменными рассмотрены зада­

чи с нелокальными условиями по пространственным переменным. 

Получены условия корректной разрешимости в классическом 

смысле.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты 

работы вносят вклад в общую теорию граничных задач для ги­

перболических уравнений и систем и могут быть использованы 

при ее построении. Они также могут найти свое применение в
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прикладных вопросах.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на 

семинаре кафедры дифференщіальннх уравнений Львовского уни­

верситета /рук. канд. ф.-м. н ., доц. Лавренюк С .П ./, на 

совместном семинаре Института прикладных проблем механики и 

математики АН Украины и кафедры дифференциальных уравнений 

Львовского университета /рук. канд. ф.-м. н ., доц. Лавре­

нюк С.П .; докт. ф.-м. н ., проф. Пташник Б.И.; докт. ф.-м. 

н ., проф. Скоробагатько В .Я ./, на семинаре Института при­

кладной математики и механики АН Украины /рук. акад. Скрыт­

ник И .В ./, на семинаре кафедры дифференциальных уравнений 

Черновицкого университета /рук. докт. ф.-м. н . , проф. Ма- 

тийчук М .И ./, на специализированном семинаре МИИТа /рук. 

докт. ф.-м. н ., проф. Мншкис А .Д ./, на УІІІ Республиканской 

конференции по нелинейным задачам математической физики и 

задачам со свободной границей /г . Донецк/, на Международ­

ной конференции "Дифференциальные уравнения и смежные вопро­

сы", посвященной 90-летию со дня рождения акад. И.Г.Петров­

ского /г . Москва/.

Публикации. Результаты выполненных исследований опу­

бликованы в работах [1-5] , список которых приведен в кон­

це автореферата.

Структура и обьем работы. Диссертационная работа со­

стоит из введения, трех глав, заключения 'иска литера­

туры, изложенных на 147 страницах машинописного текста.
л

Список литературы содержит 138 наименований.



-  6 -

II . СОДЕРЖАНИЕ РАБОІН

\

Пусть дана система дифференциальных уравнений:

П /

Предполагается /если не имеется иных замечаний/, что 

всюду в области рассмотрения /?. <  ... 4  Л*. К О К. А „ . ,  ^
1 fV+1

< ... причем, если Д. =A-ti ( І € (I,...,

П-і ] /  в некоторой точке области, то имеет место тож­

дественное совпадение /Ї ■ и .

Глава I посвящена изучению неклассических задач для 

полулинейной системы / I /  /у Г  = /} ,  <■ - Т п / .

В области П - { (X t і) : О < X  < ^ , О < "i < Т J рас­

смотрим систему уравнений / I /  с условиями:

о) + т) +
т

+ U  \  О * t )u  (xtt )d i=  У  -(or), t е I i 

/ еІі 0 J  1  /2 /

< 0*)o<t6r,o) +-Д (of) u . (or, t) +•

T

*E  U . еІг :
„  / « .  о 1  J

w I , V I ,  = f i , . . . . «J , I in r < =0.
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Пусть функции г Г ,  , oil , j 3 t- , , к t

/  L{J  - /  являются непрерывными по всем своим аргументам,

а также непрерывно дифференцируемыми по X  ; /  і - 1~ tx /

имеют непрерывные первые производные по U ;JU С Є Tj /

- непрерывно дифференцируемы. Предположим

также, что

t'eMi Лі)и(Х4 Л {/СЧ-.Д

Д  (ос) *  О, t с М ,■» п }  \ Mi .

Методом характеристик / I /  приводится к системе инчегро- 

операторных уравнений /при этом вводятся некоторые дополни­

тельные функции и учитываются условия /2 / ,  / 3 / / .

Определение I. Вектор-функция U - (U‘l t r ..t

называется кусочно гладким решением задачи /І /- /3 / в облас­

ти П , если она непрерывка в П ; удовлетворяет /І /- /3 /; 

имеет непрерывные производные первого порядка почти всюду 

в П , которые могут иметь разрывы первого рода на некото­

рых характеристиках системы / I / .

Введем следующие обозначения:

к  -  hvOW X
ieMi t se 

Х€С< $* ]  П

A = vrf>{T їу ж  =
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rn/jux {рк,рк*Л D

<frt -Tn(A>Ljn) E  j r + T U ,

MXX/X [pK ,pKi i]

$ ^ П Т Л ( А  + ЛС) £  J3P^nT/\C1

S ^ . w ) d *

Lo

+ £

Теорема I. Пусть выполняются все предположения на ис­

ходные данные задачи /І /- /3 /, сформулированные выше. Кроме 

того, пусть

і / If , (*Л о  - £ (хЛ O u  L Е V 4 ,
j=i J . А-

* a V * .

где L - некоторая константа, не зависящая от JÊ  U  /

2/ I U  C, t' = Гп  ; ( i / ) f n  ; la I < «  •

< А 4' 9 ^ ;  

4/ < (o )w .(o )  + j9 t- (o)y/-CT) *

T

* E 5 4  ̂  ^ = ̂ (0)-16 r<'
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+ E  = *< *> ■  < е Г <-

/ е І < J  '
Тогда задача /І /- /3 / в области П имеет единственное кусоч­

но гладкое решение.

Доказательство проводится с помощью метода характерис­

тик и принципа сжимающих отображений.

Далее рассмотрен случай задачи /І /- /3 / при условии, 

что все к • ■ = О .

Теорема 2. Пусть выполняются все предположения /кроме 

3 / / ,  сформулированные в теореме I. Кроме того, пусть допол­

нительно имеет место условие согласования 1-го порядка. 

Тогда существует классическое решение задачи /І /- /3 /. 

Доказательство проводится методом последовательных
с

приближений.

Приведены также условия разрешимости задачи /І /- /2 / в 

области {(X ji) : -

Рассмотрим теперь в области П систему / I /  с условия­

ми / 2 /  /при А-. = О , ijJ ~і,п /  и

Л /n+1 о \ х
Ё  Y2 ol(S ( t ) u  (xs { ) =U- ( i )  і = / /V

j -  і  f=o V </

где О - Х0 < X *  < X j  < . . .  < = ^ .  К тем услови­

ям, которые были наложены на функции • , / *  , с/( , в
*■ "г ‘

4  ̂ , добавим еще предположение непрерывной диффервнциру 

емости ^  Л ,у  ~ /Л  и невырожденности

матрицы



j & І Ю  ■" 4 A-О ^{'K+i'ftx+i 

I 4 / 0  -  4 л о  ^і,к+^г*+і '•' j

'  ^ n i O "  ^пко & п , к ^ n n ^ + i  /  

Теорема 3. Цусть выполняются все предположения на ис­

ходные данные задачи / I / ,  / 2 / ,  / 4 / ,  сформулированные выше, 

а также условия I / ,  2 /  теоремы I. Хроме того, пусть некото­

рые константы (njM.t О -  Л  • , L , C ) < /, c=f>,

и выполняются условия согласования 0-го и 1-го порядков. 

Тогда в области П существует классическое решение задачи 

/ I / ,  / 2 / ,  / 4 / .

Приводятся также условия единственности классического 

решения рассматриваемой задачи.

Отдельно рассмотрена задача / I / ,  / 4 / ,
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поскольку условия ее разрешимости имеют более жесткий харак­

тер. Методика исследования / I / ,  / 4 / ,  / 5 /  применена к изуче­

нию нелокальных задач для гиперболического уравнения 2-го 

порядка:

а ^- а г(ос^)ихх /є/

в различных областях. Приведены условия однозначной разре­

шимости /в классическом смысле/ нелокальной /по £ /  задачи 

для уравнения / 6 /  с краевыми условиями первого рода.

Перейдем теперь к рассмотрению второй главы, посвящен-
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ной неклассическим задачам для квазилинейной гиперболичес­

кой системы / І /  / Я с =лі(х}і) и )) і 3 1г Л / .

Пусть - кривые, заданные уравнениями X  -0$(^)

S-0,tn + i , причем a s e C L[O j\  OLs+iU )>  (Xs(i) 

для всех і б [ о гт ]  . В Л 7  - { (x )i ) :a 0(i)<x<afn̂ i ({\ 

0 < і < Т }  рассмотрим систему /І /  с условиями:

и-(ос^) = Ч ' (ос), І--Гп; . /7/

п m+l

і = i ,jv ;

где JV •• количество характеристик /І / ,  которые выходят из 

точек и попадают в _Q T . Будем

предполагать, что все .Л t- и ■£̂ определены в области 

«3,1 - Л 7 * { а : и  6  R .”  /lull -/nwx Iи -| ^  М 0} изме-
І--ЇП

римы и ограничены. Константа такова, что при всех 

^ [ 0 ,Т  ] , и  6  { и  ; и  е (R *  llu lU M jn  при калвдом

і ={' п , S=0)n  + i , должно выполняться условие:

^ ((aj(b)tu) - а '({))--const і о, /9/

Пусть существуют неотрицательные, суммируемые на Г О, ТІ 

функции A (і) и F  ̂(•£),£ = 1 ,2  , такие, что почти для всех 

СОТ] при ( x iti t а  выполняются

неравенства:

I Л  Л  “  (i)) '  Л  . * ,  Л  I *
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4 Ft a)Iх{ -x,14- F,и )II« а,-</г)ІІ

функции (/ t , предполагаются непрерывньши и

лиишицевыми. Пусть также существуют такие константы A 0s>Ot 

Е0 € ( О mi/п  , что все значения

t e C o j]  _ _ м і  

-A-(.x,t,u)-a.'U)/ії^р , a 0U )& х <атНа)+Є0/ и 

L--h+f>n-jf)hiа^н (і)-£0$х$

^  G-tni-lCO /  не меньше величины Л0 . Здесь р - коли­

чество характеристик, которые выходят из точки (С(о(0 ^ 0 )  и
•у*

попадают в X I  • Будем предполагать также, что

f ^llo- &\ро &i n+p+i-Jf'tn+i • &іп,т + і\

h o  - L o  + + i 4 ntm*J \Ї0

,  ■ [  г  ................... -і............... ]
Оу{0-" 0л/зо°^п+р*і-лт+і- /

С помощью метода характеристик и введения дополнитель­

ных функций задача / I / ,  / 7 / ,  /в/ приводится к эквивалентной 

ей системе интегро-операторных уравнений.

Определение 2. Всякое лишшцевое решение системы ин­

тегро-операторных уравнений называется обобщенным решением 

задачи / I / ,  / 7 / ,  /в/.

Теорема 4. При выполнении предположений, наложенных на 

исходные данные задачи / I / ,  / 7 / ,  / 8 /  выше, а также при вы­

полнении условий согласования 0-го порядка, можно указать 

такое T t € (0 ,Т ] , что в л _  * существует рояно одно обобщай­

т е  решение рассматриваемой задачи.

Доказательство проводится с помотып введения некоторых
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функциональных пространств и использования принципа сжимаю­

щих отображений.

При дополнительных предположениях возможного роста и 

знакоопределенности функций f  ̂ , І~1 Ц , а также монотон­

ности исходных данных задачи, приводятся достаточные условия 

глобальной разрешимости. Доказывается теорема существования 

и единственности обобщенного решения.

Для постановки следующей задачи на заданные выше кри­

вые ,S  -О Ш + і , наложим следующие условия: Лг(0) = 0
» О I

&S+i (£) > О.s (4 ) /і  > О / .  Цусть ҐІ - криволинейный сек­

тор в верхней полуплоскости XО t , ограниченный кривыми Хо, 

^Си+1 и ПРЯМ0Й t . В П . рассматривается задача / I / ,  / 8 / ,  

vjxeJ{ = n + z+{  , Т + £ - количество характеристик / I / ,  ко­

торые выходят из точки (0,0) и попадают в П  . Укажем на те 

отличия, которые возникают в связи с постановкой данной за­

дачи /по сравнению с предыдущей/. Предполагается невырож­

денность некоторой квадратной матрицы, составленной по ко­

эффициентам /8 / .  Условие согласования 0-го порядка записы­

вается в алгебраической форме. Пусть также выполняется /9 / ,  

a Д ■ ■ являются непрерывными и липшицевыми функциями по всем 

своим аргументам, причем все А ' ^ 0

Теорема 5. В предположениях, сделанных относительно 

задачи / I / ,  / 8 / ,  а также при условии, ограничивающем вели­

чину части коэффициентов  ̂ , можно укьлать такое 

Т , €(ОТ], что в П Т£ существует единственное обобщенное /в 

смысле определения 2 /  решение задачи / I / ,  / 8 / .  ,

Глава 3 диссертационной работы посвящена изучению не­

локальных задач для одной линейной системы первого порядка 

со многими независимыми переменными в различных областях.



Этот вопрос рассмотрен на примере системы:

~ ULх +- JG а ij(x,t)Ujy 1 1 ^ 1

+ 4  с*. “у г ̂  (* , у, *), ‘ = ,

в области & - { ( x tu i ) : o < x <  ?j a < y < p >o < i  <т}. 
Задаются условия:

/ I I /

л т + / _
= /  /г ; /12 /

-  14 -

U  = < / •  п / із /

Отметим, что все условия, наложенные на Л  ( , С s 1,Н  , в 

главе I /в области П / ,  остаются в силе. Предположим, что 

функции OL ty  , ^ ty  , F '  , Ф ;  , • j , Г j /  s i j n  >

S -Otm  +і /  непрерывны по всем стоим аргументам; F. , ^

аі ' * ®су t г Л /  "  непрерывно дифференцируемы по JCJ 

с £ /  j  , Г- Л і S - Otfn*i/ -  непрерывно дифферен­

цируемы по І  ; /  і  = і) П /  имеют частные производные

по U.
Пусть также фунгсции F; , Ф і , Г' /  І = і, Л /  имеют 

лишь конечное число максимумов и минимумов по у  на [ 0 ,^ ]  

/т.е. удовлетворяют условиям Дини существования преобразо­

вания Фурье етих функций по у  в конечных пределах/

/сіц0 ... ^ iK0 ••• m t ( \

W / U o  • •  ^ я о  m * i  . . .  /
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<ht

( 0Li2 ... (Х{1

а гі а гі а гп | ^  о  ;

^ ®hi &П2 •• • ^ я л

22  [  ^  MjOJX і -f ̂ l  + ЛьОЛГ I f  І +

^  ї * л  1 / ,* ,*  I х

*-jSтхнх \ Ц Л \ + mast ІУ^'І  + 
j,x J j'X /  

* Х  nujsx +- /м а /х  I If!1* 7 1] *

/■ *  4  І > 1 '

где

&осл [ М  ( /поле I <5; I *-Xtnjcux | а .г | ? <  

/ * ' * ' *  </ /І ГЛ <  ^

«Л

^ • ^ ^ у

<Х7

0

/>
г» • *% *ч

^  Л у .
о

/>

А
0 4 '

М - некоторая положительная константа, которая не зави­

сит от X .

S '-  S S 'y - e
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Теорема б. Пусть выполняются все предположения, сфор­

мулированные относительно задачи /І0/- /ІЗ/, а также условия 

согласования 0-го и 1-го порядков. Тогда задача /ІО/-/ІЗ/

Доказательство проводится с помощью преобразования 

Фурье по Lj в конечных пределах, метода характеристик и 

метода последовательных приближений.

Приведены также условия однозначной разрешимости эада-

В заключении автор выражает искреннюю признательность 

своему научному руководителю, заведующему кафедрой диффе­

ренциальных уравнений Львовского государственного универси­

тета им. И.Франко, доц. Лавренюку С.П. за постановку задач, 

неоднократное обсуждение результатов и постоянное внимание 

к работе.
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