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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТУ

_иелі. Являясь одним из основных разделов анали­
за, дифференциальные свойства функций и множеств вот уже несколько 
отолетий притягивают к себе внимание математиков. Считается, 

что по-настоящему серьезные исследования дифференциальных свойств 
функции начинаются с работ А. Лебега и А. Данжуа. Исследования 
были продолжены и существенно развиты в работах
Н.Н.Лузина,В.В.Степанова,А.Я.Хинчина,С.Сакса и других математиков. 
Следует отметить важные идеи Хинчина, которые привели его к 
теперь уже общепринятому определению асимптотического предела, 
асимптотической производной и т.д. (приведшие, например, к су­
щественному обобщению интеграла Данжуа).

Настоящая работа является одним из продвижений в етой области.
Цель работы. Изучение связности графиков производных множеств 

функций, получение новых критериев дифференцируемости и 
голоморфности комплексных функций.

О б и ^  лето&ит. В работе используются топологические и функ­
циональные свойства внутренних отображений, известные методы тео­
рии функций как действительного, так и комплексного переменного.

Научкдаковиэна. Все результаты, изложенные в диссертации, 
являются новыми. Получены:

- условия связности графика производных множеств в случае 
вещественных функций многих переменных и в случае комплексных 
функций одного переменного; '

- новые критерии дифференцируемости комплексных липшицевых 
функций и голоморфности функций о прямолинейными множествами моно­
генности;

- полная характеристика множеств моногенности на множестве не 
первой категория в случае, когда они нигде не плотны.

Апробация работ. Результаты диссертации докладывались на 
"Міжнародній математичній конференції, присвяченій 100 - річчю з 
ДНЯ народження 0.Банаха (г.Львов, 1992), во Всесоюзных математи- 
тических школах "Комплексный анализ" (Кацивели, 1990) и "Теория 
потенциалов", (Кацивели, 1991), на семинарах по "Топологическим
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методам анализа” Института математики АН Украины.
Дубдшсаугш. По теме диссертации опубликовано 4 работы.
Объел роботи Диссертационная работа состоит из введения 

и трех глав.

Содержание работы

Во введении дается краткий обзор исследований по теме 
диссертации.

Первая глава посвящена изучению связности графвса
производных множеств.

В первом параграфе приводятся известные факты о связности 
подобных множеств, когда f  задана на сегменте [а,Ь], и до­
казывается следующая

Теоремі 1 .1 . Пусть Де иг”*! функция 1-класоа Бэра,
такая, что f ( * U ) c f (D )  для любого открытого шара tfcD, где ScD. 
Тогда график отображения / связен в к™** .
Схема ее доказательства используется в дальнейших теоремах 
настоящей главы.

Во втором параграфе вводятся множества

где

*«(/;**>-
f ( X ,̂... . . .  ,Xn ) —f ( X j , . . .  tXn )

-------------  ,0<|АХ{|<Є

которые называются множествами частных производных чисел по 
переменной х . функции Ik®" в точке х = (х . _); Ы<1\ ■+ ( С Iвообще говоря , СОСТОИТ ИЗ двух компонент! множества *3,
правых (т.е. при ДХ.>0) и М~(1 }левнх (при Ах.<0) частных произ-® іводных чисел. Соответствие X—*М осуществляет многозначноеX
отображение области D в обозначим ее через ф^. Отметим,
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что <Pj обладает множеством воюду второй категории в D точек по­
лунепрерывно ти вверху.

Творвла 1 .2 . Пуоть f iD —tК,, D=Rn - непрерывная функция и
( і Jпуоть в каждой точке XeD множество Ш 'связно. Тогда график мно­

гозначного отображения

9 .е.їїф=1 (X ,£): X&D, 5eif̂ tJC/)) есть связное подмножество ’.
Из пооледной теоремы вытекает

Следствие. Пусть f iD —*K ’ ,Ск№п-  непрерывная функция, облада­
ющая конечными частными производными 0//Аг( в каждой точке :оеД, 
тогда множество

ff={ (х. 5) }-связно.
В теореме 1.2 единственным условием овязности множества ffjp 

является связность множеств Jff<; в каждой точке области определенияXфункции /. Известно, что множество моногенности ® а(/) (которое сов­
падает о иножеотвом производных чисел) комплексной функции / всегда 
является связным множеством, поэтому естественно было ожидать 
связности графика производных множеств и в атом случае. Но 
оказываетоя, что ато не так. Был построен пример(см.ст.С.В .Горленко 
в об. "Некоторые вопросы современной теории функций" Н.1976) 
непрерывной функции / ( г ) ,  ДЛЯ которой Обединение 2Уо®г (/)сС 
связно, но расстояние p(zyoJBz(/),Bl0(/))>0.

Тем не менее, во втором параграфе при дополнительном 
условии доказывается следующая

Теорем  1 .3 . Пусть / - непрерывная и R-диффереяцируыая 
функция в области D комплексной плоскости С. Тогда график 
многозначного отображения

в у з -  л г<я
Т.е. « ф ={ (2,С)!1!вО,СвЮ г(/)) eo'fb связное подмножество C * (Z ,Q ) .
В ее доказательстве используется и существенно дополняется конс­
трукция знаменитой теоремы Стоилова о простой дуге.

В атом же параграфе доказывается и свойство более "аильной" 
связности при тех же условиях теоремы 1 .3 .
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Теорежа 1 .4 . Пусть / - непрерывная и К-дифференцируемая
функция в области Ifcc, z Q-  произвольная точка D. Тогда для
произвольной точки (/) существует последовательность

*о,2,... ,такая,что Z-^*ZQ и расстояние 
Р(Яг »С)~*0 при П—*оо .

п

Во второй главе получены новые критерии дифференцируемости 
функции комплексного переменного в одной отдельно взятой точке.

Известно , что если непрерывная функция , DdR*
обладает частными производными в области D и в  некоторой точке ее 
они непрерывны, то / дифференцируема в этой точке. Имеются много 
различных обобщений и усилений этого весьма полезного утверждения. 
Например, нетрудно показать, что для Липшицевой функции / (вещест­
венной или комплекснозначной) существование пределов ее частных 
производных в некоторой точке по точкам дифференцируемости также 
приводит к дифференцируемости в такой точке; при атом наперед о 
существовании частных производных в ней ничего не предполагается.
К сожалению, в общем случае ото утверждение неверно: если взять, 
например, произвольную сингулярную монотонную функцию ф(х), 
Ite[0,b]dR4, взять точку XQ, где ф' (XQ)«»+0 0 , я положить /(г)» 
=/(лг+1{/)=ф(х), то в точках z=JQ+ ly наше последнее утверждение 
не имеет места.

В нашем случае двффереицируемооть комплексной функция / 
в точке дает дифференциал . Оказывается, что
для дифференцируеиости комплексной функция / достаточно сущест­
вования лишь одного предела l l n  /г, либо П т  конечно 
его доказывается в случае, когда функция Липшицева, зато пре­
делы llm /в, l l n  J - можно понимать как асижптатимескив.

В первом параграфе главы приводятся интегральные оценки, 
вывод которых потребовал весьма тонких рассуждений.

Рассмотрим в области D комплексной плоскости С функцию / , 
удовлетворяющую условию Липшица:
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для произвольных Zj Z2«D. Пуоть f -  — *0 при Z— асимптотически. 
Это означает, что существует измеримое в смысле (двумерной) меры 
Лебега множество Q {zq ) .имеющие zQв качестве точки плотности, вдоль 
которой /g имеет обычный предел при Z —*Za - 

Введем обозначения:

в наших условиях 0(г)— >0, при Г—*0.
Теорела 2 .1 . Пусть f ^ L ip (D ), Лес и /- — »0 асилпяижшнесюх, 

г при *—і>г0 . Тогда справедлива оценка

В третьем параграфе приводятся следствия к приложения 
основной теоремы.

Teopeja 2 .3 . Пусть f * L lp (D ) , ж а некоторой точке z q<bD суще­
ствует асимптотический предел при z—>ZQ либо производной f z либо 
Тогда / дифференцируема в точке ZQ, причем соответствупцив яооф- 
фицвевт дифференциала d f~ fx(3z+f-jd£ равен атому предельаому

Mea(KrnQ) Mea(Kr\Q )
“1-0(Г),Jfee(Xr) Mea(Kr )

f { z 0+ h ) - f ( z 0 ) 1 г
--------------- ------------------------ < є(г)І,(г,Л)+2игг(г.Л) ,

ft 2x1 J <C-s0>2
OKГ

где E(r)~sup eaa\f-\, Jfj f  lf̂ - константа, зависящие от Г и fl.

Во втором параграфе главы доказывается о с н о в н а я  
Теорела.2 .2 . Пусть /«itp(D), 0=с ж /- — *о асимаютмески, 

щ п  Zr-*zQ. Тогда / мояогенна в точке ZQ .

Доказывается, что при атом имеет место оледупцая формула:

1 Г /<C)dC 
/ (*0)-Itm--- ---------

r - o  2xi J <C-z ) 2
« r <*J °
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значению. Второй коэффициент при втом находим по формулам

1 Г /(C)dC /s(*0>- И и  -------—
z 0 г -ю  2ict J  (C-z0)2 »

либо

Задача о структуре множеств моногенности 56̂  на множестве 
всюду второй категории до конца не решена.

Основная теорема позволяет описать JRz в одном частном случае. 
Именно, справедлива следующая

Теорем  2 .3 . Пусть f s L i p [ D ) и на множестве EcD не первой 
категории множества моногенности *.</> нигде не плотны. Тогда в Ї,
исключая множество первой категории, 01£(/) являются либо
окружностями либо точками, а сама функция J дифференцируемой.

Как правило, всякое продвижение в теории дифферен­
циальных свойств комплексных функций обычно приводит к
новым критериям голоморфности таких функций. Не является 
исключением из итого правила и настоящая работа.

Известная гипотеза о голоморфности функци и комплексного 
переменного гласит: для того, чтобы непрерывная функция f  

была голоморфной в своей области определения, необходимо 
и достаточно, чтобы множеотво моногенности Ш г(/) в каждой • 
точке етой области не было ни полной плоскоотьш, ни полной 
окружностью. Известно также, что ета гипотеза в определенном 
смысле сводится ‘к случаю, когда множества моногенности являются 
подмножествами прямых линий на плоскости, Этот влучай был 
наследован ж работах М.М. Тара, С.В. Горленко в различными

1 Г / ( C ) d 5
/  (z )= Zlm -т=г- ■ .

z 0 r— o 2xt J (C- zQ)s  

« r U о >



7

методами было доказано, что если множество моногенности 
непрерывной функции в области определения ее является подмно­
жеством прямых Р- плоскости, то такая функция является голо­
морфной. При атом под Р- плоскостью понимается расширенная 
комплексная плоскость с топологией замкнутого круга (где беско­
нечно удаленная точка рассматривается как граничная "окружность" 
бесконечно удаленных точек (оо,а) :(Kas2lC). Справедливости 
гипотезы в случае, когда множества моногенности W s(/) являются 
подмножествами прямых расширенной комплексной плоскости с 
обычной сферической топологией, и посвящена третья глава.

В первом параграфе главы приводятся известные вспо­
могательные утверждения. Приведем некоторые из них. •

Лелла I . Пусть Ш=/(г) - непрерывная в области D=с функция. 
Если в каждой точке Z множества В не первой категории в D 

множества моногенности Slz(/) не содержат точку С=0, то найдется 
подобласть dQcD, в которой f { z )  однолистна.

Лелла 2. Пусть l»=/(Z) -непрерывная в области Doc функция 
и P-совершенное множество в области D. Если для каждого z<sP 
И 2(/) не содержат точку С=0, то найдется порция PQ множества Р, 
на которой /(Z) однолистна.

Лелла 3. Пуоть w* f { Z )  -  непрерывная в области D функция. 
Если на множестве Е не первой категории в D множества W z (/) 
ограничены ( т.е. принадлежат некоторому фиксированному кругу 
плоскости С), то найдется подоблаоть dQcD, в которой /(z) 
удовлетворяет уоловию Липшица.

Лелла 4. Если для непрерывной в области D функции іУ=/(2) 
множества моногенности ограничены в точках совершенного 
множества Р, то найдется порция PQ<=P, на которой функция 
f { z )  удовлетворяет уоловию Липшица.

С помощью вспомогательных утверждений, приведенных в первом 
параграфе, во втором параграфе главы доказывается следующий 
вариант вышеуказанной гипотезы:

Теорела 3 .10. Пусть av»/(z) - непрерывная в области Zfct 
функция. Если для каждой точки Zed), исключая не более чем счетное 
их множество, множество моногенности Sle(/) является подмножеством
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прямой расширенной комплексной плоскости со сферической 
топологией на ней, ■ при той не вырождается в бесконечно удаленную 
точку С=0 0 » «5 /(2) голоморфна в области D.

Отметин, что при ее доказательстве существенно используется 
основная теорема второй главы.
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