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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность тема. Теория функциональных уравнений /ф. у. / 
является классическим объектом исследования в математике. Осо­
бая роль этой теории обусловлена тем, что необходимость изуче­
ния тех или иных специальных ф. у. возникает в самых разнообраз­
ных разделах науки. Поэтому многие уравнения носят имена извест­
ных ученых прошлого - Коши, Абеля, Римона и других.

В настоящее время интерес к ф. у. значительно возрос в 
связи с интенсивным развитием теории динамических систем. При 
этом возникает все большая потребность в построении общих ме- 

“ тодов. Достаточно полная картина ф. у. на прямой /от одной пере­
менной/ отражена в известной монографии Кучки. Однако, много­
мерная теория динамических систем предполагает изучение уравне 
кий на многомерных многообразиях. Примером многомерного ф. у. , 
систематически изучаемого в теории динамических систем, являе­
тся уравнение сопряженности отображении. Один из подходов к 
общей теории многомерных ф. у. излогается в работах А. Н. Шар 
ковского и его учеников. Ряд общих многомерных методов предло­
жен Г. Р. Белицким.

В диссертации развиваются методы изучения многомерного ф. у.

В работе найдены условия на заданные отображения, при ко­
торых уравнение имеет гладкое или непрерывные решение; для

в котором F и а заданные гладкие отображения гладких много
образ ий.
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линейных уравнений найдены условия существования нетривиальных 
решений. Изучается также задача описания всех решений. Здесь Мы 
следуем подходу, восходящему к Пуанкаре и широко используемому в 
современной динамике. А именно, для описания решений заданного 
уравнения мы приводим его с помощью естественных преобразований 
к так называемой нормальной форме, т. е. к такому более простому 
уравнению, задача описания решений которого не составляет труда.

Цель иследования:
- найти условия существования непрерывных или гладких реше­

ний многомерного ф. у.;
- найти условия существования нетривиальных решений линей­

ного ф. у. ;
- выяснить, насколько приведенные условия точны /близки к 

необходимы/;
- указать нормальную форму ф. у. относительно преобразования 

аргумента и неизвестной вектор функции.

Методика исследования. Условия разрешимости ф. у. получен­
ные в работе, формулируются в терминах динамических свойств за­
данных отображений. Для этого мы развиваем новые приемы доказа­
тельства существования решения, основанные на понятии аттракто­
ра и репеллера. Наряду с этим новыми приемами нами используются 
и более стандартные методы, основанные на принципе неподвижной
точки.

Научная новизна В диссертации вводятся и исследуются

- 4 *



понятия аттрактора и репеллера диффеоморфизма гладкого много 
%об раз ия.

Полученные на основе этих понятий результаты являются новы 
ии и заключаются в следующем;

1. Доказано, что при естественных условиях обратимости на 
отображение , каждое решение в окрестности репектора про 
должается до решения в целом.

2. Как следствие доказано, что если F обладает аттракто­
ром и репеллером с пустым пересечением, то уравнение имеет реше 
нив.

3. Найдены условия типа сжатия существования решении разре 
иенного многомерного ф. у.

jp(a) = &(х, (p(Fx))
4. Найдены условия, при которых многомерное линейное одно­

родное уравнение

і  (1) 1р(х)  + Ш ? ( Г х ) = о ,
имеет нетривиальное решение.

5. Найдена нормальная форма уравнеия

в котором отображение
G(a,yJ- ( F x ,

ябляется диффеоморфизмом, a F обладает аттрактором и репелле­
ром с пустым пересечением.

Полученные нами условия существования решения и существовав
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ния нетривиальных решений, как показывают примеры, близки к 
необходимым.

Заметим, что используемые нами понятия аттрактора и репел­
лера несколько отличаются от общепринятых /см. определение 2/, а 
репектор - это пересечение аттрактора и репеллера.

Практическая и теоретическая ценность. Диссертационная ра­
бота носит теоретический характер. Её результаты и методы могут 
послужить основой для дальнейшего развития общих теорий ф. у. 
Они могут оказаться полезными в различных задачах анализа, ка­
чественной теории динамических систем, эргодической теории и 
других областях.

Апробация работы. Результаты работы систематически докла- 
дивались на семинарах по теории динамических систем в Харьковской 
госуниверситете /1989 - 1991 гг. , руководитель Г. Р. Белицкий/, на 
семинарах по уравнениям в частных производных в Харьковском гос­
университете /1909 - 1991 гг. , рукодитель профессор В. М. Бо рок/.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения и 
четырех глав, подразделенных на одинадцать параграфов. Работа 
снабжена оглавлением и библиографией из 10 наименований. Она за­
нимает 80 страниц машинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы исследования,
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дается краткая историческая справка И обзор литературы, а также

Глава 1. Примеры и описание преобразований.
§ 1. Некоторые конкретные уравнения.

В этом параграфе рассматриваются примеры уравнений, илюс 
трирующие связь между разрешимостью и динамикой заданных отобра 
жений.

Вопрос о разрешимости уравнения

Наличие неОлуждающих точек обычно препрятствует существо­
ванию решений.

вообще говоря не имеет решении того же класса гладкости, что и

сообщается краткое содержание диссертации по параграфам.

тесно двязан с динамикой отображения
Определение 1. Точка Х0є М называется неблуждающей 

, если для любой еёдля диффеоморфизма F t  М ~ > М  

окрестности L L , существует такой номер п  =n(lL) , что
*

Например Хорошо известно, что уравнение на окружности (M.f)

(1)

правая часть (здесь f(x) +еС и еС - иррационально,
то все точки неблуждают).
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Однако, С разрешимость уравнения (1) при любой
правой части Т е  С ( Г„ » О ) ветекает из условия
Зигеля.

§ 2. Диффеоморфизмы с аттрактором и репеллером.
Определение ̂ . Замкнутое множество М  называется

аттрактором относительно диффеоморфизма F , если выполняются 
следующие условия:

.. F(lL+)ci й +

2. U F n ( U j = М .

Определение 3. Замкнутое множество U . c M  называется ре- 
пеллером для F  , если оно ябляется аттрактором для Р

Теорема. Если существуют неблувдшщие точки для диффеомор­
физма F , то они содержатся в множестве U f U + n U .  ■ 

5 3. Обратимость по переменным.
В предыдущем параграф, мы определили те динамические уело 

вия на F  , которые в дальнейшем обеспечат разрешимость урав­
нения.

Кроме этих условий на F , возникают условия обратимости 
отображения $ f > У* ’ ̂ . )

Определение 4. Отображение ( j ( x ,  у4} ):М X Rm
называется обратимым по переменной у . , если существует такое 
С* - отображение к  (ХД; ̂ : М  X fC  X RnX  R n IR * ,
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что і
і .  j j x ^ ( x , i , v „ ^ , a j  =  2

а Ц г . } І г . щ Н Ф і

при всех Х е М  , Ї € І К т , ^ ^ е R" •
Аналогично определяется обратимость по переменной ^

Глава 2. Продолжение решений.

Основной результат настоящей главы заключается в том, что 
каждое решение уравнения

(1)

где М  X R  X R - отображение класса С* , в окрест­
ности репектора продолжается до решения в целом.

§ 1. Нелинейные уравнеия.
Пусть Ц + . Ц  _ . U ,0 ~ аттрактор, репеллер и репек

тор ДЛЯ F соответственно.

Положим V0 -  U + П F* (Ц  ^  L l0
Теорема 1. Пусть отображение ^(Х, обратимо по каж­

дой из переменной у.̂  , . Тогда для каждого решения ̂ (зс)б
уравнения (1) в окрестности Ц  , существует такое решение 
/в целом/ класа С . которое совпадает с решением (Р на мно-
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жестве
В частности, если V0—$ . то теорема гарантирует разреши

мость.
§ 2. Линейные уравнения.
В этом параграфе мы рассматриваем уравнения вида

AWPW*W*)?M=ir(*), (2)
где (р '■ М  -> С"1 - неизвестная вектор функция )

заданные С - матрицы функции, Г:М->М - заданный С* диф­
феоморфизм, IT' - заданная - функция.

Пусть

^ ={Х : ^ 4 < а )  і сf = { X : ^ efc<M}.
А

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:
і .  й М  2 .  й > £

Тогда для каждого решения ( f €  С уравнения (2) в окрест­
ности Н 0 , существует такое решение /в целом/ класса С* . ко­
торое совпадает с решением на множестве V0 

§3. Линейные однородные уравнения.
Здесь мы изучаем уравнения вида

СЗ)

Пусть существует открытое подмножество V c M  для кото­
рого вмпонены следующие условия:
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і. £ « № і л у = *ає*

2. U F ' M = . U F ’, (V )
neZ и є^-

з. U F " ( V ) n i = i <  , U F * ( V ) n £ = * .
M>0 3 a«o •*

Teopeiiia 3. При выполнении этих условий уравнение (3) имеет 
нетривиальное решение.

Заметим, что если матрицы Л  (&) и - квадратные (пг=п) t 
то определение множеств и <г/̂ сводится к следющему:

^=|х; det Л (*)=<>} ; ^ = {х : c le t£ (x )=o} '

Глава 3. Существование решения.

В этой главе мы рассматриваем вопрос о существовании реше­
ния многомерного ф. у. вида

( р ( х ) =  j ( x , y ( F * ) j  ( 4 )

В этом уравнении - заданное гладкое отображение
многообразия в себя, но не обязательно диффеоморфизм. Однако, 
понятие аттрактора, очевидно переносится и на этот случай.

Предполагается, что М  - многообразие снабженное римановой 
метрикой, может иметь край. Однако, для наших целей вполне* дос­
таточно считать, что многообразие М  вложено в Евклидово прос-
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транство £  j  , а римо нова метрика на М инду­
цирована из объемлющего пространства.

В частности, растояние между точками X , %  £  М  есть

J)(x,*)a*llx-JEI,

где /•/ - норма в К ™  -
§1. Уравнение с аттрактором.
Пусть 11С  М  аттрактор для Р .

КТеорема 1. Пусть F , ̂  Є  С - Тогда для всякого реше­
ния ^  уравнения (4) на И  , найдется единственное С* -решение
в целом, соовпадающее с ^  на ІІ .

В силу этой теоремы, для доказательства разрешимости урав­
нения (4), достаточно доказать его разрешимость в окрестности 
аттрактора. Мы докажем это в предположении, что отображения (£■ 

и F удовлетворяют тем или иным условиям сжатия.
В формулируемых ниже теоремах предполагается ограниченность 

на аттракторе "свободного членая", т. е.

а о= 4 и р 1 ^ К 0)в<00 
° X e l L

Теорема 2^ Пусть отображения и F  непрерывны, и кроме
того, выполняется следующее условие

ца(х,у)~р(х,г)1и с /1у - т , с<1

где Х е  Ц  и ^ , і  Є ж ™ .

Тогда уравнение (4) имеет единственное, непрерывное огра
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киченное на ІЛ решение во всем t * \  .

Террема 3. Пусть выполняются следующие условия:

1. ( Р *0, «)
це IT

2. 4ир\\ҐС*)І4\
XeU

t (W3. производные г (зс), (  Р- К ) ограничены и рав­
номерно непрерывны на Ц, ;

4. производные ) ограничены и рав
номерно непрерывны на любом множестве U.XV • где Vc]Rm- -ком­
пакт.

Тогда уравнение (4) имеет единственное ограниченное на U. , 
С -решение на М  .

Очевидно, что условие равномерной непрерывности относится 
к старшим производным Ff \ х )  , Q , если К<00 .

Заметим, что в случае, когда ZL компакт, то из теоремы 3 
вытекает следствие.

Следствие. Пусть И  С М  - кошакт на произвольном много­
образии М  , и пусть выполняются следующие условия:

1- , ( г = 0 / , . . . , к )

ЦеН"1
2.

a F , у е С К .
Тогда уравнение (4) имеет решение класса С* •
Замечание̂  Теорема 2 доказана в классе ограниченных функ­

ций. Однако, при выполнении условий теоремы, уравнение (4) Ъооб-
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КЄ говоря имеет на Ц  неограниченное решение.
§ 2. Локальная разрешимость.
Рассмотрим ф. у. вида (1). где FeC - гиперболический ло­

кальный диффеоморфизм, ^ 0 ° %  dfit ̂ ( 0 , 0 ,о ) ф 0 )  d £ t ^ ( D ,0 , 0 ) ^ 0 ,  

Определение 5. Будем говорить, что (ро - формальное решение 
уравнеия (1), если отображение

является плоским в нуле. Это означает, что все производные в 
точке <£= 0 равны нулю.

Теорема 4. Если (£-формальное решение уравнения (1), то най­
дется такое С°° - локальное решение у которого ряд Тейлора 
в нуле совпадает с рядом Тейлора формального решения .

§ 3. Некоторые примеры.
Объединяя глобальные результаты главы 1 с теоремой сущест­

вования С решения в целом.
Рассмотрим уравнение

9 (Х, (f(x),(f(Ax)) (5)
где Хє , А : JRa->]Rn - гиперболический линейный оператор, а 
^ : обратимое по каждой из переменных If и 

Ъ  . С ~ отображение.
Из теорекш 4 вытекает, что если уравнение (5) формально 

разрешено в точке Ct-=0. то оно имеет локальное решение.
Теорема 5. Если уравнение (5) имеет формальное решение в 

точке 1=0 , то оно имеет решение в целом.
Для того, чтобы уравнение имело формальное решение, оче
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. ( И
Следствие. Пусть существует такой вектор ^ , удовлетво­

ряющий уравнению (6), что отсутствуют резонансы. Тогда уравнение 
(5) имеет глобальное С ”  - решение , для которого

Условия существования решения упрощаются для линейных урав­
нений

J i f £ ) ( f ( x ) + $ ( £ ) ^ ( A x ) = F f r )  ( 7 )

где X єЖ .
Нот ( t f ,  R m)

Л > - - К 1 ~ * Н о т  (R* Я С )

г  60L - отображения.
Следствие. Пусть выполнено следующее условие

^ ( « М + А ( о ) ) = р ,

и отсутствуют резонансы. Тогда линейное уравнение (7) имеет 
глобальное С*- решение при любой С°*~ правой части Т ( х )  .

Глава 4. Классификация уравнений.

В этой главе развивается подход к изучению ф. у.

Ф)*9Іг>ФІ . 18>
основанный на приведении этого уравнения к возможно более

видно, необходимо существования такого вектора у г IR , что
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простой "нормальной" форме.
Определение 6. Будем говорить, что уравнение (8) С экви 

валентно уравнению

Y ( i )  =  | ( x , T ( f 4 ,
если существует такое обратимое С*~ преобразование 

Ї  Ь—  >  Й  ( і )

ц(х)ь-+Т(х,Г(4 
£(Х)s: Нн F Н (*) = (н»р»н) (x)

При этом, если решение уравнение (9), то
y(x) = T ( H ' b , r ( H ' V 4

- решение уравнения (8).
§ 1. Линейные уравнения.
В этом параграфе мы рассматриваем задачу эквивалентности 

линейных уравнении

Jb(x) lp(xj+«fi(x) tp(Rx) ( * )

где F  - отображение вида

F (x )*  ( і " Л & А » М м )
Теорема 1. Пусть d jS -t <Jt (X) ~фО j d.flt «&(?£.) ф-D венду. 

Тогда уравнение (*) приводится к уравнению с постоянными коэф­
фициентам.

Y ( x ) + 3 F ( F x ) = o

где 3- diof(i4,i....... О ,  х - f *  d e t  JT

- 16 -



§ 2. Нелинейные уравнения.

Здесь мы доказываем аналог теоремы 1 для нелинейных урав 
нений.

Рассмотрим диффеоморфизм
✓

ф ( і , а ) = ( н № , Т М ) .  < » >

Теорема 2. При К>,1 существует С* * диффеоморфизм вида (10), 
который приводит -

к нормальной форме

Функциональное уравнение (8), отвечающее & н , является 
однородным линейным

( 11)

Тем самым, каждое решение уравнения (8) можно записать в
виде

і р ( * ) , т И х ) , г ( н ' ' м |

где T W = T ( S , y ) - решение уравнения (11).
Вопрос об описании решений однородного уравнения (11)

%
связан с дальнейшей классификацией диффеоморфизма вида

' 17 —
а и  у  Л ™ * * *



В качестве приложения рассмотрим диффеоморфизм вида
F0(x) = <&X+e, е * Г , Л eind ( і Г , ї Г ) .
Лемма. Если отображение£не имеет неподвижных точек, то оно 

приводится к диффеоморфизму вида

где Je=dlCtfj,

Поэтому из теоремы 2 вытекает следствие.
Следствие. Каждое уравнение вида

ip(Лх.+в) =

где - линейный невырожденный оператор, причем
Q  ф  й т  (A-l) некоторым С*  п̂реобразованием (10) приводится к 
нормальной форме GH

Пользуясь случаем, автор выражает глубокую признательность 
научному руководителю Г. Р. Белицкому за постановку задач и 
постоянную поддержку в работе.
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