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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність томи. Становлення України як самостійної 
держави, відхід від жорсткого централізованого планування і 
необхідність налзгодаеняя нової системи управління 
соціально-економічним розвитком в умовах ринкових відносин» що 
формуються, потребують створення та впровадження адекватного 
сучасного економ іко-математичногс компьютерного інструментарію. В 
рамках створення такого інструментарію в Інституті з проблем 
інформатики Мінекономіки України розробляється Система 
економіко-математичних комп'ютерних моделей комплексного аналізу, 
збалансованого прогнозування та регулювання соціально-економічного 
розвитку України. Система моделей шрздЗачає узгодження широкого 
кола показників соціально-економічного розвитку України і її 
взаємодії з іншими країнами світу. Моделі системи містять 
показники макроеконом і ки, рівня життя народу, економії трудових 
ресурсів та зайнятості, фінансів та кредитів, грошового обігу, 
науково-технічного прогресу, інвестицій, цін, податково" політики, 
зовнішньоекономічних зв>язків, екології та ін. Складовою 
частиною системи екониміко-математичних моделей с рад моделей 
міжгалузевого бзлансу (МТБ) з явним врахуванням галунових 
інвестиційних лагів. Ця модель, до якої як основні входять блок 
рівнянь балансу виробництва і розподілу продукції та блок балансу 
основних виробничих фондів, приз ічека ддя виконання узгоджених 
(за обсягами та в часовому вимірі) прогнозних розрахунків 
тенденцій нагромадження та використання продукці і матеріального 
виробництва з врахуванням адекватної .нвестиційної політики.

Незацер. іні методичні переваги повністю динамічної моделі 
міжгзлузевого балансу н® відміну від статистичних та 
нашвдинакічких моделей МГБ неодноразово відзначались в цілому ряді 
досліджень (С.О.Ашмаиов, Е.Ф.Баранов, 0.0.Баранов, М.А.Гершензон, 
В.М.Гдушков, О.А.Горюїпил, О.Г.Гранберг, Ю.П.Іванілов, 
Л.В.Кантсрович, А.А. Конюс, ?.В.Лотов, І.С.МатліЕ. Б.В.Meлент-св. 
Де.фон Нейкан. Г.Г.Нікітін, Б.К.Озеров, В.М.Павлов, Я.М.Урінсон, 
В.В.Шербінкін та ін.), і в першу чергу наголошувалось на тій 
обставині, що динамічні моделі дають змогу враховувати при



формуванн’ показників економічного розвитку b кожному pout 
планового періоду не ТІЛЬКИ поточні потреби, вже досягнутий рівень 
нагромадивши і використання виробничих ресурсів, а й
передбачувані обсяги розширення виробничої бази з метг-о
забезпечення стійкого збалансованого зростання в майбутньому. Ці 
моделі дозволяють, крім того, більш повно враховувати роль цін при 
прогнозував і динаміки народного господарства на перспевтиву.

Поряд з тим, незважаючи на зазначені методологічна переваги, 
повідомлення про практичне застосування повністю динамічних 
.лоде-зй міжгалузевого балансу є нечисленний *, що зумовлено 
г'шикакг ми при цьому значними труднотами як щодо можливості

побуд ви ефективних обчислювальних Алгоритмів, та: і еїдносно
забезпечення цих розрахунків необхідною початковою інформацією.

Труднощі чисельної реалізації повністю д̂отамічної моделі МГБ 
пов-язані з тим, що відповідна обчислювальна задача навіть при 
помірній кількості галузей, що входять до моделі, є задачею 
заликої розмірності, і, крім того, матриця коефіцієнтів 
відповідної системи рівнянь може бути погано обумовленою.

Актуальність дослідження. В дисертаційній роботі на прикладі 
динамічної моделі міжгалузевого балансу досліджено джерела та 
причини ряду обчислювальних труднощів, що виникають при практичній 
реалізації деяких класів динамічних моделей, розроблено аналітичні 
та обчислювальні алгоритми д’я годола̂я цих труднощів, і на 
сечові цих д.слідаллг запропоновано систему ефеїшрчих машинних. 
ЯЛГОрйГГЧВ, та програм ДЛЯ ЕО!.. З метою БИКОЬаННЯ ВІДПОВІДНИХ 

розрахунків.
В дисертації такой показано, що результати прове̂эних 

с̂ліджень можуть бути застс стані і в динамічних моделях 

леекс юмічного ЗМІСТ j .

Мета роботи. Метою дисертаційної pj6ora є розв-язаннк 
науково, проблеми, що м,̂є важливе народногосподарське значення. Це 
розробкз Гйа"ЗМЗ'. .ічних методів іа відповідних обчисл вальних 
алгоритмів, спрямовазпс lj практичну реалізацію да̂а*.ічних моделей 
міжгалузевого балансу (а такс..; деяких інших класів моделе̂) І 
•'■aiujc, що • абез'-зчують подолання обчислювальних руднощів.
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пов'язаних з великою розмірні'тю і та поганою обумовленість 
відповіддю: обчислювальних задач.

Методи дослїдазння. Як матвматр̂ший атрат в дослідженні 
використані метода теорії різницавиж та диферзйціальних рівнянь, 
метода граничних задач для таких рівняне-, і  дарзд них зведення 
граничних задач до єквіей/ввтних задач Коші е & також метода 
асимптотичного аналізу і обернення збурених на спектрі 
отрзторів. Використовуються також яетоц» блочного обернення 
матриць великої розмірно ті.

Наук ва новизна. Б дисертації одержан' тові наукові 
результати, серед яких:

1. Розроблено вЬрішг повністю даішмічно'і моделі
Міжгалузевого балансу з виділенням фокдоствпрюкгшх та 
нефоЕДостворюючьх галузей і врахуванням різштт галузевих 
інвестиційний лагів. Дослідавно умови рсзв'язуваності сигтеш 
рівнянь моделі і знайдено пввк* умови, за яких модель не може матії 
збалансованих розв'язків. *

2. Вивчено граничні задачі тз аквів&шнтні щодо них задачі 
Кой і для аистам різдетзви. та диференціальних рівняль, що є 
матскт лчнпю основою розгляд, даних моделей, та знайдено 
закономірності асимптотичної поведінки розв'язків >ш граничних 
задач на великому часовому інтервалі.

3. Дослідшеє» якісні властивості обчислювальних задач, що 
виникають при практичній реалізації розглядуваних моделей» і 
встановлено, що з обчислшзльної тачки зору мусимо мати справу з 
задачами, що вія«осяться до теорії операторів, збурених і-;а 
сшкгрі.

4. Розробявдо аналітичні тз обчислювальні алгоритми 
розв'язування таких задач, В процесі побудови обчислювальних 
алгоритмів запропоновано нові ефективні алгоритми осернення 
матриць великої розмірності, і серед ниж катрщь, ьбурених нз 
сшктрі. При цьому запропоновано узагальнення відомих формул 
Фробеніуса щодо обернення блочних матриць. Побудова®) паралельні 
алгоритми обернення матриць велпсої розмірності і наведене ошвки



обчислювальні'ї складності ідах алгоритмів.
5. На основі отриманих результатів виконано варіантні 

прогнозні розрахунки макропоказяиків соціально-економічного 
розвитку України по динамічній моделі міжгалузевого балансу, що 
входить до системи економіко-мгтематачних комп'ютерних моделей 
комплексного рналізу, гсалансованого прогнозування і регулювання 
соціально-економічного розвитку України.

Теоретична і практична цілість. Дисертаційна робота робить 
внесок в моделювання народногосподарських процесів, теорію 
граничних задач для диференціальних та різницевих рівнянь, в 
методи розв'язування задач лінійної алгебри великої розмірності. 
Розроблені в дисертації аналітичні та обчислювальні метода 
використано- для виконання практичних прогнозних розрахунків 
відповідно до завдань Мінекономіки України..

Апробація роботи. Результати, що складають зміст дисертації,,
обговорювались на Всесоюзних, республіканських та міжвідомчих 

конференціях та сем іарах з питань математичного моделювання та 
обчислювальних методів. Вони доповідались на Всесоюзній
конференції з оптимального управаfгая в механічних системах 
(Москва, 1974 р.), на Всесоюзному семінарі “Досвід розробки та
створення діалогових <.тадина-машина) систем дяя автоматизації 
планових розрахунків і вдосконалення управління виробіїищвом" 
(Київ, 1985 р.), на Міжреспубліканській Конференції з 
інтерактивних систем (Тбілісі, 1982 p.), на- Міжреспубліканській 
науково-практичній конференції "Моделювання планових розрахунків і 
діалогова оптимізація" (Севастополь,1980 p.). Міжреспубліканській 
науково-практичній конференції “Створення автоматизованої
технології планування та інформаційне обслуговування планових 
працівників" (Таллінн,1987 p.). Семінарі "Перспєктизм розвитку 
РАСУ УРСР" (Київ, 1907 p.), а також на наукових семінарах в 
Інституті кібернетики АН України (Київ), ГОП Держплану СРСР 
(Москва), Головндіоц Держплану України (Київ).

Публікації. За темо»! дисертації опубліковано 25 праць.

к.
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Основні результата відображено в 15 робота? , список яких наюдено 
в кінці автореферату.

Структура і объем роботи. Дисертація складається із вступу, 
чотирьох л̂ав, розбитих на параграфи, висновків, додаїка та скислу 
літератури. За обсяі м робота складає 295 сторінок друкзрсьхого 
тексту. Бібліографія складає 146 найменувань. Основний текст 

дисертації містить 8 таблиць.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі подається обгрунтування актуальності виораної 
визначено мету і задачі досліджень, сформульовано наукову новизну 
та практичне значеная результатів. Наведено бібліографічній огляд 

щодо розглядуваної проблематики і подано короткий виклад основних 
результатів дисертаційної роботи.

В першій главі дос їдаується максимально агрегована динамічна 
модель, що в явному вигляді враховує інвестиційний лаг. Сксівм? 
р і і.нянь моделі включає рівняння балансу виробнипва і розподілу 
продукції та рівняння балансу основних виробничих фондів і має 
такий вигляд:

в

хСО * a C t i x C t i  * J  v C t . t + r J A p C t * r J  + у<Г 1-> 0 . 6 J *

т=Г

fC> 4 )x < :i* l}- C l~ r}\ b p C  rn C t- Z r> fC t> x C i}+ C t- 2 r> C l- r}C t- X ;b > .<  I >.
C l . '  '■ >

де xct) - валова продукція; act з - частка проміжного rrjjo ду ісгу п 

загальному обсязі валової продукції;, v e t , ч-tj ~ коефичєнт часової 
структури капітальних вкладень (характеризує питому ьаіу 
капітальних вкладень року t в Загальній вартості основн а
виробничих фондів, ЩО ВВОДЯТЬСЯ В ДІЮ В році 1*і. Сг^П.І....О у,
д*хго - обсяг основних виробничих фондів, що ВВОДЯТЬСЯ В Д І Ю  з 

році t; усо- кінцевий продукт нетто; в - величина інвестиційного

Нумерація формул збережена такою, як в дисертації.



-  в -
лагу; / - коефіцієнт фондоемкости продукції; г - коефіцієнт 
вибуття основних виробничих фондів, х - коефіцієнт зведення 
фактичного вводу в дію основних виробничих фондів до 
середньорічного ЇХ ВВОДУ

З математичної точки зору система рівнянь (І.в), (І.1 0) 
являє собою систему двох різницевих рівнянь відносно функцій хСО
і Л(0С ' і .

Для системи різницевих рівнянь (1.6), (І.10) формулюється „ 
крайова задача шляхом задания крайових умов на початку та в кінці 
прогнозного інтервалу И.ґ]. Крайова умова на початку прогнозного 
інтервалу будується виходячи з того, що середньорічна наявність
основних виробничих фондів pfo року t дорівнює сумі їх наявності

на початок цього "х>ку та середньорічного і" вводу в цьому ж 
році за умови відрахування середньорічного вибування основних 

фондів. А саме:

рСІЇ - Ct-rJifxriJ * \tupC О ]. Сі.7>

де ї х£.>=/С0 «/С0 .
Для побудови крайових умов на правому кінці прогнозного 

інтервалу використовується припущення А.л.Конюса про те, що 
тенденція зростання основних фондів юсо в перші роки після
прогнозного періоду має відповідати параболі другого порядку.

Внаслідок чого маємо
.'/2 ('Д рС І+  тЗЇ = 0 ,  Ст = f  СІ.ІУЗ

де v2 - оператор другої висхідної різниці. Крім того, зауважимо, 
що на початку прогнозного інтервалу доводиться також враховувати 
ту обставину, що значення функції в початкових точках

прогнозного інтервалу, а саке при t - і . г....в. обумовлені
капітальними вкладеннями, що фактично здійсеєні рі протязі тих 
років, що безпосередньо передували початку прогнозного періоду.

Початкові або крайові задачі для системи рівнянь (1.6),(І.10) 
задаються відповідними комбінаціями умов (1.7) та (І.17).

Поряд з системою рівнянь (1.6), (І.10). що відповідає
відкритій динзмічеій моделі, розглядається також замкнутий варіант 
моделі. В цьому випадку система рівнянь має вигляд
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а

xCt3=axCt3 ♦ J s~ 1\)Cl. t*r3tupCt*TJ.
т -О  * . С t . 41 У

/ xC t*t3 -< t-r3 X A f<  t* t3  Ш C i-Z r3 fxC l> *< t-Z r3C  t-r3C t-K 3K pC t3.

де * - норма виробничого нагромадкення.
Ддя системи (І.41), як і дяя системи (І.в), (І.1 0),

формулюється відповідна крайова задача.
Надалі, з метою уникнення обчислювальних труднощів, що 

виникають в разі чисельного розв-язэння крайової задачі, 
здійснюється перехід від крайової задачі до еквівалентної задачі 

Коші. Алгоритм переходу на прикладі системи (І.в), (І.10)
полягає в наступному. Вважаємо, для простоти викладу, що в*з. 

Запишемо систему (19), (І.10) з вигляді

/хс t *33-сі -гікл*>с t *зз~сі -ггз/хс t*гз*сі-ггзеі - гзс і t *гз.

vC t. *тЗЬ. рс І *33— \Х І, t *Z3tupC І *г)-мС І. І*/ >Д*хГ І *! З-Сі - оЗхС t >
-oft. t3~\<ІЗ

і запровадимо вектори-стовпці:
♦
zc t +г>* (хс і л , д**' • . хс t +t ї . д**' i+iz.xct?, д̂чг о )'.

у<ГО » <Оь -уСО.О.О.О.О./,

а також латриці:

MCt+ЗЭ

fCt+3>

о

о

о

о

о

-С

vC

о

о

о

о

о

0

1 

о 

о 

о

о

о

* с

• І 

о 

о

о

о

о

0

1

о

о

о

о

а

0

1
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с і -ггУ/ c t

0

1 

о 

о 

о

с і ~гт>с і -г ус і -xj> о 

-осгу  о

0 о

1 О

О І

о о

О О О  

- o C t J  1 -а -л К О У  

О О О

О О О

О О О

t o o

ДО vC*.t+rJ>= uCr->.

Приходимо до такого векторно-матричного рівняння

zci*d  = hcdzcd * усі) . сі.ге)

ДО Н С І) = М~1 С t Уі )НС t * , ) .  YC t)  * M~‘ C t + l )Y C t- Z ) .

Існування оберненої мзтркці м~ с і) обгрунтовано економічним
змістом її елементів. Крайова задача для рівняння (1.26) має 
такі-® вигляд:

ZCt+t) = HCDZCt) * YCt). С і. 29)

/C D x C t )  - С1 -r)\t,i>C 1 ) = С І ~г)*рС і ). С і .  ЗО )

/сг)хсг) - сі-г)\/ьрсг) ~ ct-2r)/xct) - сі-г >ct-r)ct-\)t.^ct) = о,

/сз)жсз) - ct-r)\ ^3) - сі-гх)/хсг) - ct-2r)ct-r)ct-\)bpca) = о;

v (t*>cT+t)) * о.

V2 (ЄирСТ+2) )  = О . 

^(Д  <рСТ+3)) = о.

Сі . 3/^

Якцо о - фундаментальна система розв'язків рівняння (1.29)

(при усі) = о), з гсз;> = (гСі}іЗ )....гСбусз )) '* (хсз>,емсз).жсг) .

\r<£).xct>.bpct))' - початковий вектор, елі" :енти якого

розглядаються як деякі параметрі, то розз-язок рівняння (1.29)
м'.ке бути записаний у вигляді 

є

z c Y  2 соЛз;+ги/0си, с і . зю
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да 2.,д1( 0  - РОЗВ'ЯЗОК цього рівняння з Еульовим початковим

вектором. Підставляючи (І.33) в умови (І.ЗІ) та враховуючи 

(І.ЗО), отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для 
елементів початкового вектора гсз>:

/<3>

о

о

ягг^г>ст*зз

о

о

-ct-2r3fca>

fcgy

о

^ 2 І г У СТ+31 ^ Z C/ ' \ T + з>

t^ ^ а>ст*з> ^г^ст+зэ ч^г^ст+зз

-Ct-Zr>Ct-r3Ci-\2

-Cl-ri\

О

V?ZC” eT*3>4

^г^ст+ зз

о

-< 12г )  fC ,i)  

f < 2)

'̂ szcf Jcr*33

^Z CK43CT+33 25

* r z -  CT+32 о

-^Z«^T+3> 
и /о

-7Z Z(6 > C T+3)IH/O

Розв'язуючи систему <1.36), одержимо той початковий вектор для

y C 3 )

V<pCJ)

x < 2 >

x ”
чрсг)

x C l )

о

-а-гтзсі-гісі-ку

-Ct-гЭК

VZZ<£ 3CT*3>

V * z i4 J C T + 3 ) о

7ZZ ^>CT*3)

о

о

ct-r)f<l>

-^Z<Z*<T+33
и /о

Сі i.3S>

x
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рівняння (1.29), що визначає задачу Коші, еквівалентну крайовій 
задачі (1.29), (І.ЗО), (І.ЗІ):

Зауважимо, що в загальному випадку, коли число галузей моделі 
дорівнює л, система, що визначає початковий вектор zctQ3, має 
розмірність н=гт

Наведений алгоритм зведення крайової задачі до еквівалентної » 
задачі Коші є досить відомим, але, як наполягають такі автори,як 
М.М.Моїсєєв, Е.Полак, та ін.. при зеликій довжині інтервалу
[д0.г] ця система може стати близькою до виродженої, що обумовлює 
значні труднощі при спробі її розв-язання. Саме ця обставина ї 
досліджується в перші- главі дисертації.

Вважаємо, що власні значення х(.хг....\п оператора н

розташовані в порядку зменшення їх модулів. Нехай, крім того.
....хп та y f ...... vn~ відповідно праві та ліві власні вектори

оператора н. Будемо вважати, що системи власних векторів є 
б і ортог ональними.

За цих умов для Векторних функцій zfccto, які визначають

фундаментальну систему розв'язків різницевого рівняння, має місце 
асимптотичне співвідношення

<1.533

де у ^ - *-Й елемент вектора yf. a c~C\2/Kt>T ■* о при Г-»а> .
Враховуючи (1.53), отримуємо для елементів початкового вектора 
гсвз = (хсзз,А?сзз.хсгз.ьесгз. : із.ьрсіз, замість системи (1.36) 
таку систему лінійних алгебраїчних рівнянь (для замкнутої моделі):

'  { с з з  - а - г з \  - с і -г г з / с а з  - а - а г  з а  - г з с і- к з

о  о  f -'.гз -с і -г з х

о с о о

M Ct+ i3ZC l *13~XC13ZC t3*YC t з C l . 3T73

C l . 383

J~iJ *oct.) +cx:c) yC +OCc2 VC4:>+OCe>

ОСєЗ ОСсЗ о:сз ОС єЗ

ОС c j ОСсУ ОС с )
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0 О і х С З ) 0

-V l - Z r ) f C t ) - C i- 2 r )C !- r )C l- \ ) * р С З ) о

f c t ) -Ct-r)\ х е г ) С t - r jp C  1У

■ f^+ O C e ) у СО:>+ОСс) - о

ОСе) ОСе) х С і ї 0

ОСе) О Се) Ь р С і ) О

Позначимо матрицю коефіцієнтів ціьї системи буквою р і розіб'ємо 
її на два доданки таким чином:

Р « А <■ еВ, Ч  ■ 5ti)
де матриця л складається з перших чотирьох рядків матриці г, m m  
інша рядках нульових, а матриця в має пера чотири свої рядки 
нульовими, а останні два рядки збігаються з відповідними рядками 

матриці р .
Для початкового вєггора zee) магмо ргзяяккя

сл*св>гсв)=ь. сі ї-в)

де ь - вектор правої частини системи переносу граничних умов,
* Таким чином, задача знаходження векгорз zee у зводиться де 
задачі обернення матриці л+св, що є збуреною на спектрі.

Систематичній побудові алгоритмів обернення збуреній н> 
спектрі матричних операторів присвячені роботи B.C.Королика та
А.Ф.Турбіна, де ці алгоритми розглядалися у зв-язку з розвитком 
авторами теорії нашвмзркізських процзсів та їх застосування ь 
задачах укрупнення складних систем. В основу підходу цих авторів 
покладено відомий алгоритм Вішика-Люстерніка.

. В дисертаційній роботі застосовано інший підхід. Для побудови 
оберненої матриді розроблено метод обернення довільної матриці по 
частинах, який ио валєжкть від наявності у матричного оператора 
будь-якого збурення. Цей аториггм одержано в процесі вивчення 
праце B.C.Королюка і А.Ф.Турбіна.

Нехай c=[cij .] - матриця розміром Будемо використовувати 
її блочне зображення:



с»

гг-~-л г~~л 
с спил mn

Будемо вважати, до як для 

відповідні обернені матриці, 
доданки таким 'чином:

США+В*

Сп*тЗ“И,

с, таг: і для с та с

Сі . S93

існують

fc с [о o 'mm, mn nan. mr,
О О С Спт • пп run пп

Розіб'ємо с (по горизонталі) на два

Сі ..соз

ДЭ -  відповідні нульові блоки.
Запровадимо иА-ив~ матриці, стовпцями яких е праві власні 

вектори матриць а та в, і • запровадимо також матриці *А. «в.
рядками яких є ліві аяасні вектори матриць л та в. При цьому 
беруться до уваги тільки ті власні Актори, що відповідають 
нульовому власному значенню.

. Теорема 1.1. Якщо матриці та можуть бути
обернені, 
частинах:

то мав місце іюрша формула
А А

обернення матриць по

c ' imCA*B3-i -UBCRBAUff>-, RB * UACRABUA>-l RA 

Розіб̂уко матрицю с по вертикалі на два доданки:

С і.  693

С=Р+0‘
С О 1 Го С 

гтигі тп тт тп
с о  О С  пт пп пт пп

Сі .703

Теорема 1.2. Якщо дія матриць та R0̂ a існують
ойернені, то має місце друга формула обернення матриць по 
частинах:

C~l ‘ CP+Q3-1 - JQCRcf >UQ3-i КсГирСЯрШ рЗ-І Rp . Сі. еоз

Формули (1.69) та (1,70) можуть бути переписані в 
термінах проекторів, які розглянуто у згаданих раньше працях
В.С.Королюка та А.Ф.Турбіна.
Запровадимо позначення:

W V  V ' V илСКАВиА>~'*А-ПВ’
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де пА - власний проектор на напівпросггір нулів оператора в, а п0 

власний проектор на напівпростір нулів оператора а .

Наслідок І.І.

-  ІЗ -

+П_. С І . в и
А О

Нехай с - малий параметр, і л*св - матриця, збурена на сіюктрі. 

Наслідок 1.2.

СМ+*ВР-1 -П .+«_/Пв. С 1 .Є І о

Алгоритм обернення матриць по частинах узагальнюється на випадок, 
коли початкова матриця подана у вигляді суми довільного числа 
доданків, кожен з яких є матриця, ранг якої менший за ранг
поч атковоі матриці.

Нехай /4=[at/] і.у^ТТю - квадратна матриця размірсм r.m з

елементами а і ..
л~\лса̂ .а з ] a.j-TTFy - блочне зображення матриці л\ тут

<4fe«i o^.J - блок, що складається ІЗ сч. рядків ТЗ а ; СТОВПЦІВ

податкової матриці а. Прад цьому ^ «. - ^ aj =■ а. в тому випадку,
коли «t-°y відповідний блок будемо позначати лса.з.

Через лса'к.а ^  будемо позначати підматрицю, отримувану із
Матриці а відкиданням блочного рядка з мультиіндексом ац та 
блочного стовпця з мультиіндексом a ..

Нехай Ра- переставляюча матриця, що при множенні матриці 
j

на ро зліва переставляє блочний рядок з мультиіндексом а_ в 
j

верхню частину малиці /, зсуваючи при цьому інші рядки метриці а
відповідно вниз. Якщо ж матриця а множиться на ес( справа, то

J
відбувається перестановка блочного стовпця з мультиіндексом а^ в
лів.? частину матриці а , при цьому інші стовпці матриці а

зміщуються в і дпов і дно вправо.
Якщо одночасно помножити матрицю а на Ра зліва і справа, то

J
будемо мате

А Рa
* J

AC a  .J АС а  .. a
J J J

АС а г , a  АС ся'}
J  J J

С I .



Загровадддао метриці s<ey> cj»T7r):
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SC<*j) * ACOj) - AC a у  ay) AC ay) 1 AC ay. a^) . C l . 90)

При цьому матрицю sc* з будемо називати доповненням Щура до 
підиатриці л<ъу> блочної матриці а.

Враховуючи (1.89), подамо матрицю р а Ра у вигляді суми
J J

двох доданків:

р * р~ 
аі  *j

\ /■ * i4c'a AC a OCa .) OCa,.,ai-.J
J 1 J  + J  J , . C i . 9 t )

O C a -jlrX j} ОС a y )  A C a ^ .O j )  AC a y )

Запровадимо матриці ЬСа)  c j*t,r), стовпцями яких є прзві власні

ОСа . )  
J

АСа'.,а .) 
J )

ОСа „ о О  1 
J J І

АС а - . )  
J J

що віодйть до правоївектори матриці 

частини (1.91).

'Запровадимо матриці рядками яких є ліві власні вектори

матриці OCaj :>
AC a y ,  A  j )

ОСа . .а  )  
J J

АСау)

Подамо тепер вихідну блочну ма.рищо АС а  у  а ^  Ci.jiTTr) у 
вигляді суки г доданків, в кожному З ЯКИХ МІСТИТЬСЯ ТІЛЬКИ один 
блочний рядок вихідної матриці, а інші рядки нульові:

[ Жа.. а )

AC , a^.) ОСа{ ,а^ї ОСа{ .а^.)

O C a g . a j )  A C a ^ . o i j )  O C a ^ a  ̂

CKa.r a . )  + CCa3 , a . )  + + O C ^ . a f

. ^ r - V j  OCar .Oj>J | ^ rn y |

С і. 93)

Позначимо матриці-доданки в правій частині (1.83) відповід­

но черэз в .в ....в .
і г г

Теорема 1.4. ЯКЩО матриці SCa )̂ Ск~і ,г) можна обернути, то 
для блочної матриці
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г
А -  [ А С а . .а  У] ~ S  В

і  J L  о
.4=2

обернення

' ■ [ і ЧҐ- і " V

має місце формула обернення
г_ * I (Ч

А

да
Р tATa. R C a ^ P ~ '

h ~h " “К

Із цієї теореми отримуємо формули обернення блочної матриці, шо 
узагальнюють відомі формули Фробеніуса для обернення блочних 
матриць з числом блоків гхг.

Теорема і . є. Нехай блочна матриця л=[-4Са(,<»,.;>] a . j  ГГг.> 
може бути обернена і, крім того, можна обернути піддаатриці 
лса^сь.-Т7гэ. Тоді має місце така формула блочного обернення 
матриці:

Л~‘ * ( А С а , .  а  
* J

I C a  )  1 ICct  ■> •

p  t \SCa.J~1 . .  P' 1 SCa >~lot j . - _ *  I . і j a  , -  4 *1 . -  ̂
f -i4CajJ> Ж а ; ,а „ .  i r  -ЛСа-.» /4Ca-.a .)

1 I t  I r  r  r
^ J .\________________________» <___________ ___________ ;

а .  -Ж СТОВШЦЬ о б е р н е н о ї
матриці

<*г~2 стовпець оберненої 
матриці .

д е  1< а і > .ІС а г )  -  ОДИНИЧНІ M; ТрИЦІ
А В

Зокрема, якщо м і d o t  А *  О , do t 0 * 0 ,  ТО

CA-SD~t C )~ t

або

-D  ‘ CCA-BD , СУ 1

сл-во~1с>~1

-А~* BCD-CA~‘  В>~1'1

CD-CA * В>~*

-rA-ED~l C3~t BD~1''

-С О -С /Г *  В>~1 CA~l CD-CA !

a.ee,)

Cl.Oti-J

Формули (1.85) і (1,85) є деякими модифікаціями аналогічних
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формул Фробеніуса, проте така модифікація дозволяє побудувати 
ефективні паралельні алгоритми обернення матриць великої
розмірності. Цим питанням присвячена четверта глава дисертації.

и другіа главі дисертації досліджується динамічна модель 
міжгалузевого балансу для n галузей. При цьому окремо 
розглядаються варіанти, коли модель містить тільки фондостворюючі 
галу&і, або коїж всі лаги однакові. І, нарешті, докладно
досліджується загальний випадок, коли модель містить * 
фондостворюючі та нефондостворшчі галузі, а їхні лата 

можуть набувати різних значень.

Подано вивід системи рівнянь для загального виг цку. 
Одержана при цьому система є системою різницевих рівнянь, 

яєрозв язаною щодо старших різниць.

Досліджуються тг ння. розв-язуваності отриманої системи

різницевих рівнянь та встановлюється, зокрема, що при деяких 

сполученнях числа фондостворюючих галузей і числа галузей з тим чи 

іншим лагом система рівнянь моделі стає нерозв-язною.
Загальну кількість галузей моделі позначимо н, а загальну 

кількість фондостворюючих галузей - м. Далі буквою eCsJ

cs=i,2....ю позначимо різні величини лагу капітальних вкладень,
а буквою -кількість галузей з лагом evS'\ Крім того, буквог i\s

позначимо кількість фондостзорюячих галузей з лагом вСз-\ Надалі
С s J

будемо вважати, що величини в занумеровані так, що

< есг.:> < —  <9СУО. Нарешті, будемо вважзти, що в 

розглянутих далі рівняннях галузі беруться в порядку зростання 
лагу, а в піданожині галузей з однаковим лагом першими ідуть 

фондостворюючі галузі.
Отримана в другій главі (§ 2.5) система рівнянь моделі являє 

собою систему ЄН різницевих рівнянні»3 невідомими ункціями tupj'tJ 

та ху'о cj=T7rti. При цьому отримана система рівнянь має 

ОІЗНИЦЗВИЙ порядок ЙС1 '' ЩОДО функцій Др,.СО,
С2Э Jрізницевий порядок в ЩОДО функцій toPjCtJ ..... .N£J і

, т.д. і. нарешті, різницевий порядок б'-*'’ ЩОДО функцій 
cj=n . і . . . .  . ю (для х с и  аналогічно).
Множини індексів ам та визначають ВІДПОВІДНО КІЛЬКОСТІ



фондостворюючих та нэфондсстворюючих галузей. 
Запровадимо вектори:

Я * + ,'a*n ,+г.....
5 9 - і S~t S~i £

діагональні матриці:

,  VN -N , = dta<r [ VN + f VN * 2 ........ VN
s s- t  L s- t s- t S -*

та прямокутні матриці.-
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В ., * Г £>. і  е a ., .  j= N  ,+ t ........  N ] ,
s~ з—і L lJ  s~*‘ 3 -і

s = і , г ........ .ч.

Нехай надалі
- МЗТрИЦЯ 1-А.

п

у якої залишено тільки рядки, що відповідають фондостворюючик
галузям.
Запровадимо також вектори:

? • [ у,. і €  а . , 1 .о,я І уі Ы )

- £ X j C O ,  X g C l J ........... x t f t 3  ] •

Із врахуванням впроваджених позначень система рівнянь динамічної 
моделі міжгалузевого балансу у загальному випадку має такий вигляд

Є S-1 S S~t S S- 1
&=1

h &Cs*-l 

S-І т ~6

- С1-АЭ $ .,C t3  + t  СО,
ам 14 «п

С І - а / 13  X , .  Ct-*?C O > -  - С ! - А ї ' - г:> І  C t * e Ci:>3 ^  Ct+t)t £ > J .

aN-h Nt aN~H N~"l aN-H

j tu b if*, g. 2тггфйшкі

АН У P e p



-  І б  -

+сі-гю  Г 'ыв- ы >~1 н̂ -к ct*eCe>- t i .
Ns  Ns -1  Ns  Hs - 1  Hs  s —Ї

Оскільки отримана система різттчиевих рівнянь не є розв'язаною
відносно стариш різниць, виникає питання про умоСи, за яких вона
може бути розв'язаною. •

В § 2.7 показане, зокрема, 'що за .умови

V  ■ « ■ ? "
де - загальна кількість нефондос. зорюючих галузей, в н -N-П
кількість галузей з мінімальним лагом в , система 
рівнянь динамічної моделі міжг>»иузевого балансу стає 
нерозв-язною. При цьому припускається, що в моделі є галузі, у 
яких лаги перевищукгг мінімальний лаг моделі. У випадку, коли всі
галузі, що входять в модель, мають однаковий лаг (§2.4), явища 
нерозв'язності не виникає.

В § 2-8 другої глави наведено алгоритм розв'язування крок за 
кроком системи різницевих рівнянь динамічної моделі МГБ в 
загальному випадку.

- В третій главі досліджуються алгоритми переносу граничних 
умов в динамічних моделях, які використовують диференціальні 
рівняння.

Вектор додаткових початкових значень задачі Коші, що
замінює відповідні крайові укози в точці t-r. визначається 
системою лінійних алгебраїчних рівнянь, для побудови якої 
залучається фундаментальна система розв'язків вихідного лінійного 
диференціального рівняння (або системи рівнянь). Знайдені формулі, 
для вектора Хд використовуються для аналізу асимптотичної при 
г ■* « поведінки розв'язку вихідної крайової задачі на відрігку 
[о.г]. встановлено, що компоненти Вектора х* зростають при т * <*. 
як експоненти з показниками, що залежать від розміщення



С

характеристичних'коренів вихідного диферэнидального рівняння.
В кінці глави обмірковуються можливі застосування .отриманих 

результатів до задач оптимального управління.

Розглянемо лінійну крайову задачу на відрізку [о.г]: 
р
J at< ІЗхЄр~іУ<13 - bCt>. aQ<l3 з / , СЗ.ІЗ
і «О

xCj3co3 <= c j*o .i...,.k- tз. сз.гз

хС”°СТЗ ■■ х£ Cm=0.t....1-і; k+l-рЗ . СЗ. S3

Нехай n^co .р-із - фундаментальна система розв'язків
рівняння сз. ІЗ при ЬСІЗ ш о.

Лема 3.1. Крайова задача сз .із  - сз.зз еквівалентна 

такій початковій задач і--
г
J a.Cl3xCf> °С О = ЬСіЗ. а0 & і . СЗ.І'З

і яО

xcj:><;03 - х£ c j=o .i.... .ь-із. сз г-з

x<h+*3c03 _ х̂+т Сж=О.1....1-і :h+l-f,3. СЗ.СЗ

Тут рівності сз.і-з та с з .г з збігаються відповідно з с з . із 
та сз. гз. а додаткові початкові значення х ^ п сп-о.і. . . .  і-із 

визначаються системо» лінійних алгебраїчних рівнянь

» YCT3. С3.7)
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Д9 ЛТ “ { Т)К+тСГ̂: 0 К Г,Л * 1“* } СЗ. 8->

(г - номер* р: дка. m - номер стовпця);

- Схо ^ ‘ О  «  m % 1- і 3. ' с 3.03

УСТЗ * СуГС7\>; О <* г <£ і-і з ’ . СЗ.ІСІЗ

к-i Т
угСТЗ - ху - J ■nJr>CT3xr0 - / r)C£cT.s3bC*3ds. СЗ.ИЗ

J ~ 0  о

В § 3.2 досліджується асимптотична, при великому т, поведінка
матриці Ат. Розглядається випадок, коли коефіцієнта aj не
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заламать від t, а характеристичні корені xt с і=о, і ....p-о сддя
Простоти викладу) вважаються різними.

• Лема 3.2. Якщо корені рівняння

Х̂ * а у 4  * а  .X + а  »  О 
р -t р

СЗ. ПО

задовольняють сшвві дно' чіню

Ке Хл > Ке X , •> . . . .  > Re X , > fie Х , ^  *  . . .  > Ке X , ,  СЗ. і в і  
О I I l+ I p - i

TO при досить великих значеннях г матриця лт може бути подана у 
такому вигляді:

і т/
Ао * 2 £ і аі * оссі з 

і  = і

АТ "
V СЗ. І9І

да
-сх0-х^г

сі=і ,г....р-із
4>'v\

а матриці At ct*o9t ..., i-о мають вигляд 

і при цьому

<І91 AQ » d e l  с і лі 3

1-І

- } •

det I xo + 1 * iAt ) = r

I -2

i=t

<ut [ A6 + l  V ,  ) - °-

сз. гоу

сз. toy

:з .  a t  з

сз. гг>
t-t

Встановлено, що матриця лт системи перенос>і граничних умов є 
матрицею, збуреною на спектрі, і при цьому

1-і-Х„Т

” [ [ v Z v . )  * — ]•
ДЭ Л0.А{....At_t не залежить ВІД е.

В 8 3.3 для матриці лтг отримано таке асимптотичне 
зображення (теорема 3.1):

V - •х°\ ї‘7 [ '.Г'Ч:"1 *
і ~о

СЗ. Зву
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де с*'” ~ стовпець матриці с~1 ■ 04i.j<ti-t>.

а - t-й рядок матриці л~' = схс~°. о«і. у «: г-*>.

« - знак тензорного множення.
В § 3.4 отримано асимптотичні формули для вектора

додаткових початкових значень (теорема 3.2).
На основі теореми 3.2 встановлено такий результат. 
Наслідок з. з. Розв'язок хсо крайової задачі сз .із  - 

сз.зэ зі сталими коефіцієнт та а. можна подати рівномірно по
і є со.ті в такому асимптотичному вигляді.- 
при < о

1-і
<-і - Z ч V c-ч~xi-tTxCt> ■= е СЛ, '  .Y n 3 У с , .17. C O  + O Cc^J

О L  т.. 1- і k+rn 7
m-0

С 3. 5 5 )

При = о 

"l-l
xC tO - в

t -  I 4  . ■» ґ 1 'у I
СЛ, : . СУЛ «■ У4>> У с , //)u. СО-ЧХ*̂ ; СЗ.О 1 L т, 1-ї 'h+m. i j*

пг-О J

Г “X. -Г -* - і "у * ґ і ъ 1
xto«* . - V е*. t- ,+ocv ]+c<*Pb сз в'°

m-0 J
!
де £Т -* О при Г ^ 00.

В "3.5 аналогічні результата отримано на випадок, коли 
модель опікується системою лінійних звичайних диференлтальних 
рівнянь.

В § 3.6 попередні результата третьої глави використовуються 
для асимптотичного аналізу та розв'язку однієї задачі оптим-альногп 
угфавління. • *

В четвертій главі розроблено алгоритми блочного обернепня 

матриць;, в простішому варіанті такий алгоритм був розглянутий в 

глав' І. Побудовано алгоритми обернення матриць з кількістю блоків 
«у4. 8x8 і подано загальну схему блочного оборпення матриць з 
довільним числом блоків. Далі в цій' главі показано, що на основі 
алгоритмів блочного обернення можна побудувати ефективні

при ReX0 > О

г і- і
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паралельні алгоритак обернення матсиць великої розмірності, що 
актуальним у зв-язку з розвитком індустрії пзралвльних ЕОМ. 

Лар~л ьні алгоритми побудовано для матриць, розоитах на блоги за 
кількістю гхг. 4x4. вхв; подано загальну схему.

Тр"ба зауьажити, що побудовані паралельні алгоритми 

виявляються корисними і для послідовних машин, яійцо на них мають
розв'язуватися задачі лінійної алгебри з великими матрицями. В

такоад випадку паралельні гілки алгоритму виконуються послідовно, 

а ефективність алгоритму виявляється в тому, %о на ЕОМ можуть 
бути розв'язані задачі, матриці яких не вміщуються в отративчій 
пам-яті. Зокрема, на комп-гтері PC AT-486-J3, ms оos, 3 розбиттям 

r*xn—мьтриць на S4 блоки отримано такї фактичні дані затрат 
машинного часу на обертання матриц: :

для П : • 104 2GJ 320 400 4^3 000 713

ззтр-іти часу, хв.: b II 2Т ЗІ 45 82 90
Для блочної матриці

А В

Н «
С D

2-л!’тійні»а паралельний алгоритм має вигляд

і .  і . А г. t D-‘
X . £ С-СІ.ІУ г. г в-сг. о
1 . 3 сі.гу-в г. з сг. "у с
1 . 4 D-Ci . ЗУ г. 4 А-сг. зу
і . б а . 4 У ~ { г. s сг. 4У~г
і . Є < і . 5 у - а . г у Г б гг. в; с г. гу
1. 7 - с . ,6У а. 7 -сг. бу

С*. 5 0

Алгоритм (4.51) побудовано у відповідності до формули (1.85' >.
Для бл ШИХ матриць 3 більшою КІЛЬКІСТЮ блоків С4хі, 8хо___у
паралельні алгоритми будуються шляхом рекурентного застосування 

формул типу <1.85') і в.'двовідиих їм 2-лінійних алгоритмів m e  

(4.51). Побудовано 2м-лінійвий паралельний алгоритм снзчу та ляип 

оцінку обчислювальної складності таких алгоритмів, гзокрека, 
пок"зано, що для nxn-матріщі кількість арифметичних операції



- з
однієї паралельної гілки такого алгоритму еквівалентна *  ■ . в

цій же главі подано приклад паралельного обернення атриці над 
скінченним числ&зим польм.

В додатка' подано деякі результати застосування розроблеЕ*т 
в дисертації моделей та обчислювальних алгоритмів для 

розв'язування задач, що е юдять до Системи економ і ко-математичятп: 
комплітерних моделей комплексного аналізу, збалансованого 
прогнозування та регулювання соціально-економічного розвитку 
України. Ця система моделей розроблена в ІПІ Мінекономіки України 
під науковим керівництвом МЛ.Матвеев та автора дисертації. 
Відповідальними виконавцями та авторами окремих блоків системи 
моделей є А.І.Солялик, І.А.Шумило та інші співробітники ТІЛ.

Наведені короткий опис системи моделей, її слок-схема, а 
такой результати розрахунків по тому блоку системи моделей, що 
відповідаї. динамічній моделі міжгалузевого балансу.

Програмне забезпечення для реалізації паралельних алгоритмів 
виконала Т.І.Вегера, для розрахунків по дананічній моделі 
міжгалузевого балансу - І.С.Га дук. Велику роботу по набору зксту 
дисертації та автореферату на комп'ютері викона/а Є.С.Тітасвська, 
Всім названим особам автор висловлює щиру подяку.

У висновкам др дисертації подано її основні результати. Вони 
є тахтми:
- Розрсадено варіант повністю динамічної моделі міжгалузевого 

балансу із віслюченням фондостворюючих тз нефондостворюючих 
галузей та врахуванням різних галузевих інвестиційних лагів.

- Досліджено умови РОЗВ'ЯЗНОСТІ системи рівнять моделі і 
визначено умови, за яких модель не може мати збалзяссзанш: 

РОЗВ'ЯЗКІВ.
- Сформульовано і проаналізовано крайову задачу для системи 

різницева рівнянь моделі та обгрунтовано доцільність переходу 

до екві валентної задачі Кеті і.
- Вивчено асимптотичні властиво ті розв-язкі» крайових і 

початкових задач для систем лінійних різницевих і 
диференціальних рівнянь, job язаних з розглянути та динамічкмш 
моделями.
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- Досліджено витоки та причини обчислювальних труднощів, що 
виникають н разі практичної реалізації задач прогнозування з 
використанням данзмічних моделей міжгалузевого балансу; 
встановлено, що Ці задачі відносяться до класу задач для 
операторів, збурених на спектрі. Розроблено аналітичні та 
обчислювальні методи розв-язку таких задач.

- Зг ропоновано нові ефективні алгоритми обернення матриць 

великої розмірності тз матриць, зборених на спектр;. При цьому * 
подано узагальнення відомих формул Фробеніуса для обернення 

блочних матриць.
- Побудовано паралельні алгоритми обернення матриць великої

розмірності і подано оцінки обчислювальної складності цих
алгоритмів.

- На основі одержання наукових результатів виконано варіантні 
прогнозні розрахунки макропокззників соціально-економічного 
розвитку України по динз«ічнія моделі міжгалузевого балансу як 
складової частини Системи економіко-математичних комп-ютерігих 
моделей комплексного проп. .зування та регулювання 
соціально-економічного розвитку України.
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включено лише результати, одержані дисертантом особисто. В спільних 
працях 11 ], [2], [4| ідея можливих результатів виникла в процесі спіль­
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