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ГЯП4Я ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОШ.

Актуарноеіь темы. Отим *3 наибсяее известных и важных расп­

ределений за числовой прямой /R , нараду с гауссовским распределе- 

нием, являете распределение Кеши, т.е. распределение ум с ха­

рактеристической функцией

* ф ц ]  , <**о, p e R

и плотностью

р о о - 4 .— £----  ° о о ( /з<?Й?

&*+(*-р)2]

Это распределение возникает в целом ряде задач молекулярной, 

атомной, ядерной физике, физике элементарных частиц, радиотехнике 

и электронике и др., и подробно исследовалось в различных аспектах 

(см., напр., монографии: Каган А.М., Линник Ю.В., Pao С.Р. "Харак- 

теризационные задачи математической статистики"; Золотарёв В.М. 

"ОШсмерные устойчивые распределения"; Лукач Е. "Характеристичес­

кие функции"; работы Й.ІІ.2/льинс*.огс, и др.).

Распределением Кеши в К 1” называется распределение ум ха­

рактеристическая функция которого имеет ввд

/А у  = е*р/*<:х,*>-1 | <ч,і >1/4 ( 4 ) j  ( і )
S

где M(Jf) конечная мера на офере S - j  f  ~ И НІ - і  $ .Это распреде­

ление возникает, в частности, в ряде задач физики, теории случай­

ных матриц и др. (см., напр., вышеупомянутую потрафив В. М. Зои Огарё­

ва }. Распределение Каш в ??и, и >2, изучено существенно меньше 

чем на 1R , но, тем не менее, достаточно подробно исследованы не­

которые подмножества множества распределений Каш, а именно, типы 

следующих распределений с плотностями *)

= --- -----  Х€|?и
' 2 / . ла ’ 

(s + iixh7) *

*) типом меры называется мнокество сдвигав автсморфных образов

этой меру.
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,T~ 2 . Г (  --- —  , X ^ C ? "

/і +»хиг)и

исследован») свойств которых посвящены работы I.-L . Оииви «и«/

івплівиі, F.l3. k 41}} an./ Р.Д/Ие^ет, <». Hasse* fiorde г ,

■S.6 . Одні и др., при этом, в частности, важность этих типов оп­

ределяется тем свойством, что сни являются единственными инвари­

антами при некоторых преобразованиях пространства і£".

В настоящее время значительно вырос интерес к вероятностным 

мерам на грушах, при этом основное внимание уделялось либо общим 

свойствам безгранично делимых распределений, либо гауссовским 

распределениям (см., напр., монографии Х.Хейера "Вероятностные 

меры на локально компактных группах" и Г.М.Фельдмана "Арифметика 

вероятностных распределений и характеризационные задачи на абеле­

вых группах".).

Что же касается других семейств безгранично делимых распреде­

лений, отличных от гауссовского, то на локально компактных абеле­

вых сепарабельных метрических группах (LCA группах), эти воп­

росы почти не изучались. Ошетим лишь, что Г.М.Фельдманом был 

предложен некоторый аналог распределения Каш на UCA группах 

(групповой аналог типа мэры с плотностью f4<xj) и исследованы 

некоторые его свойства в случае когда размерность компоненты нуля 

равна единице ( l а )  .
С другой стороны, стимулирукхцее значение для изучения распреде­

ления Кеши на І, СО группах является, поставленная в вышеупомя­

нуто"! монографии Кагана А. М., Линника Ю.В., Рао С. Р ., задача по­

строения теории равнораспределенности линейных ферм на алгебраи­

ческих структурвх.

Этим определяется актуальность темы диссертации.

Цель исслеяования. Целью диссертационной работы является: 

определение распределения Кеши на LCA группах и исследование 

его свойств; решение ряда характеризационных задач для распределе­

ния Каш на хруппах.

Научная новизна результатов работы. В работе Г.М.Фельдмана fil 

было предложено некоторое определение распределения Кеши на LCA 
группах, а именно: распределение /и  называется распределением 

LiJ г>м> "рашредиаш каш аа аоелеш грушах я ёго"

характеризация".- Довд. АН СССР, т.309, ІСГ989), с. 46-49
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Каш, еоли его характеристическая функция представима в виде

4 .где 'ftyi -квадратичная ферма на ^  , 

множество которых обозначим через КТ (Х) > и исследованы некоторые 

его свойства в случае когда размерность компоненты нуля равна 

единице.

В диссертационной работе рассматривается другое определение 

распределения Каш на LCA группе, а именно: распределение ум 

называется распределением Каш, если уч - безгранично делимо и 

каждым характером переводится в распределение Каш на торе Т '  , 

при этсм под распределением Каш на торе понимается образ распре­

деления Каш на £? при естественном гсмсыорфизме f t  -лірЧ'З; -Т  
Множество распределений Каш на группе X  обозначим через КСХ)

В работе показано, что КГ (Х) «= k'OCJ, при этом, как показал Фельд­

ман Г.М. Cil . тогда и только тогда, когда размерность

компоненты нуля не больше единицы.

В диссертационной работе ограничение на размерность компонен­

ты нуля отсутствует и, кромз того, рассматривается целый ряд 

свойств распределений Коши, их множества КЧХ), характеризационные 

теоремы для распределения Каш на LCА группе X  , которые, в 

случае когда / / /й и, ранее не рассматривались.

Таким об раз см, все основные результаты диссертации являются 

новыми.

Научное значение результатов работы заключается в том, что

1. Введено определение распределения Ксош на LCA группах. 

Показано, что любое распределение Каш является сдвигом гомоморф­

ного образа в линейном пространстве, исследованы его свойства и 

структура.

2 .Получены необходимые и достаточные условия которым дошта 

удовлетворять группа чтобы на ней были ецраведливы групповые ана­

логи классических характеризационных теорем для распределения Ко­

ши на вещественной прямей.

Методика исследования. Основными методами исследования явля­

лись структурная теория локально компактных абелевых групп, теория 

двойственности Понтрягина и гармонический анализ на (_СЙ группах 

(те ория характеристиче ских функций).

Озновные долааенаа вынесенные на защиту.

I . Огределение распределения Каш. Теорема о том, что любое 

распределение Каш на груше является сдвигом гомоморфного образа



распределения Каш в линейнсм пространстве. Огисание всех групп 

для которых все распределения Каш характеризуются одним из своих 

свойств.

2. Структурные тесремы для распределения Каш.

3. Тел апатические свойства множества распределений Каш.

4. Основная характеризационная теорема дая распределения Каш.

5. Групповые аналоги характеризации распределения Каш равно­

распределенностью одночлена и линейной формы.

Апробация, работы. Изложенные в работе результаты докладыва­

лись на семинаре И.В. Островского в ХГУ, семинаре В.Я.Голодца 

в ХГУ.

Публикации. По материалам диссертации опубликовано шесть 

статей С1 -6 1.

ОЗъём работы. Диссертационная работа состоит из 139 страниц 

машинописного текста. ВДЗлиография содержит 35 наименований.

Структура и содержание работы. Диссертация состоит из введе­

ния и трёх глав. Во введении излагаются постановки рассматривае­

мых вопросов, их история, основные результаты диссертации. В ну­

левой главе излагаются предварительные сведения необходимые для 

понимания работы.

Первая глава посвящена определению распределения Каш на 

группах а исследованию его свойств.

Во второй глава решается рад характеризационных задач для 

распределения Каш на Lc fi группах.

ОСНСБНЫВ РЕЗУЛЬТАТЫ РАКГ7Ш.

На протяжении всей работа под группой X  понимается сепера- 

бельная, метрическая, абелева, локалбно компактная группа, X * 

её группа характеров.

Маскество всех распределений на группе обозначим через 

M id i ) .  Пусть (х) а , через у (/ь) обозначим образ

распределения f 4 на одномерном тсре 'V  под действием характе­

ра у , т.е. ^  для любого боредевскаго мно­

жества Е с Т  .

05означим через вырожденное распределение сосредоточен-

- 6 -
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ное б  точке ХЄ X  • Мнскество вырскдешшх распределений обозна­

чим через Ь  (X) . Через Т (X ) обозначим множество сдвигов мер 

Хаара *и ̂  компактных подгрупп К группы X  .

Распределение yw называется безгранично делимым, если для

любого и € А/ существует X  и распределение уи„ ,

такие, что /к = /14м* и

Элемент х £ X  называется неограниченно делимым, если 

V /Ч £ V  } w  £ -V , >*» , З X Є X  ' ™X -X

03означим через компоненту нуля группы X  •
ШАМ I .

В § I вводится определение распределения Кеши.

Пусть X  - Т  - одномерный тор, тогда У ~ 2; • Распределе­

нием Коши уч на торе будем называть образ распределения Кеши 

на IR при естественном гомоморфизме г'Г , т.е.

распределение / *  с характеристической функцией

/и<м> = елр/- «<1и| * i * t j  , т о ,  ч

Мнскество распределений Коши на торе обозначим через *  fTJ

О п р е д е л е н и е .  Распределение ук на группе X  на­

зывается распределением Каш, если

1. U (T )  t V i eY .
2 . ju  -  безгранично делимо.

Множество распределений Каш на группе обозначим че­

рез к оО-

Класс распределений Кади в JR* совпадает с классом распре­

делений характеристическая функция которых представима в ваде (I)

Рассмотрим топологическую группу Ц?°°, тогда определение 

распределения Кеши сохраняет силу множество которых обозначим 

через k ( .  №*еет место разлекение: если ,то

, где таково, что f V i€  ІМ Ґ)*
Пусть ju tK U R ’1) ,  Ч і  <к> , если yv таково, что уч'схі >о 
то уч назовём симметричным. Через К 1( К ‘г) , *г <:•© , обозначим 

мнскество симмзтричных распределений Каш в Я?9 , тогда

K < K * J * b f R ^  * !< * (& * )  t ? <Го6 (2.

Ошетим, что <j(ju) 6 К (Т )  , е у  , если и тоибко если, ха-



рактеристическая ^ункциа ywyj не обращается в нодь при у и 

удовлетворяет системе уравнений

> ‘*3) = , И £/У ,

Введем обозначения:

•<л /Ї̂ ГХ).- -/л-'а)]1*. ^Ч£ ^ і  , *.о<Х) = Л

»eV

кц , С ( Х Ь л  к*+ (Х )

Основными результатами § І являются следующие утверждения. 

П р е д д  о ж е н и е і .  Пусть Н  - открытая подгруппа 

в Y  и ум.ек^Н*).  Тоїда і/ч£к(Х):  ,Л'!/і|н '/<<>*J)

Т е  о р е  м а І . ( " о  линеаризации"). Пусть X" “ гру™а. 

аІ,«л С^-Ц ^вс>. Тоїда существует непрерывный гсмсморфизм p :fR ^ C x  

обладающий свойством: fy«£l<(X) ЗМ є

Сиедуюцая тесрема полностью списывает те ірушш, для которых 

уоловие 2 (безграничная делимосзъ) в спредедении распределения 

Кеши вытекает из первого условия.

Т е  о р е м а  2. Спедутацие утверждения эквивалентны:

1. (Х)~кШ

2. Группа X  удовлетворяет ещнему из условий:

(О любая ненулевая фактор-группа группы Y  содержит 

неограниченно делимый элемент.

(ІІ) С'х « т

йз Теоремы I и (2) вытекает, что если /ч £ kQ f) , то

О ,где /*//£ Ks (ft"1) . распределение на­

зовём симметричным, а их мнсжество обозначим через К 4(Х),тогда

К<Х)-ЬОГ)* К*(Х)

- 8 -

В S 2 изучается распределение Ксши-феллера на группах, вве­
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денное Г.М.Фельдманом Гіі •

О п р е д е л е н и е .  Распределение ju на группе X  назы­

вается распределением Ксши-феллера, если его характеристическая 

функция представима в ввде

где х t X  > а У 1Ч) -  непрерывная неотрицательная функция 

на У  удовлетворяющая уравнению

Мнскество распределений Ксши-феляера обозначим через V̂ >QC) 

Тогда К^(Х) c  К(К). Отметим, что, как показал Г.М.Фельдман ГіІ , 

К^ОС) - К(Х) тогда и только тогда, когда 44

П р е д л  о ж є н и е 2. Пусть груша X  связна, о/-"* X* ? < 
Пусть yvt>»?« K«pfX) , тогда ум и 0 либо взаимно абсолютно 

непрерывны, либо взаимно сингулярны.

Распределение ^ называется собственным делителем распреде­

ления уи , если ? ^ й(Х) и существует распределение f  11>ОС) 

такое, что уц »?щг . Распределение *  называется неразложи­

мым, если оно не имэет собственных делителей.

П р е д л  о ж е н и е З .  Пусть группа X  овязна, <•»

тогда любое /х £ KV<X) содержит неразложимый делитель.

Предложение 3 спирается, в частности, на следующую теорему

Т е  о р е м а  3. Пусть р : X i -*Х г  ~ непрерывный гомоморфизм, 

а ум безгранично делимое распределение с мерей Деви F  , тогда 

р</*) - безгранично делимо с мерой Деви p (F )  .

В § 3 исследована структура распределения Кеши (предполагаем 

что оно не вырождено).

П р е д л о ж е н и е м  Пусіь груша У  связна, ум * К (К) 
Тогда разложение Лебега меры ум не имеет дискретной компоненты.

П р е д л  о ж е н и е 5. Пусть группа X  связна, но не ло­

кально связна. Если уч е К(Х) , то уч сингулярно.

Пуси> X  связна и локально связна, тогда если °°
то любое ум 6 К(X) либо абсолютно непрерывно, либо сингулярно.
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Если X = »о ,то X гг К иф Т *°, и построены абсолютно непрерыв­

ное распределение f* *  К«(Х) на Т ю , и сингулярное распределение 

такое, что вч^- Т*®  - носитель 9) .

Так как К^Х) подполугруппа, то естественно возникает 

вопрос: замкнута ли она, а если нет, то что является замыканием 

К (Х) в M i(&) ? Ответу на этот вопрос, а также анализу связи 

между К^ЛХ) и 1<(Х ) посвящен § 4.

Обозначим через К0 0 0  подполугруппу в ^  (X) состоящую 

из распределений вида

def
/Ч Є ко (Х ) <==> уч = Ек <к ... * /и^

где Д  = р, ( К ) ,  ^ f?), p,-:S? - непрерывные гомомор­
физмы, і • І7»Г .

Т е о р е м а  4. КЛасс IX) плотен, в топологии слабой 

сходимости, в КОС).

Если clit*Cx  ї2 , то класс ІСр(ХІ не является базисом в 

К(Х) , т.е. существует КОС) такое, что /ч не представи­

ма в виде конечной или бесконечной свёртки распределений f t  і  £ /$>(Х)

Обозначим через То. (X) - Т (X) Л к ^ Х )  • Тогда и*к £ (X)

если и только если подгруппа К связна.

Т е  о р е м а 5. Лдя произвольной группы X  верно равенство

к о п  = 1 „ ,< Х ) « *<XJ

Следствие. Класс К ( X ) замкнут в топологии слабой сходи­

мости тогда и только тогда, когда .

Т е  о р е м а  6. Следующие утверждения эквивалентны:

1. К СXJ =к-<Х)

2. В группе Сх *  любые два не неограниченно делимых эле­

мента зависимы.

ШАБА 2.

В § 5 доказаны групповые аналоги основной характеризациснной 

теоремы для распределения Коши на 0? . Прежде чем её сформулиро­

вать введём обозначения:



- II -

« W X J - K h ^ X I O K ^ X )  , 'и1Иі(Х)--ГСХ)Лі<ИіИх(Х) 

< « , « ) '<0С )Л  К ^ й  , * Ї Л *И Г 'е«'к«№ ґ  -безгранично делимо/

X)

Тогда верны включения
К1Х)* к***,  I X ) «  < ht(X)

И Х ) в  « н ій ,ЇХ ) <= KhlHj (X)

Пусть Р -  мнскество простых чисел. СВ означим через Р(Х) 

множество іаких чисел pfi Р* , что группа С / не содеркит эле­
мента порядка р . 03 означим через

f(X) J -----------------і и, , Pi* P(X)
/ *i . о **г% С
1 Р<. Ре

Пусть ил , * i e М . Пару ( их.и,) назовём допустимой, если 

^  Иі/?и - иррационально. Мнсисество дсаустимых пар обозначим 

через УН
Как доказал Ю.ВЛинник, на числовой прямой 1R справедлива 

следующая основная характеризацисиная теорема для распределения 

Кеши.

Т е о р е м а  Л .  У f (®) = К СВ?)
Замвчание. Теорему Я мокно сфсрмулировать в терминах слу­

чайных величин следующим образом: пусть - невырааден-

ные независимые одинаково распределенные случайные величины с 

распределением р\ , тогда, если и fL *■,+4„ равнораспре-

делены при двух значеннях и , in? и , таких, что

и4/ ^  иррацишально, то /V - распределение Кеши.

Основными результатами § 5 являются следующие теоремы.

Т е о р е м а 7 .  Пусть . Следующие утверждения

эквивалентны:

1. = КШ

2 . і  к*,к, L Z  : а) (? М
б) <1
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Пусть / і  (у) -  группа линейно зависимых (над ’Z )  о т у  

элементов в У , рассматриваемая в дискретной топологии.

Т е  о р е м а  8. Пусть (‘*і , * і )^Ю . Сйедуіщие утверждения 

эквивалентны:

1. К* * И1 СХ) = *ОС)

2. Для ЛЮбСЙ СВЯЗНОЙ подгруппы Х і с Х  существует І 4ЄУч. 
такой, что удовлетворяет условию 2 Теоремы 7 .

Т е  о р е м а  9.Для произвольной ірушш X  верны равенства

- («*,*1)6 ж
СХ) = К <Х)

В § 6 доказаны некоторые групповые аналоги характеризации 

распределения Кеши на числовой прямой равнораспределенностью 

одночлена и линейной статистики.

Мнскеотво Аш / ^ целых чисел называется допустимым

для группы X  .если X  '**' */о/ i-ql (XJ ,ГДЄ

Обозначим через оовоокупность допустимых для группы

X  множеств Л~Ілі () с0 , ^> 2 , удовлетворявших условию:

O j - взаимно просты и

X  I «J = «С 
1*1

где, по крайней мере, одна пара чисел I ^  I .... ~^и | —  I1 Цо I 5 J I Скь I
несоизмерима.

Псяским Ъ *М н {(н о д { [< ч {1 ^  >т>е> есди /1 е т х )

и {7 делится на р к , р *Р  , тона р* делятся s-i число 

«і/ е Л , при этсм «с и Я взаимно просты. ОЗозначим через 

Д  ( множество простых делителей числа я .

Пусть А «  M X ). ОЗозначим через (X) мнскество распреде­

лений удовлетворяющих уравнению

« П /ч (« .  J/J

Полежим: Тл (Х )- Г (Х )Л К л 1Х) , D ^ f X )-Ь<Х)Л (X)
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Кд+ (X) ■//!< £ fy fX )  •' p * i ] ) fO  , £ ' f  I

Очевидно, верны включения

Тл (X) * К Л(Х )С Кд(X)

0ЛОС)< К 4(Х )« = К / (Х )
Основной вспрос: когда верны равенства

КЛ(Х) = Г/, ( Х ) * К І (Х) (з)

к /(Х )  к Ч Ю (4)

Как доказал Ю.ВЛинник, если X  = R , то ✓/)<£ 72 ( К)
верны равенства (3) и (4) ("в терминах случайных величин этот 

результат мсвшо офсрмулщювать следующим образ см: пусть

, s і  2 , -  независимые одинаково распределенные слу­

чайные величины с распределением j *  , тогда, если линейные фср- 

мы «tfj. И fj , где , одинаково
распределены, то у* - распределение Каш).

Для произвольных групп получены следующие основные результаты.

Т е  о р е м а  10. Для того чтобы на группе X  выполнялось 

равенство (з) для Й е /2(Х ) , необходимо чтобы шпсидщшсь условия:

1. Для любой компактной подгруппы К с  X  , для которой

K,eJ= K  , К *  не содержит элемента порядка ре  А (&) .

2 . ^  £ ф ( Х )  , т.е. j  хбСх  =о/-/й>/

Замечание. Если группа X  удовлетворяет условию I Теоремы 10, 

то для любой ксыпактнай подгруппы К  ,такой что K 'v<’,,= k , 

гомоморфизм /д  : К К , / я (х)=.йх .явдяется автсыорфизмсы группы 

К и, в частности,группа X  не содержит элементов поряд­

ка р £Д (А)

Т е  о р е м а II . Для того чтобы на груше ){ имело место 

равенство (4) для А е Ж Х )  » необходимо чтобы выполнялись условия:

1. X  не содержит элементов порядка р f  Д  Сл).
2. Для любой связной псщхруцпы X* группы X  , груша X *

содержит элемент Чі  такой, что

К
3 к,,..., к* є А/іУ/е/: 6 *г^») ( >о)

п  — ------------------------

j ЛИВ Is. s.
АН УРСР
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Т е  о р е м а 12. Для того чт ос і при некотором ft є f t (X)  
имело место равенство (3) , необхси чо и достаточно, чтобы груша 

X  удовлетворяла условию:

і. P ( X ) t ?

Т е  о р е м а 13. Ддя того чтобы на груше X  имело место 

равенство (3) при любсм Де ЖХ) , необходимо и достаточно, что­

бы группа X  удовлетворяла одному из условий:

1 . X х S ’ k  , и * °  D - дискретная груша без кручения.

, где р  -  простое число.

Отметим, что Теорема 12, в случае когда доказана

Г. М. Фельдман см Q ]  , а сами Тзсремы 12 С  13 аналогичны соот­

ветствующим теоремам для гауссовского распределения (см. вышеупо­

мянутую монографию Г.М.Фельдмана).

Понежим: W X J - Л а д ^ О Г )  , J „  J X ) - Ш ) Л  КЛ ж (Х)

Отметим, что если группа X не конечного порядка, то 

если и только если, груша К связна.

Т е  о р е м а 14. Следующие утвервдения эквивалентны:

2 . Cyf  состоит из неограниченно делимых элементов.
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