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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми.Дисертаційна робота присвячена вивченню 

асимптотичної поведінки перехідних імовірностей однорідного мар- 

ківського процесу. Це питання має досить багату історію, що бере 

початок в роботах А.А.Маркова, А.Н.Колмогорова, В.Дьобліна. У 

випадку ергодичних процесів успіхи у вивченні проблеми збіжнос­

ті перехідних імовірностей до стаціонарного розподілу зв"язані 

з роботами П.Леві, Т.Е.Харріса, С.Орі. Значних результатів в роз­

глядуваному питанні вдалося досягнути завдяки використанню мето­

дів теорії відновлення, а конкретніше застосуванню теорем, що 

належать Феллеру, Ердешу, Полларду і відомих також під назвою 

теорем відновлення. Дані теореми встановлюють існування границі 

так званого рівняння відновлення. Вивченню перехідних явищ для 

рівняння відновлення приділено багато уваги в роботах Д.С.Сіль- 

вестрова, В.М.Шуренкова, О.В.В"югіна.

В даній роботі перехідні явища для теорем відновлення зас­

тосовуються до вивчення поведінки марківських процесів, що за­

лежать від малого параметра таким чином, що коли цей малий па­

раметр прямує до нуля, то даний процес прямує до деякого проце­

су з відомою асимптотичною поведінкою перехідних імовірностей.

Ця задача в свій час досить плідно розв'язувалась, у досить 

загальній ситуації, А.А.Анісімовим, А.Ф.Турбіним і їх учнями.

Мета роботи. Вивчення асимптотичної поведінки перехідної
о ^

Імовірності гi j ( t )  однорідного марківсьного процесу Х п Іі) 
зі скінченою множиною станів, коли п —  , і —  , а саме :

І. Знаходження такого -*• О , що в асимптотиці Р* (t/ln)
виключено тривіальний випадок ;
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2. Дослідження структури £ п .
Методика досліджень. В дисертації використовуються методи,, ■ 

розвинуті при вивченні багатомірного рівняння відновлення. Крім 

цього, використовуються спеціальні методи і дані матричного ана­

лізу. '

Наукова новизна. В дисертаційній роботі отримано наступні 

основні результати :

- методами теорії відновлення встановлена асимптотика пе­

рехідних імовірностей однорідного марківського процесу зі скін­

ченою кількістю станів ;

- показано існування такого малого параметра при якому в 

асимптотиці перехідних імовірностей відсутній тривіальний випа­

док ;

- показано, що в якості такого малого параметра можна взя­

ти перронів корінь певної матриці ;

- детально досліджено асимптотику перронового кореня у за­

гальному (не обов'язково стохастичному) випадку.

Теоретична і практична цінність. Результати дисертаційної 

роботи представляють інтерес при вивченні марківських процесів, 

гіллястих процесів, адитивних-функціоналів. Також результати 

дисертації можуть бути використані в теорії збурення матриць.

Апробація роботи і публікації. Основні результати дисерта­

ції доповідались на семінарах теорії ймовірностей і математичної 

статистики Інституту математики АН Ущшни, на семінарах по те­

орії ймовірностей і теорії випадкових процесів Львівського держ­

університету, на міжнародній математичній конференції присвяченій 

ІОО-річчю народження С.Банаха ('Львів, 1992 р.) , на 2-у.Україн­

сько - Угорському симпозиумі "Нові напрямки теорії ймовірностей
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і математичної статистики" ( Мукачево, 1992 р. ) 1 опубліковані 

в роботах [і - 5J .

Структура і об"ем роботи. Дисертація складається зі вступу

і основної частини, яка розбита на вісім параграфів. Загальний 

об"єм роботи 7̂стор. машинописного тексту. Бібліографія скла­

дає 50 назв.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі подається короткий огляд досліджень, що зв"язані 

з темою дисертації, виюшдені її основні результати.

В §1 наведено ряд відомих результатів, на які спираються 

використані в роботі методи.

В §2 досліджується гранична поведінка перехідних імовірнос­

тей однорідного марківського процесу ( і) зі скінченою множи­
ною станів.

Розглядається, для кожного і > 0 , однорідний марківський 
процес Х£Шзі скінченою множиною станів £ і з перехідною

імовірністю P i j ( t ) за час і , де і , j Є Е . Будемо вважати, 
що

P i j d )  - Urn Р- . (і)
" & -* о «

є перехідною імовірністю деякого процесу X ( і )  t який будемо на­

зивати граничним для процесу / £ м .
Будемо вважати також, що виконуються наступні умови (к) :

(Аі) Рц ( І )  - + t йд * 0(t) § Щ)И і  -» 0 ,

де fyj -0 для і * j  і Sg 3 І  для L * j  , A - інтенсив­

ність переходу зі стану і в стан j  ;



(А2) ♦ і  Ct j  * 0(6) , при (-* О ,
де 'hy - інтенсивність переходу для граничного процесу X Ш  \ 

Множина станів В складається з підмножин Е̂  , к* і,..., І ,  
таких, що Е - E t U ... U Е г ,

(из) = s . А - Л . . - Л  ;
J* £к

A4 Обмеження X ( t )  на кожну з множин £ ^ , К =/, • -Д  є

ергодичним процесом зі стаціонарними розподілами 2^ , 0^*

відповідно на , де > 0 , к * І , ..., І
Доведено наступну теорему.

Теорема 2.2. Нехай виконуються всі умови (А) , тоді

P-L { X t (і /(■) ~ J}  = '

при і £ E £ , j £ E k .де ^  і

©* 3 II ̂ ]к II ' °̂А 3 ^ CjS
£ £ Ё м

Потрібно відмітити, що останній результат не новий (див. [і]), 

але отриманий іншим шляхом.

В 53 продовжено дослідження асимптотики перехідних імовір­

ностей введеного процесу X t (О у більш загальній ситуації, 

коли присутні ще неістотні стани.

Зауважимо, що в теоремі 2.2 можливий випадок, коли 

де при t *к і « 0 , при І  Ф- к . Такий випадок наз­

вемо тривіальним, і в цьому випадку 2>*«0 , а значить і f y - 0  , 

при се Е і , j e  6^ , І  Ф к . Таким чином наявність асимпто­

тичного розкладу (А2) ще не визначає істинну швидкість росту 

параметра і  (по відношенню до£*о) при якій існує нетривіаль-

4

ІКоролюк B.C., Турбин А.Ф. Математические основы фазового укрупне­

ния сложных систем.- Киев : Наук, думка, 1978.- 220 с.



на границя для Рц| (4/і). Перед нами постає задача знаходження 
такого 5 - Б(£> , при якому існує нетривіальна границя для
p !j a / m )  .

Цій задачі присвячено 54 . В ньому приймаються нові позна­

чення. Розглядаємо для кожного п , кі eh l однорідний марківський 
процес X ъ (t) зі скінченою множиною станів Е і перехідною 

імовірністю Pij ( і ) за час ї  . Будемо вважати, що для Хц№) 
виконуються наступні умови :

(AO) P ij (і) —  P i j  ( і )  , при п -  о® ;

(А I) Pij {і) - Sy +"Xij(l) * О (і) , при Ь ~ 0 ;
Умови (АЗ) і (А4) зберігаються.

Ми відмовляємось лише від умови (А2) .
При виконанні згаданих умов справедлива наступна теорема. 

Теорема 1.4. Існує така послідовність 10 і така пос­
лідовність *1» *1 - матриць

Сп = ( СНІ )  к 'І «/ *

що С* f  0 при k + І  ,

У  \ скІ ~ 0 * ~ * t, . . . t t
1*1 к’ і

і

( р?> (t/£n  ̂~ t v  и) ̂ 3jl *°’
Ь -*00 Л

при І є , j б Eja. , - (*>р> - ий елемент
матриці exp { I U } .

В §5 уточнено структуру послідовностей £п і Сп. .
Доведено наступну теорему.
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Теорема 1.6. Послідовності £*, і С*.11 ( см)к,1 * / 
з теореми 1.4 можна вибрати таким чином, що Вони будуть задовіль- 

няти наступні асимптотичні співвідношення при п -* :

І  • -£г:  ;
к*<

чг -t и и 
ієЕк ієЕі

де - перронів корінь, тобто дійсне власне число з максималь- 

ною (серед усіх власних чисел) дійсною частиною, матриці /1^, 

ио є обмеженням матриці інтенсивностей переходів Лп, на мно­

жину Е к , к .
В наступних трьох параграфах уточнюється структура перрано- 

вого кореня. Зауважимо, що розглядається матриця інтенсивностей 

переходів Л = А л , що відповідає одному класу станів зі
f t  - т  оо

стаціонарним розподілом . Це не зменшує загальність, оскіль­

ки, розглядаючи асимптотику в теоремі 1.5, ми вибирали перро- 

нів корінь f* з одного класу Е к
В 56 розглядається асимптотичний розклад при п — > о»

С Х Р

А„ - A ‘ & к »
*«/

де Гк = SJ, 0 і * О (УК) , при п. —  «*" , -

стаЛі матричні коефіцієнти.

Вводимо : - і і 3F - правий і лівий анулюючі вектори
т  —%

матриці У1 , ^ Я , 1 У - І ;

е„ і ЗГЛ - правий і лівий власні вектори матриці Л а ,

що відповідають , де jV - перронів корінь матриці А  Л .

6



Основним результатом §6 є наступна теорема.

Теорема І,Є. Нехай

< 0 Г , В , ї >  =  .... = < І Ї ,  Ь ІЧ Г>  -  О,

4  6Г, Є>1 7 > * 0.

Тоді, при »г -* «■ , маємо :

jW ~  ^  ^  д( 7 > •
В §7 узагальнюється результат попереднього параграфа на 

випадок нестохастичної матриці.

Вводимо наступне означення.

Означення 1.7. Матрицю А ®  будемо називати оберненою уза­

гальненою до Л , яйцо Л А ® в Л ® Л  ~ І  ~П , де

п • 7 ® яг ;  Л ®  ? ■ 0 , 57 Л  ®  -  0 .
Позначимо V *  -Л ^ .

Доведено наступну теорему.

Теорема 1 .7 . Нехай < 3/ , Ь- 7 >  -  О , j  ,

<дт, в>і 7 > * о , < 5Г, е>, V & t 7  > фо.
Тоді

Cl) Sn ~ < Зі , & і  < > , при ^  = 0^ )  ;

(II) • • ~  jc< jp , 5 ,  V £ , 7\> + < її, е>( 7  >7,

або

~ VC< в , '/ 5 ' Т> + с< 7>1,
при ^  G ^  •

( III) ~  &4 ve>, 7> , при » o(ftl
Послідовно, накладаючи умови на скалярні добутки ми прихо­

димо до наступного твердження.

7



Твердження. Нехай < i f , By 7  у =-0 ,
< or 7  > ф о , < ЗГ, в  t V Е>1 7*> - о ,
< 3f у б, ( VB,)* Г  > * о , < or, &tv  с,̂  7  > +- 
4 < 5Г, в ,  7 > ч* с .
Тоді• \

$ У ~  $е t с* < ЗГ' в' (V,b')l 7 > *

+ с, < 5Г, ь , v  Ьъ 7 у +■ сг < б* \/ 6,  Г> *

+• <1 > &g і У 3 »

при Ь”,3~ С, б} і с, ^  - ^  ̂  .

Зауважимо, що при інших співвідношеннях між <Г,5̂ , ̂

ми отримаємо іншу асимптотику для . В даному випадку наве­

дено лише один із прикладів асимптотики для .
Рухаючись далі і накладаючи послідовно умови на скалярні 

добутки ми будемо йти до загального випадку, вивченню якого при-

СВЯЧ8Н0 §8.

Введемо <3)п =Л „-Л . Тоді Л„ =Л + Э„, і “5)и — 0,. 
При .

,‘vf*
Виводиться наступна формула, яку названо•основною формулою:

. L

+ °(У0 = X  < ^  7 > +
**° ( і )  

lyt
+ < * п ( № п )  7 > ,

де m  - довільне натуральне число.

Для роботи з основною формулою використовується наступна

лема.

8



Дама 1.8. Нехай Фп —  О , тоді існують послідовність 

п /  о о  ,  скінчена шкала { 5"f ,  ,  .  .  .  ,  'ь^ J  ,  тобто

” 0 1 * 0 (^0 • 111)11 ^ = /г' -- ~= .і скінчений

набір матриць В>1} Е>г , ■. . , таких, що

$*' = ^  в< + "■ * л̂/ •

Ця лема показує природність припущення, що матриця 2)„, має 

асимптотичний розклад по деякій шкалі Ї І} •• • ; > ••• •

не обов'язково скінченій. А саме

2>„ =s;e>, +---+ 5-е,- -
Позначимо : с ■ = < , В>- Т > ; с/ =<& > v  &і) 7>.
Розглянемо можливі ситуації.

Ситтапія І. Нехай існує такий номер J , що c~j 4 0 , t 

нехай.

і  = топ і  j » f  •’ < *> 8 , (V Т > .
Тоді L-i

^  ~  <  ^ >  > • 
k *0

В останньому співвідношенні символ " розуміємо таким 

чином, що Я)^ потрібно замінити на асимптотичний розклад, роз­

крити дужки і вибрати мінімальні по порядку, ненульові, апріорі 

незрівнимі між собою доданки.

В цій ситуації розглядаються два випадки :

1.1. Існує і таке, що $(, «*о ( <Г/*) і позначимо

]( j. m iV v £  і : %lt t ■ °(ії~^)] .

Тоді L-i
U ~ 2 Г  ^ ^   ̂® “) ^ »

к*0

9



де ’ • Г  %  ЙК ;
1.2. Нехай Sy* ^ o (f i) , для всіх і >/ і .В цьому 

випадку будемо вважати, що асимптотичний розклад являється точ­

ною рівністю

3>а * £  ^  S - 
, і >/

10

£ Гі II Єі II <

^  Зг, &1 С V  Є>{) Г > = о (О

для вс іх  m > 0 .  В цьому випадку залишається відкритим питання 

Чи слідує тоді з (2)  те , що В, 7 - ї )  або 3TBf = ^  ?

Ситуація 2 . Будемо вважати, що існує такий номер J  , що

<  ОТ, 5 j  і У  їО  і позначимо :

/4  *  w i n  {  j  > / : < S ' . 8 j і  > Ф o j  \

= *Ь4 .

Розглядаються три випадки :

2 Л . Існує j  >  і  , що S’/  ® о  ^ ) . Позначимо

, / /  х wtVl {  j  : * =  0 '

Тоді у . ,

s*~ Z ^ ^  г>. (3)
к»о

2 .2 . Нехай для вс іх  j  *  і виконується ^  *  0

Існує L<£ * °  (  L те саме, що в ситуації і )  . Приймемо Ж * L  , 

Ф ,  -  35„. І тоді справедлива формула (3 )

2 .3 . Виконуються умови ;



I) ^  - v (S f ) , для всіх j  >/ і  ;

it) <3r, 1 > = о , для всіх j У/ і  .

Тоді x.o(T 'j) , для будь-якого j  >/ 1 . Формула ( l )
в цьому випадку практично безкорисна.
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