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ІАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Функціональні інтеграли, що відповідають 

мірам на просторах траєкторій, е важливим класом в загальній тео­

рії інтегрування на нескінченновимірних просторах. Такі інтеграли 

виникають в різних розділах математики і її застосувань. Соди, 

перш за все, відносяться теорія випадкових процесів і математич- 
ла фізика.

Зараз кількість робіт, приовячених дослідаонню загальних 

властивостей функиіональних інтегралів і їх застосуванням,над­

звичайно волииа( див., наприклад, відповідні глави в. монографіях 

Ю.М.Березанського, Ю.Г.Кондратьева "Спектральные методы з беско­

нечномерном анализе" ( Київ, "Паукова думка", 1988 ), Ю.Л.Дале- 

цького, С.В.Фоміна "Меры и дифференциальные уравнения в беско­

нечномерных пространствах" ( Москва, "Наука", Ї983 ) та літера­

турні коментарі до них ). ІЛи зупинимося більш детально на зв'яз­

ку функціональних інтегралів з деякими задачами математичної фі­

зики. Тут їх застосування зв"язане пери за все з іменем Р.Фейн­

мана, піонерські роботи якого покчали початок інтенсивному вико­

ристанню функціональних інтегралів в задачах квантової фізики. 

Строге математичне обгрунтування метод функціонального інтегру­

вання отримав у роботах М.Кала, Р.Камерона, У.Мартіна та ряду 

інших математиків. Новий імцуяьс застосуванню функціональних ін­

тегралів дала евклідова теорія поля, яка виникла в 70-х роках і 

дозволила математично строго переформулювати задачу побудови ря­

ду моделей квантової теорії поля як проблему існування повного 

класу мір на функціональних просторах.

Аналогічний підхід в моделях квантової статистичної фізики 

був запропонований в роботах Д.Кінібра, С.Альбеверіо та Р.Хоег- 

Крона і розвивався потім в статтях А.Клейна, Л.Ландау, Ю.Г.Кон­

дратьева, С.А.Глоби та інших. При цьовд було вияснено, що побу­

дова температурного стану дія певного класу квантових граткпвих 

сиотем може бути зведена до конструкції канонічно зв"язалої з 

розглядуваною системою міри на просторі періодичних траєкторій.
Міри на періодичних траєкторіях, які виникають така* чином, 

формально близькі до гіббсових мір в класичній статистичній фізи­

ці. Проте добре відомі результати Р.Л.Добруаииа, Д.Лебсвіда,

, В.А.Малишева, Р.А.Мінлоса, Е.Презутті, С.Б.Еюсмана та hrr/z, tvs 

стосуються проблеми існування і єдиністі такого типу нір, нй нгн- 

жуть бути безпосередньо застосонані ь даній ситуації. Цг п
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зано з тією обставиною, що простір значень індивідуального спіна 
зараз е нескінченновимірним. Гому матоди, які використовуються при 

доведенні тоорем існування та єдиності в класичній статистичній 

фізиці вимагають суттєвої модифікації при переході до квантового 

випадку.

Одним з найважливіших завдань статистичної фізики є дослід­

ження критичних явищ. В термінах функціональних інтегралів ця 

задача може бути переформульована як проблема єдиності відповід­

них мір на траєкторіях. Відомо, що виникнення фазового переходу 

може бути досліджене також при допомозі встановлення так званого 

дальнього порядку в системі. Останнє також допускає інтерпрета­

цію в термінах відповідних функціональних інтегралів. Зокрема, 

ним шляхом існування фазових переходів в ряді моделей квантової 

статистичної фізики було доведене в роботах В.Дресслера, JI.Лан­

дау, Ф.Переца, Л.А.Пастура, Б.А.Хоруженка. Проте методи шх ро­

біт накладають досить жорсткі обмеження на вигляд гамільтоніа- 

нів досліджуваних моделей, які виключають багато цікавих в зас­

тосуваннях випадків. Тому є актуальною задача побудови та дос­

лідження функціональних інтегралів, що зідповідають квантовим 

гратковим системам у випадку досить загальних моделей.

Метою цієї дисертації є побудова і дослідження властивостей 

функціональних інтегралів на просторах періодичних траєкторій та 

застосування шх інтегралів до деяких моделей квантової статис­

тичної фізики.

Наукова новизна, теоретична і практична значимість. Всі ре­

зультати, отримані в дисертації, є новими. Перерахуємо основні з 

них.

1. Отримано загальний критерій існування функціональних інтегра­

лів, що відповідають широкому, класу моделей квантової статис­

тичної фіздаи.

2. Для інтегралів з додатковою властивістю додатності при відби­
ттям доведена теорема, яка дає достатні умови їх існування.

3. Дія ряду моделей квантових граткових систем отримані достатні 

умови для наявності критичної, температури.

Результати дисертації можуть бути використані в розділах 

теоретичної та математичної фізики, що зинористоцують техніку 

н̂аціонального інтегрування.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на 1-му 

«народному радянсько-польському симпозіумі з фізики сегнето- 

елеятоакій та споріднених матеріалів ( Львів, їй90 ), Респубпі-
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камській науково-технічній конференції "Параметрична кристалооп­

тика та її застосування" ( Карпати, 1990 ), Всесоюзній школі-се­

мінарі "Методи функціонального аналізу в задачах математичної 

фізики" ( Виноградів, Закарпаття, 1990 ), на семінарі з функціо­

нального аналізу в Інституті математики АН України ( науковий 

керівник академік Ю.М.Березанський, Ї99І, 1992 ).

Публікації. Основні результати опубліковані автором в 14 

роботах, перелік яких наведено в кінці автореферату.

Структура і об"ем роботи. Дисертаційна робота викладена на 

68 сторінках і складається зі встуцу, трьох глав та списку літе­
ратури, який нараховує 37 назв.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі наведено обгрунтування актуальності дооліджень, 

проведених у дисертаційній роботі, дано короткий огляд вмісту її 

глав.

І. У першій главі розглядається задача побудови гіббсових 

( температурних ) станів квантових граткових систем, яка полягає 

в побудові відповідного функціоналу на алгебрі локальних спосте­

режуваних, яка може бути зведена до побудови функціонального ін­

теграла на просторі періодичних траєкторій. Запропоновано підхід 

до побудови функціональних інтегралів, що відповідають квантовим 

гратковим оистемам, який базується на введенні спеціальної топо­

логії в функціональному просторі, що перетворює його в б* -ком­

пактний лінійний топологічний простір. З використанням останньо­

го факту узагальнено на квантовий випадок відомий у класичному 

випадку критерій існування Р.Л.Добрутпина.

У §1 формулюються основні результати, іцо стосуються зв"язку 

між гіббсовим станом квантового ангармонійного осцилятора та 

функціональним інтегралом на відповідному функціональному прос­

торі»

Для квантового ангармонійного осцилятора в гамільтоніаном

Н а • + V  ,

А - оператор Лапласа, V  - ангармонійний потенціал, що за­
довольняв умови

V  = V i  ( R ' )  , < «
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V ( < p  > ь у  + 6 } a,fe € IR , О- > о ,

стан осцилятора при оберненій температурі ^ > 0  визначається як 

функціонал ліі

// д \s Тг ^ Ае )

^  ^  ' Т К Є ' 1>И)

на алгебрі всіх обмежених операторів &  €Х с ь г).

Якщо розглянути вимірний простір tsj^, Q 0 ) . Д0

1 I 40 : “* R  ) >
вс

S p  - коло довжини j* , а Q 0 - S' -алгебра на S p  , що по­

роджена циліндричними множинами вигляду

< : і 'Х  1 1“ * 5 ?

fej € і ' " s V f  ( вважаємо S p  відрізком

С з ототожненими кінцями), то задача побудови гіббоово- 

го стану ангармонійного осцилятора зводиться до побудови міри

■"Pp на множині всіх траєкторій випливав їз̂спіивідно-

‘ ....  4 T r U ' ^ )

( с ft > ле ft “ комутативна підалгебра алгебри

Х(Ц). що складається з операторів множення на обмежені вимірні 

Функції; е̂ * 1 ),

ЗКЩО € S p  , > 0 , , t

r.f . № ..., + J -

* v
Оетяцшв рівність мокна прийняти як означення міри ч)р .

Більше того, якшо розглянути простір гельдероркх на 5^ 
функцій з показником гельдоровості S -

(2>



1 ^  '<r> °} *
та 8 нормою

,и, , WJ Іу у - “ У  ,
V »V4tr St4p

то вірна наступна лама.
Лема i.l. При виконанні для потенціалу V умов (1),(2)

для довільного <5"< і  v

•»f с н -1 •
Тобто, HjA'bp) с е множиною повної міри ДЛЯ '/р .

У §2 показано як схема §£ реалізується у випадку системи 
ангармонійних квантових осшляторів, розміщених у вузлах пілочи- 
оельної гратки ZA .

Гіббсів стан оистеми в області A с Z при оберненій темпе­
ратурі р>0 при певних припущеннях на потенціали взаємодії ко­
ректно визначається як функціонал u

Тг t,Ae" )

< A V  * ТНе-^) ’ (5>

да

« А  к*Л *»І«Л ®
р*. >*\к- канонічні оператори імцульсу і координати на просторі
ЬгЦЙ.\<Ьск) . VK - одночастинкові потенціали, що задовольня­
ють умови (1),(2); V/*j - парний (далі розглядатимуться і загаль­
ніші) потенціал взаємодії, а А береться з С * -алгебри Jt"\

всіх обмекених операторів в Ьа.С .̂

Гіббсів стан нескінченної системи частинок, розмішених у 
вузлах ZA, овначаеться як функціонал на алгебрі

А * .  U  А  ,
А е * * , І М * * о

отриманій s О )  в результаті граничного переходу

<А V  £*■ <А>м 1 ***»■
Як показано в роботах С.АльбеВегісії Р.Хоег^Кгона, Ю.Г.Кондратье­

ва, ш» задача рівносильна погіудиві сімейства мір

5



Е  ( С О Л  ) \ СОдС < ^ )  =  1  W A  w * * 9  ,

A C  Z .\  U\A\<oO

АПЛ * 0

р

" і : е 0 '*'л

де Де Z 1̂  , \Л\ < «> , та граничної (в певному розумінні) міри

"а А X «L

CV=>p ) со̂ е-ССЬр)}.

Завдяки ломі ї.ї як простір станів однієї частинки можна ви* 

брати £Р - НвЛ<Ьр)С-С(.‘їр)при Є< 4^ і з топологією, індуко­

ваною з С(3р) . Тоді аР буде б" -компактним простором і пей 

факт дає можливість узагальнити відомі в класичному випадку кри­

терії існування гіббсових мір на квантовий випадок,

У §3 будуються потенціали взаємодії між чаотинками у вузлах 

гратки Ж'*' най загальні його вигляду, а так о к відповідні їм міри, 

о врахуванням результатів §2 в теоремі 1.2 для гамільтоніана ви­
гляду

н*1г I v c v  Et<V> («>
*  KeZJ w Z A

( ЕЛ «О = 5. 7 - потенціали взаємодії части-

A C Z A,KlAk«

нок, які розташовані у вузлах, що входять в множну А ) отри­

мане' узагальнення на квантовий випадок відомого у класичному ви­

падку критерію Р.Л.Добрупина існування гіббсових станів. Цей кри­

терій дає достатні умови існування принаЯмі однієї міри ЛЗ(ш(о), 

яка відповідає гамільтоніану (4) в тому розумінні, що їх умовні 

розподіли задаються фор?.<улою

_ Е (сол.)|си еД’)) . 

c U  \ с^С•) 1 ь >) = —  Є  _  С )) »

6
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соли £дЬ €

Р ,

V/^Ct«C-'9 * ^ V/AC«oCre cU ,

О

міра cU0 A<ol» - tie продакт-міпа X  (<окV') утворена з
’ мЛ "

однакових одночастинкових мір, а нормуючий множник Хд вибира­

ється з умови, щоб міра була ймовірнісною.

II. У другій главі розглядається важливий клас гамільтоніа- 

нів, у яких взаємодія має додаткову властивість, що забезпечує 

так звану додатність при відбиттях гіббсових мір. Для відповід­

них гіббсових станів у класичному випадку розроблена ефективна 

техніка їх побудови та дослідження.Важливі результати у дьому на­

прямку отримані в роботах Ю.Фреліха, Р.Ізравля, Е.Ліба, Б.Саймо­

на, Т.Спенсера, С.Б.НІлосмана. У цій главі показано, як відповід­

ні конструкції і твердження з використанням результатів глави І 

можуть бути перенесені на квантовий випадок.

У §ї наведено основні означення і теореми, що стосуються до- 

датності при від5иітлх.

Нехай } 0  _ відбиття в гіпершіощині простору 1R^

таке, що ~ , Множина всіх таких відбнттів утворює гру­

пу. Через позначається відбиття в гіперплощині L  .

Розглянемо А\с і гіперплощшіу L  таку, що

^  . Через L* позначимо один із замкнених півпросторів,

на які L  розбиває . Нехай \+ аАП iJ" ,Л =9^^,/^), Л°=Л+*ПА-

Також позначимо G A M  в* -алгебру підмножин простору 

що породжена шлисіричними множинами вигляду

^co « . Q p  \ , C fcє

Міра Х-д в об"ємі А має властивість додатяості при відби­

тті 9^ » якгао Для довільної G A ^ + ) -вимірної функції F  на

Q ^ K )  - Ц и  * К<*»к*л \«х: А ̂  7L1 }



справедлива нерівність

J F6J=«iXA > 0 . (5)

Тут t * F  < A w a > > - С«л\ *  .

Врахувавши результати глави І, на квантовий випадок перено­

ситься відомий у класичному випадку критерій того, що міра має 

властивість додатності при відбиттях.

Теорема 2.Ї. Нехай міра на СЛ) має вигляд

і. ^ (‘<0AV>) ^  (fa*», (6)
Z A  о,Л

а функція -  » ‘«ді , може бути подана у ви­

гляді ^

-  Є. + 9 Є . +  Х с,»вса ’ 

і*1

де Е>)С  ̂ 3 **•••»*0 в ОЛ^+ ) -вимірними функціями. Тоді

міра (6) має властивість додатності при відбитті Q  .

Важливим наслідком (5) є так звані шахові оцінки. Щоб їх

сформулювати вводиться періодична конфігурація ^  ли на Q f

наступним чином. Нехай

/\N = 0 * Л  N-1 і Uf«±],

00 |лм* wf\H , а на вою гратяу вона продовжується з

періодичним чином. Далі для М * t N  , W  означавться пе­

ріодичний потенціал взаємодії

£/Г * X А х wAc«*»A <••>>,
лм м А4%ЄСЛМ»АСАМ м

Л8 s e t  •, є  • c e u>, . . . , e a ) ) ,  е а Ч \ М І  ,1 «  U < ± .

Тоді міру в об"емі можна вадати наступним чином:

' ' 4 -CW*»
<4̂ V> '1- а Ч амС"1'’ * (7)м м 2дм

8
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Z*M- \ е 'Ел" 1" л«о , іІ0іДм̂ <..1).

Роэглянемо гіперплощину

L «  \ t € i R A  H i }

при деякому -f s Vrt 6 <A j n.i Z , a ^  ^  a6° t“€ .

Mae місце наступна теорема, що e однією з найпростіших шахових 

онінок.
Теорема 2.2. Якщо міра (7) при L ®  і має властивість до- 

датності при відбиттях в гіперплощинах'L  при Ге 2. ,̂ і

(г € Й • то вірна наступна нерівність;
_±_
1Р„1

LtP̂ I ^

де P n  = рал Ы , a Р - підгратка з періодом 2. і така, що
(0.....0) Є Р .

У §2 розглядається взаємодія більш спеціального вигляду, а

саме: нехай множина А ^ Ж  ̂ , дтШ янаї означається функція 
W A . - це dl~ вимірний куб зі стороною І >що містить початок 

координат. Дня такої взаємодії вірна наступна теорема.

Теорема 2.3. Нехай

Z 4  > ^  е " Еч <.«<■■» <С < W  .

Тоді множина мір *.«. б слабкоком-ц ̂  "У Mjm ' '
пактною.

Міри, які отримуються як границі мір вигляду (7), Називаю­

ться періодичним)! гіббсовимп станами.

Як наслідки теореми 2.3 отримано прооті критерії існування 

гіббсових станів для конкретних модельних гамільтоніанів:

Твердження 2.1. Пері одичний гіббсів стан яля моделі з гамі- 

льтоніаном

K-tZ-1 • .<6Z



існує, якщо для |Ь> 0  І Hv * -£A+V, V€L4ttO оператор 

€хр (," ) е ядерним.

Твердження 2.2. Періодичний гібОсіїз стан при оберненій тем­

пературі jb > 0  для моделі з гамільтоніаном

н - - - Н І  +  X  х v t x „ )
N4Za * < s j >

існує, якщо при ^  = 2/*" для

И »- v ) +  M W . ' j H V W U V t y

оператор Є̂с-р с ядерним в L.^ (Шг).

Тут символ Д“і> означає сумування . шрами: найблихчих 

сусідів на гратці х*1 , тобто, по всіх К , ̂  €■ , для яких

\к- j l = 4.

III. Третя глава присвячена застосуванню періодичних гіб- 

бсових станів до дослідження явища разового переходу в деяких 

моделях квантової статистичної фізики.

В класичній статистичній фізиці застосування періодичних 

гіббсових станів до вивчення явища фазового переходу 8а допомо­

гою техніки, що використовує додагність при відбиттях провади­

лося багатьма авторами(Б.Саймон, Е.Ліб, Ю.Фреліх, С.Б.Ілосман 

та інші). В квантовому випадку такий підхід до вивчення критич­

них явищ в ряді моделей квантової отатистичної фізики був запро­

понований в роботах В.Дресолара, Л.Ландау, Ф.Перепа, Л.А.Паоту- 

ра, Б.А.Хоруженка.

У §ї досліджується модель, яка описується гамільтоніаном

- 4 .  ~ ** І * л  +  X .  (8)2 w v KtZA T ) X K <в|р «  w g a

Сталі, які входять в і'амільтоніан, мають наступний фізичний 

зміст: *п. - маса чаотияки, У > О - стала взаємодії. Відносно 
потенціалу V  додатково припустимо, що

і) V i  C * < W >  І

8) VCX > > ах *1-*-Ь * а> Сг<1 *,

a) VxtH VCx>* vi-*> і

10



и
4) для деякого <\о>0 функція V W  в точках

4 «V» мае строгий глобальний невироджений 

мінімум.

Введемо параметр дальнього порядку

рі»> ■ „Ь  < ^  V  '

Будемо говорити, що в системі виникає дальній порядок, якщо

v P > P«f P C f ) > 0  . Температуру N назвемо критичною.

Наступна теорема е узагальненням результату Л.А.Пастура та 

Б.А.Хоруженка, який відповідає випадку одночастинкового потенці­
алу вигляду V t * ) =  ах 1̂ - fex2-.

Теорема 3.1, Нехай розмірність гратки d > " 3  і заданий до­

вільний потенціал V  , який задовольняє умови (9). Тоді існує 

таке т0> 0  , шо при М->т.0 в системі з гамільтоніаном (8) іс­
нує критична температура.

Як наслідок модна довести, що в системі ангармонійних кван­

тових осциляторів, що описується гамільтоніаном (8) нри cL"?b
і фіксованих 2} та , при достатньо великих <̂,о та глибині 

мінімуму потенціалу V  існує критична температура.

У §2 розглядається узагальнена система ангармонійних кван­

тових осциляторів, яка описується гамільтоніаном

Н - - 4  ' 3  X  K * * > s c x . ) +  I v u K ). (ТО)
^  <ьі> KftZ*

Тут функція с непарною монотонно зростаючою на і та­

кою, що

W « J t < C e ° xl , l s ' i * > U C . ' « . * ' ,x'

для деяких сталях С , С/ , ос , о</ .

Моделі з гамільтоніаном (ІО) запроваджені в роботах Ю.М.Су­

хова,

Нехай потенціал Vte) такий, що

■\Дх) > оі^Ч^)• a , & e R , a > i v * e l f l .  (Н )

Тоді має місце узагальнення теорс-ми 3.!:

Те?рема 3.2, Нехай розмірність гратки З і эчкачиД.до­

вільній потенціал V  , яккй я«аяза?.ьид« умови



І2

існує таке «П.0 > 0 ,  що при Ш>т0 в системі з гаміпьтоніаном 
(10) існує критична температура.

Наслідок. Розглянемо систему з формальним гамільтоніаном 

вигляду (ІО) і з потенціалом W  , R  э ^  > 0 .

Тоді при <А>"3 прй фіксованих т. та У існують такі 

та V  , що при Чо>Чо. a > v  в системі з гамільтоніаном (10) 
існує критична температура.
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