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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А к т у а д ь и і с т ь  т е м и .  Нелінійні різницеві рівняння мо­
делюють велику кількість прикладних задач, що відносяться до найрізно­
манітніших областей природознавства. Інтерес до такого роду рівнянь 
особливо зріс останнім часом завдяки їх використанню для опису про­
цесів хаотизації та виникнення структур. Поряд о одновимірними різни­
цевими рівняннями, теорія яких досить добре розвинута, важливу 
роль відіграють різницеві рівняння другого порядку, розв’язки яких 
характеризуються великою різноманітністю асимптотичної поведінки, 
що відкриває нові можливості їх застосування.

Серед робіт з  різницевих рівнянь другого порядку значна кількість 
присвячена рівнянням, динаміка розв’язків яких визначається двовимір­
ними дифеоморфізмами. В  той же час багато реальних задач мо­
делюються різницевими рівняннями другого порядку, що породжують 
двовимірні ендоморфізми, тобто невзаемнооднозиачні відображення пло­
щини. Невзаємнооднозначність вносить свою специфіку в поведінку 
траєкторій, структуру граничних множин, механізми та послідовність 
біфуркацій. Тому викликає інтерес вивчення такого роду рівнянь з 
точки зору відшукання особливостей, що вносяться невзаемнооднознач- 
иістю в  асимпотичну поведінку розв’язків.

М е т о ю  работи е дослідження асимптотичної поведінки при t —» оо 
розв’язків різницевих рівнянь Другого порядку о кусочно-лінійною та 
квадратичною правою частиною; знахождення умов існування та стій­
кості циклів відповідних відображень; вивчення біфуркацій та струк­
тури атракторів о застосуванням обчислювального експерименту та 
машинної графіки.

Н а у к о в а  н о в и з н а .  Для двовимірних кусочно-лінійних 
відображень, котрі виникають при вивченні різницевих рівнянь другого 
порядку з  кусочно-лінінною правою частиною, встановлено існувгння 
стійких циклів 7„ періодів п =  3 , 5 , 6 , . . в площині параметрів одержані 
точні аналітичні вирази для кривих, що обмежують області існування 
та стійкості даних циклів. Вивчена біфуркація втрати стійкості пиклів 
7„, Що приводить до виникнення хаотичних притягуючих множин типу 
стравних атракторів. З використанням обчислювального експерименту 
встановлено типовий порадо» біфуркацій даних притягуючих множин, 
дано конструктивне описання їх топологічної структури.

Я  ля двовимірних квадратичних відображень вивчена біфуркація етря-



ти стійкості нерухомої точки; описано механізм хаотизації, що являє 
собою каскад біфуркацій подвоєння, який реалізується на деякому одно- 
вимірному многоииді.

П р а к т и ч н а  ц і н н і с т ь .  Работа носить теоретичний харак­
тер. Одержані результати є новими і можуть знайти застосування 
при дослідженні фізичних та інших прикладних задач, що описуються 
нелінійними різницевими рівняннями другого порядку; одержано ма­
тематичний опис відомого в радіофізиці явища додавання періоду для 
кільцевих радіофізичних систем о двома нелінійними підсилювачами та 
двома лініями затримки.

А п р о б а ц і я  р о б о т и .  Результати дисертаційної ро­
боти доповідалися на конференції молодих вчених Інституту матема­
тики АН УРСР (м. Алушта, 1990 p.), на третій школі "Динамічні 
системи та турбулентність” ( сел. Кацнвелі, 1991 p.), на радянсько- 
іспансь*о-чехословацькому симпозіумі "Динамічні системи та їх засто­
сування” (м. Київ, 1991 p.), на шкоді о динамічних систем (м. Tfci - 
ест, 1991 p.), на конференції молодих вчених механіко-математичного 
факультету МДУ (м. Москва, 1992 p.), на семінарі о динамічних си­
стем та ергодичної теорії механіко-математичного факультету МДУ 
(м. Москва, 1992 p.), на семінарі факультету прикладної математики 
Російського відкритого університету (м. Москва, 1992 p.), а  також на 
семінарі відділу теорії динамічних систем Інституту математики АН 
України.

П у б л і к а ц і ЇОсновні результати дисертації опубликовані в робо­
тах [1-4].

С т р у к т у р а  і о б ’ є м  р о б о т и .  Дисертація складається о 
вступу, трьох глав і списку літератури. Об’єм роботи 9 Ґ  сторінок 
машинописного тексту.

ЗМ ІСТ РОБОТИ

У вступі дається стислий огляд деяких праць о нелінійних різнице­
вих рівнянь другого порядку, дослідження яких зводиться до вивчення 
динаміки двовимірних невзаемнооднооначних відображень. Описана 
фізична модель - кільцева радіофізична система з  двома нелінійними 
підсилювачами і двома лініями затримки,- яка описується різницевими 
рівняннями класу, що досліджується. Приведено стислий зміст дисер­
тації.



В першій главі йде мова про одновимірне різницеве рівняння з  непе­
рервним аргументом

*(< +  !)■ = / !,(*(< ». « Є Я * ,  ( 1)

,  f i *  +  l - / ( J  +  l/p), і  <  1 +  1/р, . . .
и * ~ \ р х - р ,  х > 1 +  1/р, W

І,р  - параметри, (/,р) б П я  {(/ ,р ): 0 <  І <  1 ,р <  - 1 } .
В  першому параграфі описуються атрактори відповідного кусочно- 

лінійного відображення інтервалу f i f  :/  —*/, / =  (0,1], виду

ІКг ■ х  * -  A jM t  Х Є Л 1. (3)

Під атрактором розуміється інваріантна замкнена множина, що притя­
гує Всі точки з  деякого свого окопу. Наведено умови існування 
стійких циклів 7 ,  =  { * 4, . . .  , * „ }  всіх натуральних періодів п =  1, 2 , . . .  
та умови існування стійких циклів інтервалів Г„ =  {/і, ■ ■ v /«,}. п =  
1 ,2 ,. . . .  Описано біфуркації даних циклів при зміні параметрів П  р, що 
суттєво відрізняються від біфуркацій в гладкому випадку, а саме: при 
втраті стійкості циклу 7„ відбувається біфуркація Подвоєння, в резуль­

таті якої народжується не точковий, а інтервальний цикл подвоєного 
Періоду Гв>2„ з  хаотичною поведінкою траєкторій на елементах циклу. 
Потім відбувається зворотна біфуркація подвоєння: інтервали to Г в>  
попарно зливаються і народжується цикл Інтервалів Г ^ .  Нарешті, в 
результаті наступної біфуркації всі Інтервали із Г*,* зливаються в цикл 
інтервалів періоду 1 Г в>і =  /. Відмінним від решти е випадок п =  2. В 
результаті втрати стійкості циклу ъ  народжуеіься інтервальний цикл 
Г , *  періоду У , де k  може бути довільним натуральним числом, яке oar 
лежить від і  І р. Наступні біфуркації полягають у попарному злитті 
елементів циклу. 'Em  самим, в загальному випадку для одновнмірних 
іус очно-лінійних відображнь о одним екстремумом має місце ta ta  по­
слідовність біфуркацій атрак торів:

Ъ  *  Ъ  * *  (Га^* «*■ Гі,**-* +  Га,в «»/)■*• У*
Ф  (Ґ|,е *  Г м  Т) *  74 +  {U,9 *  Г4,4 І )  +  (4)

7„ (Г » *, * *  **/)«►  7м.1 * » . . . .

У  крутому параграфі пертої м а м  опясана а с п а г г о т я а  поведівім 
розв’йоаів ари ( — ос різницевого р ів м а м  ( 1) І наведені ораокн графіків

З



цих розв'язків. На відміну від диференціальних рівнянь, для нелінійних 
різницевих рівнянь типовими е розв’язки, які при t —* оо  збігаються в 
метриці Хаусдорфа до граничних періодичних розривних функцій. Прн 
цьому, якщо число точок роорнвів на періоді у граничної функції скін­
ченне, - це розв’язок релаксаційного типу. Гладкі обмежені розв’язки, 
у яких граничний узагальнений розв’язок має нескінченне число розри­
вів на періоді і такі, що частот» їх коливань необмежено зростає разом 
з  ростом t, називаються розв’язками турбулентного типу.

У другій главі досліджується різницеве рівняння о неперервним ар­
гументом другого порядку

* ( ( + J )  -  , ( « ( !»  +  JW  +  О)), t e a * ,  (5)

де fij ,  - кусочно-лінійна функція виду (2), с > 0  - параметр. Вивчається 
питання про поведінку розв’язків рівняння (5) при f —♦ оо в залежності 
від значень параметрів 1,р і с. Поведінка розв'язків z(t) при t —* оо 
визначається поведінкою траєкторій динамічної системи, що задається 
від о враженням

Основна уваги приділяється симетричному випадку (с =  І), коли 
відображення (6) має вигляд

де Ь =  1 +  1/р; в кожній з  цих областей F|,p є лінійне відображення, яке 
позначено F f j ,  і =  17?.

В першому параграфі сформульовані теореми існування та стійкості 
иикіів періодів п <  4 відображення F/,.

ТЬорема 2.1. Відображення (7) при (/,р) €  П має єдину нерухому 
точку (хо,Уо) =  (р /(р  -  1),р/(л -  1)), яка належить області /3. Точка

Площина Я а разбиваеться на чотири області 4 , і  *= Т 7 Ї :

Л *  {(*♦ * ) ’■ * < * ,  у < Ь ] ,  і 
h  =  {(* , If) J *  < Ь} у > Ь } ,  \ 
**{(* *>&},

4



(*o> Vo) Є притягуючою, якщо - 2  < р  <  —1,0  <  І < 1, і відштовхуючою, 
якщо р  <  —2 ,0  <  / < 1 .

ІЬ о р ем а 2.2. Відображення (7) не має циклів періоду 2 ні при яких
(і,р) є п.

Теор ем а 2.3. Для відображення (7) при р  =  - 2 ,0  < / < 1 кожна 
точка області G  =  {(ж, у) : *  > 1/2, 1/2 <  у < - х  +  3/2), крім не­
рухомої, є періодичною періоду 3, а  всі інші точки (я, у) 0  G  потрапля­
ють в область G  оа скінченне число ітерацій N  — N (x,y).

Теорем а 2.4. При р  <  - 2 ,0  <  / <  1 відображення (7) має два циклп 
періоду 3:

При цьому цикл тІ е притягуючим, якщо -1 /2  -  2/1 < р  < - 2 ,  0  < І < 
1, і сідловим, якщо р  < -1/2 -  2//, 0  <  І <  1; цикл •)£ е сідловим при 
всіх р  < - 2 ,  0  < і  <  1. Інших циклів періоду 3 відображення (7) не
має.

Теор ем а 2.8. Відображення (7) стійких циклів періоду 4 ие має.
Другий параграф е допоміжним. Виписано роов'ят*ок ріоницевого 

рівняння другого порядку

7і  “  {<*<» *0. (*<» /»#(*.). (//*(*<)> *<)}. * =  1,2,

T l- 1  l+p+ lp l+p+lp 
* ' р(2- І- Ір )’ р(2 — р —ір)

п *  2 ,3 , ш» (8)

о початковими умовами

<4q «в 0 ,  r fi р  я * , (9)

де m - щеяке дійсне число. Роов’яэоя рівняння (в) в початковими умовами 
(9) мшюуетася у вигляді

<і„ a  П =  о, і , . , . , (10)

Лема 3.1. Прнвсіх

(И )

9

ДЄ



де dn -розв’язок різницевого рівняння (8) з  початковими умовами (9).
Як наслідок із  леми 2.1, справедлива формула

=  я  * 3 , 4 ....... (12)

В третьому параграфі досліджується цикл періоду п, п >  3, відобра­
ження (7) 7n =  { ( f i , & ), (У2 ,У * ) ,. ..  , (р»,9іУ) такий, що

(tri*ars) €  і* ; (у2,уз) € / 4; (w,w),(v4, »•)>•• •>(*.,*&) €  І». (13)

У площині параметрів (1,р) одержано умови існування та стійкості 
циклів періодів п виду (13) відображення (7), що сформульовані у вигляді 
двох теорем. Введено позначення:

J p-  =  m, -  =  g.
2 2 4

Теорем а 2 .6 . Крива (S, n) втрати стійкості циклу періоду п виду 
(13) відображення (7) е

«— m6(e-i/:,)' п- г’3.....  (14)
де d„ - розв’язок різницевого рівняння (8) з  початковими умовами (9).

При народженні циклу уп точка (у(, у2) лежить на прямій х — 6, тобтЬ 
t/j =  by тому для знаходження криво? (Е , п) народження циклу 7„, маємо 
співвідношення

# « " - > ( / £ > < * « ( 6 ,и » )  « ( і ,  й ) . (15)

Теорема 2.7. Крива (Е1, п) народження циклу періоду п виду (13) 
відображення (7) «

п ‘ 2-3 ........  (16)

де dn - розв’язок різницевого рівняння (8) о Початковими умовами (9).
ТЬккм чином, одержано То’іяий аналітичний вираз для границь об­

ласті існування притягуючого циклу періоду п Ниду (13) відображення
(7); . ... . -

гг и  \ П _  -  1 ^  + m ,J — 1 ~ m  ,  „  .  + 1 )  'П„ -  {(m , j ) . О < m < ^  +  ( _ j ) W +i 1

(IT)
в



п «  3 ,5 ,6  —
малюнку похапані області Пп в площині параметрів І = 2т  і р/ =

а .о -і
0.0 С 0.5

У четвертому параграфі досліджується питання про існування та 
структуру хаотичних атракторів динамічної системи, що породжується 
відображенням Fij, у випадку, коли (І.р) # Пп,п  =  3 ,5 ,6 ,....  Дослід­
ження проведено о використанням обчислювального експерименту та 
машинної графіки. При перетині кривої (5 , п) точкою (І,р ), цикл у„ 
втрачає стійкість таким чином, що один э  мультиплікаторів циклу про­
ходить черео - 1 .  Детальне дослідження структури притягуючої мно­
жини, що народжується в результаті цієї біфуркації, проведено у ви­
падку п =  3.

ТЬорема 2 .8 . При (І,р )  €  (5 ,3 )  атрактором динамічної систем п,що 
породжується відображенням FiiP, є  цикл відріоків періоду 3: {[AJ, Bq], 
Я ^ И о ,Я 8І)« Ц(М ®..ЛЙ)). 100 притягує до себе всі точки з  л 2, крім 
точок множини Жюліа. Кожна точка відріоків f}j,[A j,Bo],
FfL ([AS, B JJ), крім точок циклу 73, є періодичною періоду 6  відображення

У  формулюванні цієї теореми використані такі позначення та по-



няття:

W .a a ^ -« * .  v)ec;(l, p): (*, »)€/,, *?,(*,») e/,>, (18)

де '  пряма, що проходить через точку Оі(х|,хі), паралельна
власному напрямку, що надається вектором qi =  ^1,(2 +  /)/(2 -  /) t̂ 
яке відповідає мультиплікатору AJ =  — 1 відображення Ff^ в точці 0\. 
Під множиною Жюліа розуміємо замикання м н о ж и н и  точок о і? 2 , щ о 

породжують нестійкі ПО Ляпунову траєкторії. {-f/^(x,
Ситуація істотно змінюється, якщо точка (1,р) мене біфурхаційне 

значення, тобто коли в точці 0 i ( x j ,x i )  мультиплікатор відображення 
F ff  буде дорівнювати Аі =  —1 — є, 0  <  £ <  1. Tax як другий мульти­
плікатор Аз по модулю менший 1, то точка О і (х і, х\) є сідловою. Нестій­
кий многовид точки 0 і(х і ,х і )  під дією F fp -  неперервна ламана виду

де [Ло»Д>] Є £i(f,p), Сі(Іур) - пряма, що проходить через точку О», 
паралельно власному напрямку, що відповідає мультиплікатору А|| В® 6 
Bo d~  {(х , у) €  R2 : у =* Ь,х <  Ь], Aq ** Ff^(Ba). Відрізка, що складають 
нестійкий многовид W*, можуть перетинатися, так як відображення F j ,  
невзаємнооднооиачне.

Позначимо

Af,=W 7\»7, М , « М ,-Г Ц М ,) .

Теор ем а 2 .9  При значеннях параметрів І І р  таких, що А| «  - 1  -  
Є, 0 < є <  1, множина ш U?-iМ і е хаотичний атрактор ди­
намічної системи, що породжується відображенням F /j, причому M y ,  J« 
є цикл множин периоду 3 • 2*, де к  може бути довільним натуральним 
числом, в залежності від і і р.

При подальшій зміні пграметрів цих* множин М ц *  періоду 3 - 2* 
біфурхує В  ЦИКЛ МНОЖИН Л4до»-і періоду 3  * 2*“ * і т. д., поки не ви­
никне деяка однозв’язна притягуюча множит Л4*,|. Описано струк­
туру елементів циклу множин A<s,u* на прикладі випадку І «  It М у р *  

M t,\\JMij ш Ми і “  Т75. ТЬпожь 
гічно кожна миоекива M ij ,  і  173, j  *  1 ,2, являє собою неперервну 
ламану з  кантором*» множиною точок самоперетиву, що складається 
П "кантороввї мишами відрізків” (якщо розглянути будь-яку січну цієї

8



множно, то множнна точок перетину е ніде не ЩІЛЬНОЮ ШЮЖ1ШОЮ,ЩО 

містить ханторову підмножпну).
Досліджено загальний випадок п »  5 ,6 , . . . ,  для якого введено позна­

чення
- нестійкий многовпд будь-якої точки

циклу 7„, п =  5 ,6 , . . .  під дією
При значеннях параметрів 1,р таких, що Aj =  - 1  -  г, 0 < є  «

1, де Аі - один о мультиплікаторів відображення F/'p у точці ппклу 
7„, п =  5 , 6 , . . . ,  множина ^ n2n= U ? :1 М і  є атрактор динамічої си­
стеми, ЩО породжується відображенням F l j , ,  причому М п .їп  -  ЦИКЛ МНО­

ЖИН періоду 2п.
При подальшій ЗМ ІНІ параметрів, елементи циклу МНОЖИН М п ,2 п  періоду 

2г» попарно зливаються, утворюючи цикл множин М п,п періоду п, після 
чого зливаються в одноов’язну притягуючу множину М п ,\ -

Проведні дослідження дають змогу зробити висновок, що для ди­
намічної системи, що породжується відображенням F t # ,  в загальному 
випадку має місце така послідовність біфуркацій атракторів:

7 і => 73 =* («^3,12* => =>•••=> М з,з => Л^з.і) =>
*+ Уь * *  =► Л<б,5 => Мь,\) =» 7e => => Ліб.в => .Me,і) =>

=*•••=* 7- =» (М .,* , =» Л4 => Л<п,«) => 7я+і =►••*>

де к  може бути будь-яким натуральним числом, що залежить від І,р.
В  п’ятому параграфі наведені деякі аналітичні та чисельні резуль­

тати для несиметричного випадку (с ф 1), коли відображення, що вивча­
ється, має вигляд (6 ). Як і в симетричном випадку, біфуркація втрати 
стійкості циклу 7„ має наслідком народження притягуючого циклу М  
хаотичних множин подвоєного періоду 2п. Встановлено, що структура 
елементів циклу М  визначається значеннями мультиплікаторів /і \, /і'3 
відображення в деякому околі напівпрямої Bq =  {х  < 6, у =  Ь}. Маг 
ють місце три можливості: 1) якщо |/ij| < X, \ц\\ < 1, то відбувається 
звичайна біфуркація подвоєння періоду уп =» 73. ,  і множина М  є цикл 
подвоєного періоду 2п; 2) якщо |/х,| < 1, |/і'2| > 1, то структура елемен­
тів циклу М  аналогічна симетричному випадку: елементи циклу М - 
це множини тину странного атрактору; 3) у випадку, коли |//,| > 1 и 
1/4) >  І , структура елементів циклу М  буде іншою: кожен елемент ци­
клу М  є  так звана хаотична область (містить відкриту підшюжину із 
Я*).
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У шостому параграфі другої глави наведені приклади графіків роза’яо- 
кіп різницевого рівняння (5) в залежності від значень параметрів І ,р 4
с.

У третій главі досліджується різницеве рівняння другого порядку а 
неперервним аргументом

*(<+2>“ r :^<л«,))+ / .(ш ,(‘ +»>)). ,€Л+' <**
де /„(х) =  ох(1 -  х ), а  >  0 ,с  >  0. Поведінка розв’язків z(t) рівняння 
(20) при t —♦ ос визначається поведінкою траєкторія динамічної си­
стеми, що задається відображенням

С̂Млш.н/.J  ' <*’*)6Д’' (и>
У першому параграфі досліджено питання про стійкість та біфур­

кації нерухомої точки (*о» j/о) відображення (21 ) в залежності від ойа- 
чень параметрів а  і с. В  площині параметрів одержано точний аналітич­
ний вираз для кривої втрати стійкості точки (*<»И>) ( теорема 3,1), 
при перетині якої відбуваються такі біфуркації: 1) якщо с Є (0 , <*), 
то відбувається біфуркація подвоєная нерухомої точки (х0, уо)» 3) акіцо 
с є  [cq, оо), то  при відсутності сильного реоонансу (1:2,1:3 або 1:4), мав 
місце біфуркація народженая інваріантної кривої о раціональним або 
ірраціональним числом обертання. При наявності сильного реаойовеу 
маємо "жорстку” втрату стійкості нерухомої точки. РеОоваНСЙЙЙ ви­
падок 1:3 розглянуто детально - він має місце при с »  1.

У другому параграфі вивчені перебудови фазового портрету Динамі­
чної системи в  симетричному випадку (с а» 1), кози відображеная 
має вигляд

Л:СМКМ.Дш) * Л
ТЬоремл 3 .2  Відображеная JF*e мае дві нерухомі точки f t )  *  

( f -  I/o, 1 -  1/в) І (*1,14) “  (в,Я). ТЬчиї (*о,щ) ■ аривуючмо прй
1 <  а <  4 І відштовхуючою При d > 4} ТОЧКА (*о,¥о) Є ВІДШТОВХУЮЧОЮ 
при о >  1/3.

І Ь о д о м  3 .3 . Відображення F , йрн о > 1 +  ш *  два «йі«В 
періоду 3 :

* *УІ к { ( * h *<)»(*<»Л (* і) ) і(/.(*!»*<))>.
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а +  1 ±  і/а3 — 2о — 7
----------------------2а------------- '

7 І притягуючий при 1 +  2 і / 2 < а <  а * і сідловий при а  >  а*; цикл 
ТІ сідловий при а >  1 +  2\/2. Інпшх ппклів періоду 3 відображення Fa 
не має.

З  теорем 3.2 і 3.3 випливає, що при 1 +  2у/2 < а  <  4 для відобра­
ження Fa має місце мультистабільиість: атражторамп системи є не­
рухома точка (х0, i/o) > Цикл 7з періоду 3.

Обчислювальний експеримент свідчить, що подальше ускладнення 
фазового портрету при збільшенні значення параметру а  йде через 
кагуад біфуркацій подвоєння циклу з  подальшим утворенням хаотич­
ного або регулярного атрактора- Перша біфуркація подвоєння періоду 
циклу має місце при в =  а* «  4.18.

Механізм біфуркацій подвоєння є одновимірнпм в тому розумінні, що 
реалізується на деякому о двовимірному многовиді. Це мас місце завдяки 
невзампооднозначності відображення, в сплу чого зміна одного із муль­
типлікаторів циклу від 1 (при народження) до - 1  (при втраті стійкості) 
може не супроводжуватися виходом мультиплікаторів у комплексну пло­
щину, що обов’язково буде для дифеоморфізмів.

У третьому параграфі наводяться приклади графіків розв’язків різни­
цевого рівняння в  залежності від значень параметрів а  і с.
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