
КИЕВСКИЙ УНИВЕЮТҐЕТ им.Т.Г.ШЕБЧЕНКО

ha правах рукописи

МАСЛОВСКАЯ 

Лариса Викторовна

ОШШШ* МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 3 ЗАДАЧАХ 

деойшда оюлснек

Сгівцяальнооть 01.01.07. - 

Вычислительная ьатенатина

А В Т О Р Е Ф Е Р А Т  

ДИССЕРТАЦИИ НА СОЙЛАНШ УЧЕНОЙ СТЕПЕНИ. 

Д^СТОРА ФИЗИК0- ..іАТШАТИЧЕСКИХ НАУК

КИЕВ

1992



P&Joi'a выполнена на кафедре внчкслителі ной м̂тематіки 

Одесского университета т. И. И.Мечникове

Официальные оппоненты! доктор физико-математических на:1 к, 

профессор ИЛЬИН Валерий Павлович, 

дектор физико-математических наук, 

про,«ссор КАРШЇСКИИ Михаил Миронович
v

доктор физико-математических наук, 

профессор МАКАРОВ Владимир Леонидович

Ведущая организация - институт кибернетики АН Украины.

Защита состоится IJJ3r. f/ l ^  час,

на заседании специализг х>ванного Лвета. Д Обсі.ІО. 16 при 

Киевском университете им.Т*Г.Шевченко по адресу! .352127,

г.Киев-12*?, проспект академика Гиушнова, б, факультет ки­

бернетики, аудитория 40.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке 

Киевского университета /ул.Владимирская, 58/.

Автореферат разослан _19з£г.

Ученым секретарів 

специализированного совета Д 066.ie.I6

доцент А.В.Кузьмин

ЛННБ України ім.В.Стефаника т"' ,Y"

0 0 8 2 5 7 7 7  (-)
А И  y * C F

»



ОЩАЯ ХАРАКТЕРНІША РАБОТИ

Актуальность таны. В настоящее время метод конечных эле­

ментов завоевал всеобщее признание как эффективна метод реше- 

ш  разнообразных задач математической физики и техники. Эго 

связано о большой уні»ериА« костью метода, который сочетает в 

себе положительные качества вакационных и разностных метод. >, 

позволял сравнительно легко учитывать геометрические к физнчео- 

кие параметры объектов исследования, а также различные гранич­

ные условия. Кроме того, это связано о его алгорипшчностью и 

простотой реализации, что привело к созданию универсальных вы­

числительных комплексов, которые позволяют решать многие зада-' 

пи. Метод конечных »лементе в впервые был предло..0н а работах 

Куранта - Uax-Генри п 40-ых годах, однако я то время эти иссле­

дования остались незамеченными. Далее, в начале 50-ых годов 

метод снова был открмт независимо инженерами, которые начали 

применять его в расчетах напряжекчо-деформированного состояния 

элементов строительна конструкций.

фундамент для математичес эго исследования метода ко­

нечных элементов был эало.ен в работах Самарского А.А., Янен- 

ко Н.Н., Мар _ ка Г.И,, Михлина С.Г., Бахвалова Н.С. И др., 

сг’занных с исследование*разностных и вариационных методов. 

Первыми работами по исследованию МК̂ были работы ОганесянаЛ.А., 

Демьяновича JD.K., Корнеева В.Г., Обэна . .П., Фридрихса К,, 

Келлера я др. Важную роль в анализе UC3 сыграли рабою по ап- 

роксимации конечными элементами в пространствах Соболева, по­

лученные в конце 60-ых годоі. Успехи численной реализации 

MK'J связаны с бурньы развитием методов решения разрешенных ли-
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вечных систем.

ііікроко используется МКЭ при речении задач механики твер­

дого тела, в частности, в задачах о деформации пластин и обо­

лочек. В настоящее время в практических расчетах тонкостенных 

конструкции численными методами чаще всего применяется класси­

ческая теория оболочек, основанная на гипотезах 1Слркго<?а-Лява 

/модель Койтере/, я теория, учить вшощая деформацию поперечно­

го сдвига /модель Тимошенко-Амгоснера/. Каждая из них шее? 

свои достоинства и недостатки. Так, например, пэрвая из нхх 

асимптотически точно описывает напряженное состояние тонких 

оболочек, но включает в себя производные высокого порядка ст 

перемощений, она приводит х системе тре” уравнений относитель­

но вектора перемещений точек срединнои поверхности, относи­

тельно каждого из касательных перемес(эшш система имеет вто­

рой порядок, относительно нормального - четвертый. Отсюда - 

высокие требования к гладкости И/f ) 1* Н *  . Вторая 

модель описывается дифференциальными уравнениями второго по­

рядка, следствием этого является снижение требований к глад­

кости руления. Но в модели Тжюшвнко-Роисснере при старша 

производи1 ■х присутствует малый паредетр, что усложняет рвие- 

ню? вадачи.

Предметом наших исследований является модель Койтера, 

которая описывает широкий класс задач и служит механикам на 

протяжении длительного времени. Построение KO»J)OpMHHC конеч­

ноэлементных схем для отой модели приводит к необходимости 

обеспечивать при переходе через границы конечних элементов 

непрерывность не только нормальных перемещений, но и первкх 

производных от них. Построение таких аппроксимаций приводит
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к высоким степеням сплайнов для нормального перемещения, а

д."я сіолочек произвольном формы является почти неразрешимой 

задачей. Чтобы обойти ату трудность часто используют нвкон-
•ч

формные элементы, т.е. элементы, имеющие меньшую гладкость, 

чем Ня для нормаль ого перемещения. Но и вти элементы 

не могут решить проблему, т.к., хотя они и экономичны, но да­

ют часто недостаточную точность. Наиболее «фиктивными дія 

задач теории пластин и оболочек оказались смешанные, гибрид­

ны* и смешанно-гибридные МКС. Они основываются на смешанных 

вариационных формулировках, которая сводя* решение краевой 

задачи к отысканию седювои точки функционала Рэисснеоа, ли­

бо Рвйсснера-Л&граюа. Кроме трах компонент вектора перемеще­

ний компонентами счдяовой точки явллютя обычно лкнейнье комби­

нации перемещении и производных от чих, имеющие определенный 

механический смысл, например, моменты. С'ычно эти величины то­

же нужны, часто даже больше, чем перемещения. Введение этих 

величчн в качестве ковш неизвзстных избавляет от необходи­

мости численного дкіференцировануч, при которой происходит 

потеря точности. Для отыскания седяовои точки функцио­

нала достаточно дія перемещении использовать элементы класса 

. Использование прос* jx конечных элементов и, как след­

ствие, быстрое формирование матрицы разр̂-лпощей системы и ее 

сравнительно небольшой порядок позволяют применять такие ме­

тоды для решения нелинейных задач, где соответствующая ли­

нейная задача решается на каждой итерации.

Все это положительные качества смешанних методов, К поло­

жительным же с е  м еткам  относится и то.
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что матрица получаемой системы имеет число обусловленности 

пор.дка С  (я  Z)  в отличие от систеї ч, которая получается 

на основании минимизации функционала энергии и которая имеет 

число обусловленности 0(Л  . Но, к сожалению, натри'Д сме­

шанного ко.ючно̂лементного аналога не является полот, эльно 

определенной и симметричной, хотя такими свойствами обладает 

матрица системы, получающейся при'линюАизации функционала эне­

ргии.

DT )рвьв смеааннтл метода конечных илемэнтов /Ш{?/ бьг— 

ли предло ены Леріаном, Хэллалои и Виссероы в 1367-1Э6Эг.г. 

для задач об изгибе пластины. Они получили теоретическое обо­

снование в работах Джонсона и Мипоси в 1973г. Такие методы по­

лучили название схем Германа-Джонсона и Рврыана-Мииосн, Позд­

нее указанные методы, а так ;е др. шэ модификации смешанных и 

гибредиых методов были обстоятельно исследованы е работах 

Вреззи, Ривьяра.Сьяраэ, ч̂а-оса, Осборна и других. В их j бо- 

тмс (>"яп С01ЩНР общая теория смешанных методов для бигарио- 

ничзсхого уравнения /Задача Дирихле/.

і.ак е ло указано в проблемней статье Заннеьича, нали- 

санной в U7Qr, нерешенной проблем ой в ЧКі является приыена- 

ние отого метода в расчетах оболочек. Зї-а пробле м существу­

ет и в настотое р̂еыя, несмотря на большое количество конеч­

ны:: элементов, созданиих для задач теории оболочек.

А.нал;:з сходимости сха.-і CMKi 4ля основних краевых задач 

теории пологих оболо'юіс >*пя полигональной области был прово- 

деч в работах Оилишюаича к Масловской.

Для случае иег ологих оболочек в литературе илеются 

лишь veopswu сходкиости %ля оболочзк специального чада, на-
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припер, для цилиндрических, либо пр неоправданно больших or* 

раничениях на геометрию оболочки. ?то работы Ііийоси, Тдласли- 

диоа, Лютоборского. Очевидно, причиной отсутствия обшшс терем 

является трудносїь доказательства условия слабой вллилтитпос­

ти, которое играет ключевую роль и которое в случав пластинки 

и пологой оболочки доказывает я елементарно.

Кроїм .ого, до последнем времони отсутствовало иссле­

дование свойств матрицы смешанных дискретных /в частности ко- 

нечвоэлементных/ аналогов эллиптических краевых задач, в част­

ности задач теориь оболочек. Не были исследованы особенности 

поведения методов исключения для систем такого вида.

Все это говорит об актуальности темы диссертационной

работ.

Цель работы.

1. Получение смешанных вариационных формулировок длл основных 

краевых задач теории оболочек.

2. Исследование полученных смешанных схем. Доказательство ус­

ловия слабой ллиптичности. Получение теорем существования, 

единственности, сходимости для случая областей с угловыми точ­

ками и точками смены граничных условии.

3. Исследование свойств смешанных дискретних аналогов вллипти- 

ческих краевых задач. Применимость методов исключения для 

систем такого внца. Построение обобщенного алгоритма Холесско- 

го.
4. Исследовышэ гладкости решений основных краевых задач тео­

рии оболочек в областях с угловыми точкили и точками смены 

граничных условий.
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Научная новизна.

В работ построены и исследованы две новые схемы смешанно­

го метода конечных элементов для основных краевых задач теории 

ободочек. По аналогии с соответствующи й схемами для пласщн 

они названы схемеми Геры ала-Джонсона и Горыана-Мииоси.

При исследовании отих схем кардинальну» роль играло усло- 

ви слабой эллиптичности, обоснования которого для случая не- 

пмогой оболочки не било ранее.

Новыми являются также интерполянты лагренжевого типа, 

которые обобщают интерполянты Дконсона и Фалка-Осборна.

Новыми являются теоремы аппроксимации в весомо, про­

странствах Соболева, которым принадлежи речения соответст­

вующих краевых задач, т̂и теоремы позволили получить теоремы 

сходимости для схемы Герыанап̂онсоно в случав минимальной 

гладкости решения, например, ь случае невыпуклых полигональ­

ных областей.

Для случая схемы Пврыана-Мииози был введен нелокальный 

шггарполянт, т.е. интерполянт, относящийся на к одному треу-

& сразу ко всей области. Исследование его свойств и получе­

ние теорем аппроксимации потребовало нового подхода, отлично­

го от стандартного.

Новыми являются алгебраические главы, в которых изуча­

ются свойства матриц смешанных дискретных аналогов эллипти­

ческих краевых задач. Доказано, что свойства этих матриц 

близки к свойствам симметричных положительно определенных 

матриці они структурно симметричны, положительно полуопредо- 

дены, навырождены. Для решения таких систем отроится и обо­

сновывается обобщенней алгоритм Холесского, включающих в се-



бя нумерацию и исключение, что дает возможность применить дш 

обработки этих матриц мэтоды, основанные на теории графов.

Для смешанных дискретных аналогов эллиптических краев и задач 

этот алгоритм устойчив. Ограничения на нуьираииа для задач те­

ории пластин и оболочек легко могут быть реализоьаны за счет 

ввода входных данных. При этой выбирается один из возможных 

вариантов алгоритма нумерации, которые известны для симметрич­

ных положительно определенных матриц. Все эго говорит о тем, 

что с матрицей молю обращаться почти как с симметричной по­

ложительно определенной. Зсе преимущества, даваемые симметрия-
*

ностыс и положительной определенностью при рэлэн;.л системы ме­

тодам исключения, здесь сохраняется, число же обусловленно­

сти матрицы■c(V>) . Это очень важно для практики.
Исследования гладкости решении основных краевых задач 

теории оболочек в областях с угловыми точками и точками сме­

ны граничные условии осноїаны на методике Кондратьева. Новым 

там является исследование поведения корней уравнении, опрвде- 

ляхцюс гладкость рейс над , и заключение о гладкости.

Достоверность

научных полокс-шы и выводов, подученных в диссертации, обес­

печивается строгостью математических методов, применяемых 

при их решении, а таксе подтвар-дается многочисленными расче­

тами, проведении: і Филипповичей А.П., Голушковым В. Г., Кобо­

зевой А. А. и др. под руководством и при участии автора работы.

Практическая и.аяость .

В*аультаты работы, особенно обоб;,:нный алгоритм Xолео- 

го, использовіькс* при {чтолнешш хоздоговорной те.іатики, ко­

торая велась с Перистім могэ̂зостроительным заводом и Омским
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об-единением "Азот".

Результаты диссертации ̂пользовались так е при чтении 

спецкуроов "Метод конечных элементов" и "’{целенные методы 

алгебры" для студентов специальности 0617 «еханико-матема- 

тического фокультета Одесского госуниверситета.

Шепциеся ка кафедре программы, связанные о решением 

емс эм специально» видг, могут быть использованы при реше­

нии смешанными МКо эллиптических краевых задач.

Аппробания работы.

Основина результаты диссертации докладывались на ІУ и У 

Всесоюзных конференциях "Вариационно-разностные метода, в мате- 

маткчьскои физике" /Новосибирск, 1380, Москьа, 1083/, на У» УІ, 

X Всесоюзных конференциях "Числонн'я методы решения задач те­

ории упругости и пластичности" /Караганда, 1377, Ташкент,

197Э, Красноярск, хЭ87/, на ІУ, У, УІ Всесоюзных руголах-сеып- 

нарах "MIC d строительной механике" /Львов, Г'ТЭ, Рига, 1981, 

Киеь, 1983/, на УХ тематической конференции "Практическая 

реализация численных методов расчета конструкции" /Ленинград, 

1383/, на реепублинаиской иаучно-гехгшческой конференции 

*?ффентиш*че численные метода решения краевых задач механики 

твердого деформируемого тела" /Харьков, 1Э30/, на II и III 

республиканском симпозиуме по дифференциальный и интегральнш 

уравнения /Одесса, ГЭ73, Одесса, I9d2/, на УІІІ всесоюзной 

конференции по современным пробленім дифференциальной геомет­

рии /Одесса, 1Э04/, на республиканской конференции по диффе­

ренциальна! и интегральнл! уравнениям /Одесса, 1Э87/, на

ІУ всесоюзной конферэнцки *Сиеташше задачи механики дефарми* 

руемого телр" / Одесса, П3:>/.
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Кроне того, результати диссертации докладывалиоь на 

семинаре Прхвал&аа Н.С. на механико-математическом факульте- 

т j ИГУ /Цо8, 19ь9/, на семинаре Николаева Е.С. на факультете 

ШиК IU7 /І9Ш/, на семинаре Ильина . . на факультете ШиК 

ИГУ /ІІ.Ю/, на семинаре Вычислительного центра Сибирского 

филиала АН СССР в Новосі жрске /1990/, на семинаре Ляшко А.Д. 

в Казанском университете /1990', на семинаре кафедры вычисг"- 

тельнои математики Киевского университета /1992/,

Результаты работы мнигшрагно обсуждались на оеминаре по МКЭ 

кафедры вычислительной математики (фесского го̂укиверейтета.

Публикации.

Основные результаты диссертации опубликованы в реботах 

в СПИСОК рьоот не включены тезисы /за исключением 0,11- 

них/ и многочисленные депонированные работы /за исключение̂. 

Двух/.
Структура и ооьем рабо-ц.

Диссертационная работа состоит из введения, шести 

шести глав, :лиска литературы. Ооьем работы - 269 страниц ма­

шинописного текста. Библиография содержит 178 наименовании.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении покааяна актуальность темы, сформулирована 

цель исследования, приводится краткая аннотация работы.

В первой главе дан краткий обзор работ по применению 

и анализу МКЭ в задачах теор:іи пластин и оболочек. Особое вни- 

маеие уделено работам по СМШ. Известно весьма мало работ
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в ктом направлении, причем они илеют частей характер. Поэ­

тому обоснование СМКЗ для задач теории оболочек играет важ­

ную роль.

Во второй главе рассмотрены различив шриациоішие іюр- 

іфлировки краевых задач линейиой теории оболочек /модель Кой­

те ра/ Пусть %  - ограниченная область в плоскости Е  с гра­

ницей dSi , которая предполагается липшицевой. Тогда обопоч­

ка $  - об рад Л прцЬтображении Ї! t  £  , где

£  - трехмерное евкдидоао пространство, В действительности

5 - срединная поверхность сбол очки, но тал как мы рассмат­

риваем только тонкие оболочки, то отождествляем оболочку с ее 
срединной псьерхностьо. Отобравши l'-t(xfXyL где X* Лг-

крмиолмнеишле координаты оболочки, удовлогьорявт следующим 

условиям: I/ ?-= Ь('Л1,х г) ^  С (& ), 2/ все точки оболочки регу­

лярны в том смысле, что два вектора С a линаиноне-

еависимы, т.е. их вектор iOe' произведение Л + V * е SL.
v

Рассмотрим систему диМвретшалыли уравнении для 

компонент вектора перемещений * ) т

, (*)

w  V  f a  - ~ Ъ *  И^-  І' *т л (s )

Здесь КОМЛ0НСНТ1' ТОИЗОрОВ ИЭГИО£КХ!<;*Х мемеатов и растя- 

гиьающіи сил

п С * ( / ( • ) >  - е ‘/ г  ! " ) •

« “ ( щ ь  < - V  о*-) ■

компоненты тензоров изгибной и мембранной де’оріациіі

Р*л  ('>) z ** * &  Гул * К/и * tip *>■

* '/г ( K i& + * і/ і )- & * * '* •



ІЗ -

Первые два уравнения, записанные формулой (і) , являются урав-

нениями второго порядка относительно касательных перемещений

ситвльно нормального ПореивЦОНИЯ И J . Дня ад£ой из креевых 

задач на каждом куске границы ненулевой мери задпются четыре 

условия, два из них связывается с касательными перемещениями, 

два - о нориадышм. Условия предполагаются однородными. На 

каздо>4 куске границы возможных вариантов 16 /ради краткости 

ш их не вшшсываем/. Однако это задание должно обеспечивать 

единственность решения соответствующей краевой задачи, поэто­

му не может был задано, например, на всей границе условие 

свободного края. Каждый из наборов граничных условии ишет 

определенный механичеокии смысл. t

flycTb И' - подпространство пространства 

связанное о главными граничными условиями), Для произвольных 

W  , OJ С 11' определим билинейныэ Форш

, tt'z • а УРв̂ненив (л) - уравнением четвертого порядка отно-

СК. ( /н  (  ь )  J n  ( w j)~  / № * ( f  (* ) ) p ^  js I A € & *

t m * ) > № ) )  -- і » л? ( г і ' н У ї л М ' * ‘/г
a

и линеиную форму ( , г- /
< Q ,o . '> = ) f y tt»,I a с/г
1 SL

Основная вариационная формулировка задачи соєтоиї в 

онj делении W с И t удовлетворяющего вариационному уравна-

нию
a (w(v),>r\ (*■)) + с(У(»)/ї ( ^ ) ~ <у Vv6 71 ( і )

Условие сильной № -эллиптичности, которое было доказано 

Сьярде и Берм аду,

&(п> ( л ),«і (*;) ' (Ґ (* ), У Ы ))'fills'll\\rJ ‘ '
обеспечивает существовадща и единственность ре.іи(яи., (п А  

Нахождение решения 0) эквивалентно задаче минимизации на
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пространства W  энергетического функционала

*](\*')->/2 Л .(м (»), г *(*))+  '/і С (/(*)>it "))- <Ц ,» > .

Катодами теории двойственно ги получав» функционал

где W  - (**", >” Jf t" l) (  At - Ut,n)- тензор новых независимых 

переменных, которые введены для того, чтобы понизить порядок 

производных от Wj в вариационной формулировке, „ти порайон­

ные являются двойственнши по отношению к Hj . Для касатель­

ных перемещений двойственные переменные но вводятся, т.к. в 

У (") присутствуют производные от ftj, Щ  тоїько первого по­

рядка. Правда, двойственные переменные для №*, тої» мож­

но было бы ввести. Фунхциона» I естественно назвать функци­

оналом Рп ісснера-Лагранжа. Двойственно-оенопкая формулировка 

краевой задачи состоит в отьг.каник седчовой точки (*3 т ) (

Г  ХМ  . Методами теории двойственности доказы­

вается, что такая садлоиая точка существует и единственна, 

причем первая ее компонента является решением основной вариа­

ционной задачи, а вторая w  *ц л (*).

Необходимым условием существования седо̂воя точки явля­

ется удовлетворение системе вариационных уравнении

0 тр ,  (ч)

Л о» ("О , » * )+  С <%> **> , (f)

Далее расширяется пространство допустимых значении для 

w' и сужается для УН . Вводятся в рассмотрение бл н л>*6М 

пространства М , М ,  W , Y , У t такие что 

М е Д  С М  , вложения непрерывна и плотны,

W С- \\f С V  , плотения непрерывны и плотин,
Л- Q С

V  - Vi* Vt* Vi с  I • 3начок с обозначает компакт 

нооть вложения.
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Hycn'pl*)c£(i\'Al‘J  , jf{*)$£(W,M) і такие что 

-у(н) Hu ll - Тогда под Л (**> І*)^ч\ можно погашать отно­

шение двойственности между М  и Д  , которое отождествляет­

ся с единственным расширением скалярного произведения 

в fii , Обозначим 6(пЬw )‘2&(to(w)jni)t мєХі, Wt W;

Z  ( » ',* ) -- С (г (ь ), ї (* )} , W ( К  и *  Її 

Задача Р. Найти пару (м ,л )£ ih  1ЛҐ , такую что дія If/ ^  

а  ( * , , * ) - І ( р , ф  о ,  ф ** А Ь
4 (ю , со) + С ( » ’, ь>)- < ь  м > * V * е г- .

Условием слабой эллиптичночти называется сведущее уело-

• »  lfe iJtb - Щ ^ - . /ц ч Ц у . и )

M e  ' M r

Доказано, что если пара (p^w)(M* ft' - решение (г ), 

кроме ТОГО ft!С Лі и выполняется условие слабой эллиптично­

сти, то ( * ,* ) является решением Р и это решение единствен­

но. Заметим, что при переходе к расширен ой вариационной фор­

мулировке от основной условия для перемещений остаютоя главны­

ми гр ничными условиями, условия доя перерезывающей силы - ес­

тественными, а вот условие для нормальной производной от , 

которое было главным, становится естественным, а условие для 

нормального момента, которое было естественным, становится 

главным. Связано это с тем, іто при введении новых функции 

мы переходим от системы Iі К ( ') к системи шести уравнении 

второго порядка. Новые три уравнения дают связи между момен­

тами и перемещениями.

Далее отроятся две конкретные расширенные вариационные 

формулировки, на оонэад которых далее получаются,две схемы 

СІШ - Гармаьа-Дконсон/ а Гер,;ана-Мииоси. Положим 

Ж - подпространство пространства I л -
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связанное о главным* граничили условиями И,r , »*i ~

V' - пояпрлотрелбтво пространства К  У  , связанное с глав­

ным* граднчігп'И уоповиями î - 0, vv; = , Д/= (Hg (г ),

(/л ' 7f r » лг ' о  их подпросгранстіїачі, овяаан»* 

о главным rpninwHw i условием №*-0 .Рэшение краевой задачи 

предполагается імегацим олс^/ицув гладкость w< ( ^ ч ) « ,

Кт1, 0 * 6 <1t . Из теорем вложения следует, ЧТО vVt tif.a,

ГД» fr o » воли fy-t(ti)^o , я ь- &- Я(*-*)*£- , в против­

ном случае. *го предположение о гладкости обосновывается в гла­

ве б. При такой гпаокости решения определение пространств W,

V, М, Я.' корректно, причем f ' Ч(£і б) . Определим на
<ж,рИ>-<»» **>2̂  ~ (І>!1

K t /") - Vi (»*// ■* ‘W  - ̂ *з
Здесь г Й “ та часть дЯ. , на которой ^  « Под »<j/̂ s

понимается производная в смысле сингупя|ін><х распредолотш,

* дельта функция р̂зка, Тогда

*Jif * **> <*{*;*>■/*+^

Ч f Мні 0")9tV3Cit, < Я № _

?(V,U’) -- Y М  ^ » »' Cl ґ г

Здесь г*' та часть с1 к , на которой ivj?О. Он і. мое? иметь 

Нулевую меру. Интеграла понимаются, как отію ии;; цнолстпеино- 

ств соответствуй̂ пространств.

Вторая вариационная «̂риулирсвра, кото; оспользуотса 

при построения схемы Пзрма.ш-Д’онеонсч, свячена с р туллрнои 

триангуляцией. Пространства }(', V  определяется, как и в 

предыдущем случае. Пусть Tt/ Tt -произвольная пара треугольни­

ков имепдая об.’сую сторону Т/£1 , Тогда М-

г » ф ;,т К  у і( ъ,, м „ (»'Г<)1)//гг ,



либо его подпространству, связанному о главным гпаничкш ус по 

вивм Д,г* . Равенство понимается в смысле совпадения следом 

Ц%! Пространство At ̂ (Щ_\ _ r J J f f ^ Z  

определяется аналогично, ?  определяются так же,

как в предыдущем случа̂Ц̂линеиная форма имеет вид

%(т , * )  --Z Y'// ■ и V/4 у т *>Y C t y t  * 4 J ч /к , /v.Г w„

, - O/t 1*з)]>tKtfz V r ' ^ * *  * U1 CiŜ ’
При указанном выборе пространств н билинейных фор* до

казнвается неравенство: //< >0, глкие что

*г - Щ іїг  'т£чг~ ' л /wr '• **'¥,

где Y- f Пра< этом исключаются те граничные условия, 

для которых на чести границы ненулевой мери А/» ' О} **j ^  

Использование, этого неравенства дает возможность доказать 

условие слабой эллиптичности /^/, Значит, решение краевой 

задачи является решением любой из двух расширенных вариацион 

ных задЗД и других решении у этих задач не существует.

В главе 3 на основании расширенных вариационных форму 

лировок строятся смешанные схемы МКЭ. Показало, что условие 

слабой аллиптичности имеет место для дискретного случал при 

достаточно малых /<- . Доказаны теоремы существования и чдинст 

веяности конечноэлементных задач. Исследованы свойства матриц, 

даны оценки их чисел обусловленности. Получены квазиоптималь- 

ные оценки скорости сходимости. Ради упрощения выкчадок здесь 

предполагается, что область Д полигональна и связна, Вво 

дптсч конечномерные пространствч АЦ < At, Ж,, с W ,

Задача Р*. Паити пару (ш,., &/,)( Мь У И і , такую что 

Л &  (р ‘>>«а )г О , Г/и, с Ми,

I  (ш  А , * *  ) 1- с у , \ ’ W b  £ t г

Для схемы Германа-Джонсона Mi, r j n U,f ftk/r ' ' / и _

- 17 -
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є Р  1 , Їі* і* і А, і, М * Уgr^ - Ми г^Г,і]. 

либо его подпространства, связанного условней №ь-о, Зді_ОЬ 

Р - пространство многочленов степени не вши L . Определим

W a - w o  № * х р * л » ) , і .я ,  *■ -і**)\ где Х М * * *  CL

WfjeР\ У Т с Ц  . Для схемы Гв̂тмака-Мииоси /Ч/і = Л<^/Ха '), 

yfk - W A  г 1 * Д01*®8"'0» что условие

№>*’/ ( 11 Iйк 11 »  r / VJ^
имеет место при достаточно малом /і . Отсада слезет однознач­

ная разрешимость задачи \.Аа задача яквовалентня систем ли­

нейных алгебраических уравнений

///*)- • . №  
K l w ) z і ^

где ^ - симметричная положительно определетля матри­

ца, С - сш2іетрігаііп положительно полуопределенная матрица 

размера . Условии с :абой эллиптичное ти (fJ ВЛв"ЛТ

линейную независимость столбцов матрицы // /У / . Ore ода - невы­

рожденность матрицы К . Даны оценки сингулярных чисел матри­

цы л„ : ^ к гі (ф  от:суда следует, что

ссчі/і', oft*).

Вводятся CrieilHf JIi.iiue интерполянты, котор 10, в отличие от 

соответствующих длч пластинку связаны но со всей болинейнои 

формой , а только с ое частью б і (»!t u j. /Іди схе­

мы Германа-/! глюона

Z t O W i )  = £ { J  Z .*W i \r:< :h  t jM h-
„ТсП Г „ 

для схеїлі ГерманаЧДшіосм

bL (ы, И J - / (̂  / J-  ̂*/z /<!?< V //3 «S №  d -л '

"эл* ^
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Изучены свойства интерполянтор сначала для случал ортогональ­

ных координат с длиной дуги в качестве параметра на координат­

ных линиях, а затем для случая общей системы криволинейных ко­

ординат, причем при переходе к общей системе для некоторых ин- 

терполянтов пришлось видоизменить их определение. Один из ин- 

терполянтов, испольруемый в схеме Гврана-Мииоси, является 

глобальным, т.е. строится сразу для всей области.

Получены теоремы аппроксимации в весовых пространствах 

Соболева, а затем теоремы сходимости. Сформулируем некоторые 

из них.

Теорема сходимо'ти для схемы Г*рмана-Джонсона. ,

Пусть , k'ti, -решение

краевой задачи, - решение задачи Рл.

Тогда существует константа Л , не зависящая от А , такая 

что

І) Ц т(г)- ^к11(1г лу  *  II

f J  Я ( ф  А  ( V і' °'і/г/*і * к * ' * * />” № ! ,н  <г и *
< П€г,р- )

* І  А* -«'‘И и і :-, )  ) • > Н Г А .1-і
z)<C*lc<, t i*t f K-S/Z ij, ro

j )  Z 3 i Z ,T C

= л  ( І 4 ' " *

* д 1'М г K ( L ) ) ? J k ! ({ *% * ) г* Н ї Х ,

Ч)*сг.и l j ro
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f ) c i M  t3=i, K - f/i*2 ,ro

Sw- гЛ н И (н *)- у н ь ,

п м  х ч - »ип (г1 х ?  - * и,г f a * t * ,

к *і - f/i)- jbj- z; st ї 'ic, Ъ - с т>ц г,-< ь - Ф ,&  --к&:^  

ПРИ lit  K 'f/z , Sif ti) g^-o при

Sj - ) c+ i , Є і - б '  при г, >,t+t -б/zі  Sf - і ? , ?S T°  w  ч <

< te lт/г, sf : j c } t% :<r п м  х> Ї ic- s j z .

Творена сходимости ш  схемы Гвшана-Маиоси.

Пусть и'6 (■%,» )** Нг*£_ a  f^ S k  - решение 

Клюевой задачи, //и* ,П (,) t Лі/і* Ид - решение задачи ]\ , 

прич9м Ї}' Z • Тогда при услоэчи квазирегулярности разбиения 

суі̂отвуат константа Р ’О , такая что J * A { V  И

І) III» ( W  ~ М К И(/.гп ).ч w )  ~ X ( 1УА * '

Ш ? А ( А * * * 'л / * Ь № І № ч;і  ) j  *

, а«.'‘- « / > 4 /л̂  : І Г ‘ Л А / * , / „ % : ) *

с) II* W{J( (ii fl )4У f/^  <' ЇЇІг fii (&)> 

і ) II hi (w ) "'А К ,н  і )3 < f!h  1Я  і (■fJJ 

I’fye ху-»и"-{‘їі.їг.)їі ith  er/t)'j SV - 1’,.. v4 Zl' 'V
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*ї-і-5/і, -і,іїч~-ґ Пр» г4 ?tr-1- г/г.
При і, -1 а тняжа при £~б/г *1 рассмотренная методика

№ позволяет доказать сходшость для схемы Гермаиа-Мийоои.

Схема Германа-Дюнсона, как видно из теорем, более ако- 

номична, чем схема Гернана-Мшоси. Например, дйя схемы Гер- 

мана-Дижсона при ?, іц - ’»-1,Мкп- * * А«я схемы Гврма-

на-Мийоси при -*/г?1 -л>-/ • ПР" •т01‘

число узловых параметров на одном треугольнике в первом слу­

чае 15, причем три и” ндх могут быть конденсированы, во 

втором случав на одном треугольнике 30 параметров, причем 

ни один из них не может быть конденсирован.

Четвертая главе посвящена изучении смешанных диск­

ретных аналогов эллиптических краевых задач, которые не обя­

зательно являются краевыми задачами теорій пластик и оболочек.

Матрицы этих аналогов при определенной нумерации узло­

вых параметров имеют вид

■ к.'Ні
где Р. - симметричная пол

матрица, С -симметричная положительно полуопределенная JV*/? 
матрица,столбцы матрицы |линейно независимы.

Показано, что матрица кс невыроздена, положительно полу- 

определена, все ее собстзені. е значения имеют положительные 

вещественные части, все ведущие миноры положительны. Матрица 

1с единственным образом представима в виде La L, >

где Lo - нижняя треугольная матрица, а отличается от

/. с только знаками перед элементами, стоящими в позицию: 

(ц) . t = М} J>fy( . т.е. L.~", 1Х Iе fL • где

7  - tl ^м ~ ft  * 1 к Т/ь ~ а д и н и ч н ы е  и
U  п О* -irt li л

•'-ПН (/*)
г  с  П. ■
ожительио определенная -
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матрицы. Ттпч образом, свойства втих ііатриц йгизки х свой­

ствам си— тричпіпг положительно определенных матриц. Возника­

ет естествяяюе членив пошаяяся применить к ним подходы и 

методы, которые хорош зарекомендовали себя при ра ионии систем 

«ММЙ1 Г алгебраических уравывши с <иве.-етричныш положительно 

определенными матрицами, в частности, использовать дат резло- 

арния шприци алгоритм, жо~щрш является аналогом алгоритма 

Хоявссхого. Вопрос «тот не паяется тривиальным, т.к. не "ри 

воякой нумерации at известных метод исключения обладает'числен- 

мои jn і— і  і По аналогии е краевыми задачами для плас­

тів и обо юивк неизвестные ми будем называть моментшк и паре- 

мацмпш, хотя r,w других задач ока имеет другой мехакичес- 

ш  сиысч. Валришр» для уравнения теплопроводности - это тем­

пература « тецдово* ноток. бпезццно, что если первши будут 

занумерована переметная, то на . лрвом т  вале исключения на 

диаганЬли моает стоять дуль, потребуются перестановки. Дяя 

случая яа оиаітр— ппи положительно определенной ыатрит і чис­

ленная устойчивость алгоритми, исключения имеет место при лю­

бам порядке кэкэвеетных. В налам случае порядок играет су- 

дествениув роль. Если перенумеровать сначала моменты, а затем 

яврэыек'еш-, 10 патрица будет имвиь зи/, (/с) . Алгоритм исклю­

чения будет устойчивый, но произойдет большое заполнение в 

матраца, так, напрзюр, ни шля главная подматрица порядка 

оказывается пошостью ьелолнанши. Нумерация, кроме устойчи­

вости, дэлхна обеспечивать ::>№«<стивность алгоритма. Дредлага- 

емт способы цумарш ии на известны;: дают ьоамо аюсть применить 

аналог алгорш̂ лнаееского в сочетании с методами обработки 

матрыт, осиоипнннми на теории гр»;ов, которые ис- 

ПОЛхЗуЫТСЯ ДЛЯ С1Е ІЙТрИЧІВК поло ьтеяьно ошлзделеіпвіх патриц.
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Перенумеруем перемещения произвольным образом. При етом 

рационально использовать какой-либо из известных алгоритмов, 

учмтываюортх избранный способ хранения и последующего псключе- 

ния, напр.оюр, алгоритм Катхилла-Макки, Киьга и др. Затем пе­

ред хаддш перемещением вставим все связанные о ним моменты, 

которые еще не попали в нумерацию. Тогда матрица системы будет 

иметь следухцаи вчд

■Ліі 'fin  A s  ~1%1ч ••• і 'Мі/Зр

l<"

t ,x О C/If

fitI

c r A  

/з/v с

г,ір

чп !»v 'в І ,ip

Vv
І

°Г 0 Г Ач >̂

^і/гр bzf-i.tp ^-Г‘£Ґ

Доказано, '.то при указанное нумерации неизвестных диагональные 

блоки «5и, , получающиеся при исключении, являются

положительно опр деленными, все ведущие миноры матрицы К  

положительны и матрица М единственным образом представи­

ма в виде Ч~ L L  , где L - нижнля треунольная матри­

ца, £ Г= U X  » где Tt-lbe<f (?А/„-Їлі ,..., 7 * ^  ) '/^Д  

I*,,., , - единичные fys-tf и (AtS'Xi) ** матрицы,

* размеры квадратных диагональных блоков fau,n j 

И f 4J,a/ соответственно. Дяя вычисления элементов L не­

гру чно получить оледующие формулы tit~ k u t (ц - ) £tl-

* (ku  -2. •£-, Ifi)■* <-n ty -(k<j-jt C s ) "J-  

Теорема» Справедливы следующие ■неравенства: для s -/,z 

k*S

tnbx(СіI f Ats^( *»*<*£4 ) *l*flzj*(Mt *'« v-i )
fa
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т

гк-j , і {

L, HT'f
«<»

mxxlfr// - M u t ( * * *  » * ) 'A + №  *# > *- <M* i )
hi+i.u*L

to

LtK*iAui

. Am**, J »4 *  (^tk-ij-

Л1гы,и**т r .

Здесь (h Z u  >hiK.i,u) >

* л „- і* 1 1 “ : : ,
I Al,2S-i "’

Из оценок теоремы следует Устойчивость по Уилкинсону сообщен­

ного слгоритма Xодесского дм смешанных дискретных аналоге» 

эллиптических краевых задач, т.к. возможный рост элементов 

при исключении незначителен, он лишь немногим в этоу смысле 

уступает алгоритму Холесского для сюметричных положительно 

определенных матриц, там коэффициент роста равен единице.

Далее требовали на нумерацию ослабляются, при атом' ус* 

теичивооть алгоритиа сохраняется, хотя оценки возможного рос­

та влембнтов при исключении ухудшаются. Однако аа такое ослаб­

ление приходится платить более жесткими условиями. Перенуме­

руем неизвестные таким обрезом, чтобы перед каждой группой пе­

ремещений стоял по крайней мере один связанный с нею момент. 

Тогда матрица системы имеет следующий і щ 

'Я/1 fil,tp-l -іїіЛр

Ніг Сі і К V -t У
А,}/>■>■ ’ Вг,у>-і і *1 ffp-i, tp і ~Р>ір-1, ір 

*" Вір і, ір С ар >*/■■>
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где Л(і - положительно определении» - матрицы, Сї"

положительно подуопределеївше К  "Лі - латрі цн. Заметим, 

что иатрица может оканчиваться блочной строкой, соответствую­

щей моментам. Предположим, что столбцы магш:ц

~ Ніг. ~ &/і  j

е , -- ?! .•*: .?./*•'. . і ч . . , р ,
с*!**- <" Cttji*

линейно независимы. Тогда диагональные блоки, получающиеся
( • . ' 

при исключении, явлготся положительно определен— ми. Кроме

того, имеет место теорема, аналогичная предвдущеи. Из нее 

следует устойчивость по Уилкинсону обобщенного алгоритма Хо- 

лесского для смешанных дискретных аналогов эллиптических кра­

евых задач и' в этом случав.

Докатано, что если столбцы матрицы £ri линейно неза­

висимы, то у матртя, подученной из /?«,' вычеркиванием строч­

ки и столбца, соответствуй гри перемещению, иле добавлением 

строчки, соответствующей моменту, столбцы тоже линейно незави­

симы.

В пятой главе результаты предыдущей главы применяются к 

конкретный схемам СЧКЭ для краевых задач теории пластин и обо­

лочек, а именно к схемам Германа-Джонсона и Рвшана-Мийоси, 

Доказывается, что практически все алгоритмы упорядочения нею- 

вестных, которые созданы для симиетричнкх положительно опреде­

ленных матриц, могут быть использованы в рассма?ривазмис схе­

мах дмчц. при их небольшой модификации. Модификация.обычно СВО­

ДИТСЯ в выбору одного из возможных вариантов алгоритма упоря­

дочения и, KFJt правило, может быть обеспечена за счет специ­

ального ввода входных данных. При чтом не требуется ни допол-
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ните льном памяти, ни дополнительного времени. Практически 6 

«"ими матрицами мотшо оперировать так же, как о симметричны­

ми положительно определенна >и матрицами.

Исследован и реализован первый способ нумерации, при 

вгом перенесения нумеровались при помощи обратного алгоритма 

Катхилла-Макки, а затем перед каздым перемещением вставлялись 

в произвольном порядке моменты, которые еще не попади в нуме- 

paiv-д. Количество арифыетических действий, необходимых дяя 

реализации алгоритма, и память асимптотически такие же, как 

■ для алгоритма Холесского, использующего нумерацию обратно- 

го алгоритма Катхилла-Макки сразу для всех неизвестных.

Dee алгоритмы нумерации неизвестных, оснозаннь.з на те­

ории градов, нумеруют неизвестные так, что ш каждом этапе ну­

мерации, связанной о упорядсением группы моментов и следующей 

еа ней группа перемещений, вццеляетег некоторая подобласть или 

система подобластей основной области, на которой ищется реле­

йне вспомогательной краевой задачи. Это дает возможность при 

доказательстве линзиной независимости столбцов матриц 

использовать единственность решения вспомогательной краевой 

задачи и ее дискретных аналогов. Лот метод оказался эффектив­

ным для иоследовашш всех алгоритмов "'порядочёния при их не­

большой модификации. Калцый этап нумерации, который связывает­

ся с группой перемещений и следующей за ней ГРуішой моментов, 

выделяет из области #. некоторую подооласть или конечное чис­

ло подобластей Л- • каждая из которых является объедине­

нием треугольников. Та часть границы 0Яп , которая не принад­

лежит р Я , называется фиктивной. На фиктивной границе to но 

считать M s O  , . Для обеспечения единственности реше­

ния вспомог, .тельной задачи условия на граница удобно
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считать смешанными. Если они таковыъи но являются, то их мож­

но заменить приближенно смешанными, пользуясь штрафами.

Если ьа какдом етапе нумерации все моменты в $п  зануме­

рованы, /І/А на Фиктибиои границе считается равным нулю, а за­

дание остальных граничных условии обеспечивает единственность 

решения краевой задачи нг Я.п , то столбцы матриц Л- м/1

лшіекно независимы, *

Теорема. Пусть алгоритм нумерации таков, что перед каж-

дым перемещением нумеру~ттся все его близкие сосади-моменте,

которые єце не попали в нумерацию, то столбцы м. триц t t i,І-
і

линеино независимы.

Сосед данного узла называется близким, если он относится 

к середине той стороны, которой принадлежит даюмй узловой па- 

паршетр.

Доказано, что если при нумерации всех неизвестных ис­

пользовать обратный алгоритм Катхилла-Истси, то для примени­

мости обобщаиного алгоритма Xодесского достаточно, чтобы на­

чали и узел был моментом и прладлеш дії , кроме того, спи­

сок смежности каждого узла в массиве должен содер­

жать сначала перемещения, а затем моменты. Ото требование лег­

ко риилизоват .

Для алгоритма мшиша-̂ной степеші доказано, что переме­

щение, отнесенное к вершине, нуиеруется j последнем средь всех 

близких к этому перемещешео суперузлов.

Теореца.При дополнительной требовании, чтобы б любом 

супорузле нумеровались оиачалі все принадле.*гицие ему моменты, 

а затем перемещения, алгюрип* иавмалі ной степениупорядочения 

н о и з б э с т н ы х  обеспечивает применимость обобщенного алгоритма 

Холесского.
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Легко видеть, что для выполнения условий этой теоремы при реа­

лизации алгоритма минимальном степени, приведенной в книге 

Джорджа и Лю Численное решение больших разреженных систем 

уравнений", достаточно ввести исходные данные следуюпры обрат 

я out I/ сначала все середины сторон, затем вершиш, 2/ при по­

строении структуры смежности в массиве № 7 А /(У  для Кі.адого 

узла в списке соседей сначэта должны ид"ч вершины, а затем се­

редины сторон, 3/ при перечислении соседей узла как номера вер­

ши, так л номера середин сторон должна идти в порядке возрас­

тания. Дцесь речь идет о нумерации сетки, состоящей из вершин 

и середин сторон треугольников. Остальные параметры затем всав- 

лялтся. Такая реализация сокращал* время» Efc удобно применять 

в любом алгоритме. Сначала нумеруется некая начальная сетка, 

а затем производятся вставки.

В методе влп-кешшх зечэнии для обеспечения Применимости 

обобщенного алгоритма Холзссяого достатохшо в каждом разделите­

ле нумеровать сначала моменты, а затем пе»те«е"\ення.

В методе параллельных соченга достаточно, например, в 

кавдои из подобластей перемещения нумеровать по алгоритму 1{ат- 

хилла-Макки, а затем перед каждым перемещением вставлять все 

связанные с чим моменты, которые еще не попали в нумерацию.

В последней частл, образованной рагделителя»-л, нумэрация про­

изводится по тому se правилу.

Во фронтальном иетоце применимость обобщенного алгорит­

ма Xодесского обеспечивается, если при нумерации узлов, отно­

сящихся к варяина или к середино стороны, нумеруются сначала 

моменти, а затем пер метения.

Ъсэ пти дополнительные условия вмбирают один ж возмож­

ных вариантов алгоритма, не выводя нас за его продеты. Их лег­
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ко реализовать за счет специального ввода входных даннкх.

В шестой главе на основа, ши методики Кондратьева про­

ведено исследование гладкости решений основных краевых задач 

теории пластин и пологих оболочек, в окрестчсоти углоьых точек 

я точек сиены граничных условии. Гладкость решений основных 

краевых задач теории пластин зависит of расположения корней 

характеристических функций,, сти корни ножно найти, если иссле­

довать следующие трансцендентные уравнения

Ж с/і2 +С7гг2> = 0,

где А , Р> , С. , и £) - константы., В диссертации исследова- 

"0 поведение корней гих уравнений, ал пл  сделан» выводи о 

гладкости. Аналогии'ые исследования проведены для плоской за­

дачи теории упругости. Иовздение к лиеаия краевой задачи для 

системы уравнений пологой оболэчки определяется главной час­

тью операт ра задачи. Ввделвние же главной части приводит я 

двум независимым краевым задачам» для нормального перемещения 

получаем краевую задачу для бигарионического уравнения, а для 

касательных перемецэнлй получаем плоскую задачу теории упру­

гости. Отсюда - вывода о гладкости реше;аш основных краевых 

задач для пологой оболочки» если правая часть е̂,\

то решение w &  (U g ^ )X* H f ,  к гі ,  

причем •*-<*/&»£? ; ібо K-G/i?L в зависимости; от угла и

вида краевых условии.

В случав непологой оболочки не происходит разделения 

на две независимые подзадачи. Необходимо исследование всей 

системы. Офахо в силу положительной определенности операто­

ра краевой зедачи можно сделать вывод, w o  

На основании теорем вложения в любой случае
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