
АКАДВМИЯ Н ІЖ  УКРАИНЫ

■не н и »  і  я р и к л а д н о и  м а т я ш и к и  к  м к іа н ш ш

На правах рукописи

ИССА С а л с м  А б д а л л а

УПРАВЛЕНИЕ И СТАБИЛИЗАЦИЯ ВРАЩ АТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

ТВ Е Р Д О ГО  Т Е Л А

01.02.01. - теоретическая межвника

Автореферат

даосартацая ка соаюханиа гнию* ставай 
кандидата фвяихо-матаыапгаасяы u fx

Донецк-1992



Работе выполнена в Донецком государственном университете.

Научны® руководитель: 

доктор (|юико-математических наук,

профессор А.М.&ав&шш

Официальные ошюненты: 

доктор физико-математических наук,

ГфОфвССОр Д.Я.СйИЧбІОШ

доктор физико-математических наук Л.Г.Лпб»с

Ведущая организация:

Харьковский государственный университет.

Защите состоится " / 9 " 5 5___1993 г. в f час.

на ааседании специализированного совета К 016.46.01 но присуждению 

ученой степени кандидата ОЕнзико- математических наук при Институте 

прикладной математики и механики АН Украины по адресу:

340114, г.Донецк-114, ул. Розы Люксембург, 74.

С диссертацией можно ознакомиться в научной библиотеке Инсти­

тута прикладной математики и механики АН Украины.

Автореферат рааослзн "JJ__" 1992 Г.

Ученый секретарь 
специализированного совета 

кандидат физико-математических наук jQ І.И.Мивковский

\

ЛННБ України ім.В.Стефаника



- J Z C . с  < 5 5

ОБШАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность теш. Задача о движении твердого тела вокруг 
неподвижной точки является одной из важнейших проблем динамики. Ее 
исследованием занимались и продолжают заниматься многие авторы. 
Первые работы были посвящены вопросам аналитического построения 
решений и их геометрической интерпретации. Позднее много внимания 
было уделено изучению устойчивости различных движений твердого те­
ла. Последние несколько десятилетий большое развитие получили за­
дачи активного управления вращательным движением,чему в значитель­
ной мере способствовало интенсивное освоение космического прост­
ранства. В качестве управляхщих устройств в задачах управления 
космическими летательными аппаратами наибольшее распространение 
получили реактивные двигатели, маховики и двустепенные гироскопы - 
гиродины. Возникающие в процессе исследования задачи по своей суп 
относятся к классу задач управления и стабилизации по части пере­
менных, что наряду с нелинейностью является источником дополни­
тельных трудностей и требует развития новых и совершенствования 
уже известных методов.

Понятие управляемости является одним из основных динамических 
свойств систем. Наряду с управляемостью (по всем переменным), где 
фундаментальные результаты для .пнеНин систем принадлежат Р.Е.Кал 
ману, исследуется большое число различных видов управляемости.Дос­
таточное развитие получила задача об управляемости по части пере­
менных, что нашло отражение в монографиях Р.Габасова ■ Ф.Кирилло­
вой, А.А.Красовского, Н.Н.Красовского, Я.Н.Ройтенберга. Решение 
задач* управляемости часто дополняется исследованием устойчивости 
полученного решения. Постановка задачи об устойчивости, по отноше­
нию к части переменных принадлежит' А.М.Ляпунову. Ввиду теоретичес­
кой и прикладной важности она привлекла внимание ученых и получила 
достаточно большое развитие, став самостоятельным разделом теории 
устойчивости. Укажем монографии В.И.Воротникова, В.В.Румянцева ■ 
А.С.Озиранера, а также работы А.С.Андреева, К.Кордуняну, К.Ризиго, 
К.пейффера. В задаче стабилизации по части переменных хорошо раз­
работан метод функций Ляпунова и вопросы стабилизируемоети по пер­
вому приближению, полностью решена задача о стабжлжзируемостж аз 
части переменных линейных автономних систем (В.И.Воротников, В.1. 
Зубов, В.И.Коробов, В.В.Румянцев, Е.Я.Смирнов).

Практически все теоретические результаты использовались, а 
часто ж инициировались при изучении различных вопросов управления



вращательным движением твердого тела. Подробно изучена эта пробле­
ма в школе В.И.Зубова, где развита методы стабилизации и решены 
различные задачи управления с помощью реактивных двигателей, 
маховиков и гироскопов, отраженные в монографиях В.И.Зубова, 
Е.Я.Смирнова. Широкий круг вопросов активного управления ориента­
цией космических аппаратов рассмотрен в книгах В.В.Крементуло, 
П.Д.Крутько, Б.В.Раушенбаха.

Данная диссертация посвящена исследованию теоретически воп­
росов управляемости и стабилизируемости по части переменных линей­
ных и нелинейных динамических систем и решению различных задач уп­
равления вращательным движением твердого тела при помощи реактив­
ных двигателей, маховиков и гиродинов.

Цель работы - получение условий управляемости по части пере­
менных линейных и нелинейных автономных динамических систем;
- получение условий стабилизируемости по части переменных линейных
■ нелинейных систем на основе понятия условной асимптотической ус­
тойчивости;
- исследование управляемости и стабилизируемости систем дяЮерен- 
циальных уравнений, описывающих движение твердого тела под дейст­
вием реактивной силы, маховиков и гиродинов.

Методы исследования. Исследования, проводимые в диссертаци­
онной работе, основаны на методах аналитической механики, теории 
управления и устойчивости движения. Использованы обобщенная теоре­
ма А.М.Ляпунова об условной устойчивости,метод А.М.Ковалева ориен­
тированных многообразий в теории управления, уравнения В.И.Зубова
■ П.В.Харламова движения систем тверда тел.

Научная новизна. В диссертационной работе получены следующие 
основные результаты:
- доказаны необходимые и достаточные условия управляемости да 
части переменных линейных автономных систем, получен ряд теорем о 
частичной управляемости нелинейных автономных систем;
- доказаны необходимые и достаточные условия стабилизируемости по
часта переменных линейных автономных систем и теорема о стабилизи­
руемости да первому приближению нелинейных автономных систем, при 
атом определение частичной стабилизируемости опирается на понятие 
условной асимптотической устойчивости; ,
- выделены случаи управляемости и стабилизируемости в вадвчах уп­
равления вращательным движением твердого тела при помощи одного 
рмктявдаго двигателя, одного магошка, одного гиродина.

<♦
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Практическая ценность. Полученные в работе результаты могут 
быть использованы при разработке систем управления современными 
техническими объектами, включая искусственные спутники, космичес­
кие летательные аппараты, роботы-манипуляторы и др.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были доло­
жены на Республиканской конференции "Динамика твердого тела и ус­
тойчивость движения" (Донецк, 1990 г.), на семинврах кафедры диф- 

ференциальних уравнений Донецкого государственного университете и 
отдела прикладной механики Института прикладной математики и меха­
ники АН Украины.

Структура диссертации. Работа состоит из пяти глав, заключе­
ния, списка литературы из 56 наименований и содержит // ^  страниц 
машинописного текста, 4 рисунка.

СОАЕРХАНИЄ ДИССЕРТАЦИИ

Первая глава является вводной.В ней рассмотрены актуальность 
тематики, история вопроса, предмет и метод исследования,дена крат­
кая аннотация работы.

Во второй главе рассмотрены вопросы управляемости и стаби­
лизируемости по части переменных динамических систем, описываема 
обыкновенными дифференциальным? уравнениями

х = f(x,u), (1)

где і  ( D с Н", u « u (t)c  Ц с R” , t (  1= [0,«о).
Для введения свойства управляемости по части переменных фа­

зовый вектор разбивается на два подвектора хч= (х*,д£), где xat 
( 1ас Н°, D^c R^. Принимается следующее определение.

Определение 1. Система (1) называется управляемой по перемен­
ной ха в области D, если Чхт, xM tVa существует момент ttc Т і 
допустимое управление u(t) такое, что соответствуйте ему решение 
i(t) системі (1) удовлетворяет условиям яа(0)= хж, £a (tt) » xat, 

l(t)e D при 0 t4.
Изучение системы (1) опирается на анализ линеаризованной сис­

темі '
і = Ах + Ви. (2)

Доказаны необходимые и достаточные условия управляемости системі 
(2) по координате ха= агх и по переменной xa= (at,..., a^jTr, ви­
ра ж» иные в ранговой формв. Получены различные следствия и приведе-
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щ иллюстративные ирамьри.
Исследование нелинейной системи (1) проводится методом ориен­

тированных многообразий. Необходимые условия получены с использо­
ванием инвариантных многобразий систем управления. Для получения 
необходимых в достаточных условий вектор f(i,и) представлен в вида 
линейной комбинации векторных полей Г,(х),..., Гв(1)

fU.u) = ki (x,u)ft (і) + ... + k,U.u)Г,(х) +

+ kb l U,u)fU l (i) + ... + kBU,u)feU),

где kltt(x,u)X)....KeU,u)>0 VU,u)( IMJ.a коэффициенты lc^x.u),
,....kjd.u) принимают как положительные, так и отрицательные зна­
чения.

.Показана следующая теорема.
Теорема I. Если система (1) локально управляема по переменной 

*а « (at....)х, то система уравнений в частных производных

(ft(x). W(i)) - Xt(at)V(i) + Gjte),

(G, ■ 0, “ ...= Qj“ 0, t “ 1,...,в)

не имеет решения V(,t)= aTx для любого a elf а любых непрерывных в
D функций К{(і) (t * 1 ....в) и знакопостоянных одного знака в D
функций Cjd) (3 = 1 + 1....а).

Свойство стабилизируемоети по части переменных исследуется на 
основе понятия условной устойчивости и вводится следущим опреде­
лением.

Определение 2. Система (1) называется стабилизируемой по пе­
ременной ха, если существует управление u(x(t)) такое, что соот­

ветствующее ему решение системы X " f(i,u(i)) удовлетворяет усло­
виям: V е>0 З в>0 V х̂ш ia (0) : |f00|<e V t>0 |*e (t)|<e ;

*а(*>ГГ4 0>

Доказаны необходимые и достаточные условия стабилизируемое™ 
системы (2) по части переменных. С использованием обобщенной тео­
реми Ляпунова об условной устойчивости доказана теорема о стабили- 
вируемости по первому приближению.

Теорема 2. Пусть линеаризованная система (2) стабилизируема 
пс» переменной ха ш ф(і,ц) - 0(|х|,|и|).Тогда система х « Ах + Ви + 
♦ Т(*.и) стабилизируема по переменной ха.
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В третьей глава исследуется задача о стабилизации равномер­
ных вращений твердого тела вокруг главной оси с помощью одного ро- 
8КТИВШГ0 двигателя. Затаенны уравнения возмущенного движения

xt= cx.u + atxtxt.

хг= qjoix>+ at u + atxtxt, (3 )

xt= а,шга+ a,u + a,xtxt.

где ш - угловая скорость разномерного вращения , ai - динамические 
параметры, а4 - координаты единичного вектора момента реактивно* 

силы.
Показано, что система (3) управляема и стабилизируема по 

линейному приближению, если ее параметры не удовлетворяют следую­

щим условиям:

1. ш = 0, 2. а̂= 0, 3. at= 0, 4. ажа£ - аша* = О,

которые определяют критические случаи. Для исследования управляе­
мости в этот случаях применены метода нелинейной теории и 
доказано, что система (3) управляема в случаях 1-3 за исключением 
значений at= 0, аг= 0 и аз- 0, прл которых , а также в случае 
4, система (3) неуправляема. Причиной неуправляемости является 
существование инвариантных многообразий системи (3), которые соот­
ветствуют либо равномерным вращениям вокруг второй главной оси, 
либо движениям в плоскости atxt- а,х,= 0.

Для исследования стабилизируемоети применена теория критичес­
ких случаев. Положение равновесия изучено с помощью теореми Барба- 
шина-Красовского. В качестве функции Ляпунова выбрана кинетическая 
энергия 2* = 4,2^+ Аїа̂+ А а  в качестве стабилизирующего уп­
равления принято u = -(Ajaiii+ A,ajiI+ кгагхщ). Показано, что при 
at* 0 положение равновесия является стабилизируемым. В случаях 2,3 
установлено, что при любом выборе управления в виде u * ctxt + 

+ с,*, + с ^ + ф(хх,хг,хп), где функция <р нелинейно зависит от х, 
нулевое решение систем* (3) нельзя сделать асимптотически устойчи­
вым, можно лишь подобрать значения с, так, что нулевое решение бу­
дет устойчиво неасимптотически. В случае 4 при приведении линвари- 
вованной системы (3) к каноническому виду оказывается, что 
собственное значение X, соответствующее неуправляемому подпрост­

ранству, равно А. = -чухша*‘ш и, в отличи» от предыдущих случаев, 
отлично от нуля. Поэтому вопрос о стабилизируемое™ решается по
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лилейному приближению : \<0 - движение стабилизируемо, Х>0 - дви­
жение нестаОилизируемо.

Для управления ориентацией твердого тела динамические 
уравнения (3) рассмотрены совместно с кинематическими уравнениями 
Эйлера. В линейной постановке показано, что расширенная система 
управляема и стабилизируема при тех же условиях, что и система 
О).

Четввртая глава посвящена задаче управления вращательным 
движением твердого тела при помощи одного маховике. Управление 
вращательным движением тела-носителя при помощи установленных на 
нем маїовяков основано не перераспределении кинетического момента 
механической системы "носитель - управляющее устройство" между со­
ставляющими систему телами при изменении кинетического момента 
несомых тел. При этом суммарный кинетический момент тела-носителя 
и маховиков остается постоянным во время движения. Это приводит к 
неуправляемости (по всем переменным) системы уравнений, описываю­
щей движение денной механической системы, и вызывает необходимость 
рассмотрения вопросов управляемости и стабилизируемости по части 
переменных.

В качестве опорного движения выбрано равномерное вращение 
теле-носителя вокруг первой главной оси при покоящемся маювике. 
Уравнения возмущенного движения имеют вид

АЯ = < V  <еА - •.*,)*•- ®.и-

М >* (А,- At)(i,+ ш)х,+ (о.ш + e,xt- eti,)i4- e,u. (4)

АА = V (l.+ W)V  <-в«и + е,хж~ ЄгХі)Х*~ 0 и* 

i 4= и,

где и - угловая скорость равномерного вращения, - моменты 
инерции, е{- координаты единичного вчктора оси вращения маховика.

Выпишем матрицы управляемоти Q линеаризованной системы (4). 
На основе ев анализа выделены четыре случая:

1. а * 0: rank Q = 3

2. а = 0, е*+ е\/ 0: rank Q = 2

3. е*+ ej* 0: rank Q 1

А. ш = 0: rank Q = 1.

Здесь а = А, (А,- Ав)е*+ А1(Аі- Аж)е*.
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Система (і) неуправляема по всем переменным. Для исходной 
системи представляет интерес изучение ее управляемости и стабили- 
зируемости по отношению к угловой скорости тела-носителя, что для 
системи (4) соответствует управляемости и стабилиэируемости по пе 
ременным xt,ха,хш. Применяя результаты второй главы к исследованию 
линеаризованной системы, получаем, что система (4) в линейном при­
ближении управляема в слуаях 1, 2 при et/ 0, в остальных случаях 
система (4) в линейном приближении неуправляема по переменным xt.

Исследование локальной управляемости системы (4) по перемен­
ным xt,xt,xt в окрестности положения равновесия ш = 0 проведено с 
помощью теореми 1. Анализ свелся к изучению вопроса о существова­

нии решений V = *,£,+ к,!, у системы уравнений в частных
производных

е. dv е. ev е ov оч
— ---- + — ------+ — ------------ - К V,
A. to, At вхж kt Oxt вхл

T7 [<V А. >*,*.+ <ЄА "  «.*,>*.] Щ  +

+ ~гЛ<А*" А‘)а:.*«+ •.*.>**] жа+

• + “Т,[(А*‘ V W  •.*.■>*.] ж ;

= A.tv +

где \ ( x t,xt,x,,xt), ka(xt,xt,xa.xt)- непрерывные функции в неко­
торой окрестности нуля, a G{xt,xz,xa,xt) - знакопостоянная функция 
в той же окрестности.

Доказано, что данная системе таких решений не допускает, и 
исследуемая система (4) является управляемой по угловой скорости 
тела-носителя при любом положении маховика относительно тела-носи­
теля.

Для исследования стабилиэируемости применена теорема 2. Дока­
зано, что в случае 1, 2 возможна стабилизация по переменным Xt,xa, 
хш, случай 3 является критическим. Стабилизация положения равнове­
сия (случай 4) изучена с помощью обобщения теорени Вврбашиня-Кра- 
совского на задачи устойчивости по части переменных.

Питая глава посвящена одному из наиболее эффективных спосо­
бов управления вращательным движением твердого тела - при помощи
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дьустьпннншЕ гироскопов - ГИрОДИНОВ. В отличив от маховиков, влия­
ние которых на суммарный кинетический момент осуществляется за 
счет их ускорения или торможения, изменения суммарного кинетичес­
кого момента при использовании гироданов происходит в основном за 
счет поворотов оси вращения ротора при поворотах гирокамеры в под­
весе. Упраачешмми при этом являются проекции прикладываемых к 
рамке гироскопа моментов сил на соответствующие оси вращения. 
Уравнения движения тела-носителя с одним гиродинок имеют пятый по­
рядок и являются достаточно громоздкими. Рассмотрен случай динами­
чески симметричной гирокамеры и сферического ротора. Вместо угло­
вой скорости гирокаморы введена новая переменная К,равная абсолют­
ному кинетическому моменту гирокамеры относительно ее центра масс. 
Это позволило преобразовать уравнения движения к удобному виду

8ош = (0вы + Х І0)»(і> + bjrwi) - ктш1о + l >  + - u l0,

к * ьктш + и,

Вф » х = вг*ш,

к = кцСоа ф - i^sln ф, n = koaln ф + посоа ф,

где ш - угловая скорость тела-носителей, ф - угол поворота гирока­
меры, h - кинетический момент ротора, 0о- тензор инерции носителя 
с гироскопом, В - момент инерции гирокамеры с ротором относительно 
оси вращения гирокамеры, kto,l0,no - тройка взаимно ортогональных 
ортов, задающих начальное расположение гиродина в теле-носителе.

В качестве невозмущенного движения выбрано положение равнове­
сия тела-носителя и гирокамеры. Записаны уравнения возмущенного 
движения. С использованием результатов второй главы показано, что 
в линейном приближении система уравнений возмущенного движения яв­
ляется неуправляемой и нестабилизируемой как по переменным х%, хг, 
хш, xt, так и по переменным xt. хг, хл. На основе теоремы 1 уста­
новлено, что для системы уравнений возмущенного движения выполнены 
необходимые условия локальной управляемости по угловым скоростям 
тела-носителя и гирокамеры (по переменным xt, хг, хг, хл).

В заключении дана сводка основных результатов диссертации:
- доказаны необходимые и достаточные условия управляемости по 
части переменных линейных и нелинейных автономных систем;
- доказаны необходимые и достаточные условия стабшшзнруемости по 
части переменных линейных автономных систем и теорема о стабилжзж-
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руеиости по первому приближению евлинейных автономних систем;
- выделены случаи стабилизируемости равномерных вращений, изучена 
задача управления ориентацией твердого тела при помощи одного ре­
активного двигателя;
- указаны случаи управляемости и стабилизируемости по угловой ско­
рости теле-носителя в задаче управления вращательным движением 
твердого тела при помощи одного маховике или одного гиродинв.
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