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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Розвиток теорії диференціальних рівнянь 
із запізненим аргументе»» спричинений потребою розв"язання ряду 
практичних задач. Це - задачі регулювання в економіці, еволюцій­
ні задачі в біології, задачі теорії керування. Останні часто зво­
дяться до сис'іем диференціальних рівнянь, в яких права частина є 
функцією, що залежить від минулих станів системи та від керування 
з певної припустимої множини. На такі задачі був поширений прин­
цип максимуму Понтрягіна - фундаментальний результат в теорії оп­
тимального керування для рівнянь без відхилень. Перші роботи для 
систем з запізненням виконані Г.Харатішвіллі та І.Ожигановою 
(1964, 1968 p.); Функція ж у початкових умовах в цих та багатьох 
інших дослідників вважається незалежною від керування. Тому постає 
задача узагальнити принцип максимуму для рівнянь з керованою по­
чатковою функцією. Для одного класу диференціальних систем це зроб­
лено в дисертаційній роботі.

Останнім часом опубліковано роботи, в яких вивчаються задачі 
оптимального керування системами змінної структури при наявн оті 
різноманітних, але фіксованих, фазових обмежент на рух об'єкту.
Це роботи Л.Г.Ащепкова і Ю.І.Бердишева ( 1986, 1987 p.). 
Розглянена також задача оптимального керування лінійним об’єктом 
змінної структури, у якій фазові обмеження на траєкторію вимага­
ють досягнення нею в деяких нефіксованих моментах часу заданих 
множин. Це робота Б.М.Пшеничного і В.Г.Покотила (1990 p.).

Дисертаційна робота присвячена обгрунтуванню принципу макси­
мума для систем з запізненням і керованою початковою функцією. 
Досліджені динамічні фазові обмеження на траєкторію руху об'єкту. 
Розглядаються системи лінійних і нелінійних диференціальних рів­
нянь з запізненням, які залежать від передісторії, що дозволяє 
для конкретних задач вибирати початкову функцію. Для таких систем 
проведено дослідження траєкторії руху при наявності динамічних 
нефіксованих фазових обмежень. Одержано необхідні умови оптималь- 
ності керувань в класах припустимих керувань.

Мета роботи - одержати необхідні умови оптимальних керувань 
в припустимих їласах типу принципу максимуму для систем з запіз­
ненням , керованою початковою функцією,!наявності динамічних фазо­
вих обмежень на траєкторію руху об’єкту.
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Методи дослідження базуються:
на використанні методів теорії спряжених конусів, задач 

опуклого програмування з фазовими обмеженнями для лінійних сис­
тем рівнянь;

- на дослідженні функціоналів з використанням "голкових" 
варіацій спеціальноїj вигляду для нелінійних систем рівнянь.

Наукова новизна. Досліджена задача оптимального керування 
системами з запізненням і з керованою початковою функцією дая 
л'чіііного критерію якості при змінних в часі фазових обмеженнях 
на рух об’єкту. Доведено необхідні умови оптимальності керувань 
для таких систем. Для лінійних систем диференціальних рівнянь з 
запізненням в явному вигляді одержано вектор-функції, для яких 
виконуют ,ся умови принципу максимуму. Новизна :дх результатів 
зумовлена новизною постановки вказаних задач.

Теоретична і прикладна цінність. Одержані результати можуть 
бути використані при дослідженні задач оптимального керування 
для систем диференціальних систем з запізненим аргументам склад­
нішої структури, з керуванням, яке залежить від передісторії.
Для систем лінійних рівнянь результати можуть бути використані 
при побудові обчислювальних алгоритмів розв'язання прикладних 
задач.

Апробація роботи. Основні результати дисертації доповідались 
на науковій конференції "Розривні динамічні системи" ( м.Івано- 
Франківськ, IS90 p., м.Ужгород, 1991 p.), на семінарах з дифе­
ренціальних рівнянь у Київському університеті.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в 
роботах [1 - 6 ]  .

Структура і обсяг дисертації. Робота складається з вступу, 
двох глав, списку літератури із найменувань. Обсяг
сторінок машинописного тексту.

ШІСТ РОБОТИ

У вступі зроблено короткий огляд літератури, пов’язаної з 
тематикою дисертації. Показана актуальність проведених дослід­
жень, їхній зв’язок з іншими роботами, стисло викладені основні 
результати.
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Перша глава присвячена дослідженню задач оптимального керу­
вання для лінійних систем диференціальних рівнянь з запізненням.

П.І.І має допоміжний характер. Для лінійної системи дифе­
ренціальних рівнянь з постійними коефіцієнтам̂ і постіі1_лш відхи­
ленням аргументу виписано розв'язок у вигляді визначеного інтег­
ралу з допомогою матриці Коші. На скінченному проміжку часу побу­
довано спряжену систему диференціальних рівнянь з випередженням.

В п.1.2 доведено необхідні умови оптимальності керування для 
функціоналу т

t (і С 
о d

де ij(t) - задана неперервна а-вимі̂на функцій, ac(t)- розв'язок 
системи

xCt)5 0 , - л  40 ,
при тьких умовах: А ,3  - квадратні (п.*п )-матриці, a = const. ,

uCt) - вимірна функція, задана на опуклій компактній множині 
ІГс j t a , Г  -  фіксований момент часу.

Теорема 1.2.1. Для того щоб припустиме керування и.д(т-> , 

було оптимальним необхідно існування вектор-функції 
т т 

ф (t) = £*(4) + J AKCt,r)dt + j £(г>ЯКСг-д,4)<&,

де = jr ^.*CV)d7 , для якої виконується умова

г * г •
тіл J Ф  Ct)u.Ct)d.t s j Ф  £t) ll (t)cLt. 

u e U  ° о

Показано, що умова оптимального керування рівносильна побудо­
ві спряженого конуса до конуса припустимих напрямків.

В рамках теорії спряжених конусів одержано результати в п.І.З 

в припущенні, що початкова функція є розв'язком системи звичайних 

диференціальних рівнянь

i(t) = Cxft) + Gbvit)'

де х(-а) = const. , С - -матриця, g> - (п.«г)-матри­
ця, irCt) - припустиме керування, задане на опуклій компактній під-



о

множині V <= лг . Доведено теорему, яка дає необхідні і достат­
ні умови оптимальності керувань u(t) , Т, і vLt),-A4t40,

б припустимих класах. Виписана система спрякених диференціальних 
рівнянь для одержаних в явному вигляді функцій

І  it) =-

4еМ ш-}Ю-Л*Ф£СП-В*Ф£ Ct + д), 0 6t*T-A,

= - yCt)-A*$d tt)f Г-4 st іТ,

С*
Б п.1.4 досліджується задача оптимального керування при наяв­

ності лінійних фазових обмежень на траєкторію руху.
В п.1.5 розглянемо динамічні фазові обмеження. Е просторі 

А'1 * СО, Г 3 задаються непорожні множини

Л*. = {^3» ЛГ. П Н = ()>,

J

де W- (x,t\ - двічі диференційовна функція своїх аргу­
ментів. Б деякі моменти часу об'єкт досягає кожну з описаних вище 
множин. Рух об’єкту описується системою диференціальних рівнянь 
з запізненням і керованою початковою (функцією. Ставиться задача: 
визначити такі керування і знайти оптимальні моменти часу, щоб на 

траєкторії, яка їм відповідає, досягався мінімум функціоналу 
г

J (yit), x (t»d t

і ця траєкторія побувала на кожній вказаній вище множині.
Теорема 1.5.1. Для того щоб припустимі керування u0(t),

O ^ t  4 Г} і ігдЦ ) , , були розв’язком сформульованої 
вище задачі необхідне існування чисел у  Л^уО,

вектор-функцій £  (?) є Л  , ф*(г) е Ла , що виконуються:
І) умови

- 4 -

о * G #
\ Ф і г )  %  v c t l d v  = тin. { ф ( ? )  &  ^ т Л г ,

1 О f r ^ l
-І v W e V  -Д



г - 5 -
* т 

J Ф  (¥)и (?)<£<? * min. 5 $  1?)U.(T)di:
о г О о г

а(ї)еїї

для майже всіх 'ї визначається на відповідних інтервалах 
зміни;

2) Фа С±)шОі

9 w  . ( x oCt.),tL)

3) £ft. + 0>- #< t- 0)  = Я. — ~ --- ---- *
 ̂ i t  t dx

4) оптимальні моменти часу задовольняють рівності

-----Tt------- -- ------І Г — о.

Наступний пункт узагальнює одержані результати для систем 
диференціальних рівнянь з багатьма запізненнями аргумент;-

5

x£t)* 21 А. X І і - Д . )  + U.(t), 0 4 t £ T .
L-Q 1

l s 0,...,S, - квадратні Cn*fO -матриці; дійсні постійні вели­
чини At , е впорядкованими: 0 ..<4^

■ В п.1.7 одержано необхідні умови оптимального керування сис­
темою

x(t)= AxCt) + З х  ft-д) -huCt), 0 4Т,

a£t)a о, - а  0  4 0 ,

в припущеннях п.1.2 при наявності фазового обмеження на рух об’єк­
ту з розривною похідною траєкторії руху. В просторі Jta * [0,TJ 

задана непорожня множина Н  = [(x,t): W(x,t)4Q^xtfteJL* і в (о,Г), 
де w(x,t) - диференційовна функція своїх аргументів.
Існує хоча б одне значення t< £ (0 ,Т 2 , Дія якого виконуєть­
ся нерівність

W£*tt4),t4)* 0,
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де ж Ш  - траєкторія руху об'єкту, причому

J cLx (І)

-LxCt) .
Ч ( ~tz—  * *  ft*), 
m / .  «  *

В другій главі доводяться необхідні умови оптимальності ке- 
рувг ь в припустимих класах з динамічними фазовими обмеженнями для 
нелінійних систем з запізненням. Розглядається задача синтезу оп­
тимальних керувань для деяких лінійних систем рівнянь з фазовим 
обмеженням.

В п.2.а розглядається система нелінійних диференціальних 
рівнянь з запізненням

і  it) * fix t i ) , а: ft-Ц  u.it),t), 0 4 t  ST,

x it )s O , -/i lit 4 0 ,

де xCt) - а-вимірний вектор в просторі Я.'1 , к>0 , u.Ct) -

припустиме керуванк.і, задане на множині V  с АЛ .Функція 
, де yCt) в xC t- k ) є визначеною 

для всіх значень аргументу, неперервно-даференційовною по х,у, 

і виконуються нерівності

I 4 L^CII + ll|-^ll ), 

± Ь&) 

II Чї/'М»*»*’ ! ^^ ІІй -ali,
ёГ, Є А™, £ -деякі

j константи.

Нехай в просторі A*» СО, ГЗ задана непорожня множина

W i f t t e / ,  0 ^ t * T ,

і функція w (x ,t ) є двічі диференційовною функцією своїх 
аргументів. Траєкторія системи досягає описану множину хоча б в



один момент часу. Серед розв’язків системи знайти оптимальну тра­
єкторію, яка задовольняє фазове обмеження w  (x(t ),t ) ^ О

і і

і визначити оптимальний момент часу, які мінімізують функціонал
Т !

І = 5 t '

 ̂ а.
Д0 - задана неперервна функція, 2 Ш е Л  . Доведена тео­
рема.

Теорема 2.1.1. Існують числа Л0 >0 , >0 . ' , >0
що вздовж оптимальних и. (t), х Ct) , Orft-tf у і траєкторії 
спрякеного рівняння

- 7 -

d f  it) ЭН (

dt эх

а щ х л і+ іг),и  (t + fi), Ip ct+k), и  (t+k),t+k)
-  ------- *—---------- ---- 2--------- .Oit4T-h,

з і

З Г ----------------fc------------ ’

де y ’l t l f tx  tt),y (t),
виконуються:

1) умови максимуму

max. H (x <t), ції), y(t),u(t),t) = Hte tt),t )■,

ЧЄ If ° 0

2) умова стрибка

і//(Vo) + ̂  ^ ------і

3) оптимальний момент часу задовольняє рівняння

ot Зле о* «х>г0і



г
2 Ct)dt.

Доведення теореми грунтується на використанні формул прирос­

ту функціоналів І = і I ^ z W  (*(*),*)

о

і спеціального "голкового" приросту керування.
Результат поширюється для багатьох фазових обмежень вигляду 

w . і О,
Б п. 2.2 доведено необхідні умови оптимальності керувань в 

припустимих класах з керованою початковою функцією, яка є розв'яз­
ком системи звичайних диференціальних рівнянь

і  «о - к

x(-k) = const., vCt) - припустиме керування на множині
V, ТГсі"1 ; а ) -неперервна п -вимірна вектор-
функція, причому

II - у II £ L5 II £-л|| •

II II і J

II і II ъ -v  II ,

Ь$,ин, Q - деягі константи.

Задача розглядається при наявності фазових обмежень зі змін­
ними моментами часу. Для такої задачі використовується форма за­
пису необхідних умов у вигляді функціоналу

а
) = ‘2  Л W . ( a +

T r
+ J + j [ x  tt) - X С л tf), utt), U t +

О о

0

+ J у * м £ х (і )-

-k - -

- 8 -

4) в кінцевий момент часу Г уСГ") = J
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що дозволяє в простішій формі записувати спряжену систему дифе­
ренціальних рівнянь і необхідні умови оптимальності керувань. 

Вводяться два означення для абсолютно неперервного розв'язку 

х.Сі), о it і ґ, ~ означення варіаційної похідної першого роду 
/ <? aft) і другого роду 8Х Л(3О /Sxit'i в мо­

мент часу £ від функціоналу 3(х) по функції *(t) .
Теорема 2.2.1. Вздовж оптимальних керувань Diti г

і -h. it  £0 , і траєкторії, яка їм відповідає при
оптимальних значеннях { ® f ... 9 tn  виконуються спів­
відношення:

S  &  с *  ■ ft \ у ю , и в It), v  ft), t® t 0 )
--------

St u  S ( *0(t}f f (t)>u0(*) >'v0(* )>t? , ' ~ , 4І40,

ї ї '0.

Проведені дослідження ілюструються на наступних простих 
прикладах.

В п.2.3 розв'язана задача швидкодії для системи двох рів­
нянь без відхиленого аргументу

*Х« ) «ЦАЙ),

= илСї)9
де u(t)~ кусково-неперервне керування і lutt)! £ 1 . Потрібно
визначити оптимальний час руху із початкової тсчки (0,0.) в точ­
ку (Ь,с) (а,Ь,с - додатні величини) при досягненні в дея­
кий момент часу 11 додатної точки (v,Q) осі OS

Досліджена задача для системи деох рівнянь з запізненням



л± (V = a(t), 
і, ft) = x^ti-й) ,

■ XjCiY- 0, it і О, 4 * Const,
~ I

найшвидшого переходу в точку £і>,с) із початкового стану іо,а) 

при умові, що існує такий момент часу tx , що Ctx ) ІО. 
Детальні дослідаення сформульовані з такому вигладі:
Якщо і>>д і Q4 C 4  jb~A) . f то оптимальна швид-

&

кодія, яка переводить точку ■ СО,а.) в точку . задо­
вольняє автоматично фазове обмеження існування такого моменту ча­
су, що виконується умова х£ С±°)^0. . £

Якщо & £ А , аба Ь <. й і С > — ^ —  • то

оптимальне керування має вигляд:
1) а.*-і. при і  є  Co, -VSJ^

2) а «і при і є Li/a,£ici + д) і таке керування
приводить в момент часу thl = <2V2 + Д в точку £д,о) ,
де іп.х - перший момент переключення керування;

3) а =і зберігається до другого переключення керування

+ УС+ j  (і + д Т}

4) Ц. = -1 при і і в кінцевий момент часу

\  tfc = <г-У2-4> + У «с+ £(*> + д)г '

досягається точка (Ь,с).
7 випадку а*2, Д = і траєкторії руху зображені гра­

фічно.
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