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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Математична теорія оптимального керуван­

ня бере свій початок з робіт Л.С.Понтрягина, В.Г.Волтянського, 

Р.В.ГамкрелІдзе, Е.Ф.МІщенко, підсумок яких підведено в книзі 

"Математическая теория оптимальных процессов". - М.: Наука, 1961. 

Стандартна, керована система

ос =  F± (и, х)> <-<- б U ,

з фіксованою початковою точкою X  (t0) — 0Со визначає відображен­

ня "вхід-вихід"

4L  : W-C-) V— =>— ос ( Т ) , Т > t o ,

так, що керуванню Ц (+)> "to -"t ~  > ставиться у відповідь 

правий кінець ОС (Т) тієї траєкторії, лівий кінець якої співпа­

дає з Х0 . Відображення Чіу , T > t 0 , зокрема , їх 

локальні властивості, являються важливим об'єктом вивчення в те­

орії керування. За допомогою таких властивостей установлюються 

умови оптимальності керувань в тому чи Іншому смислі. Зокрема, 

ключовий результат класичної теорії - принцип максимуму Л.С. 

Понтрягина - побудований на використанні "першого наближення 

вздовж фіксованого керування" відображення *11 т . На основі 

принципу максимуму була побудована практично завершена теорія 

лінійних систем I закладено основи нелінійної теорії. Однак, 

як добре відомо, принципу максимуму не досить для дослідження 

багатьох важливих для застосування нелінійних задач, в першу 

чергу, систем з т.з. особливими екстремалями. Тут треба врахо­

вувати наближення більш високого порядку. В свою чергу, пошук 

нових допоміжних необхідних умов оптимальності високого поряд­

ку, достатніх умов локальної керованості І ряд інших проблем 

теорії керування вкладається в задачу 'обчислення дотичних век­

торів до збуреної траєкторії зс g ft) —  С W-g 0?)> ~

при £ = 0 , де W,£ Ct) =  u(-fr) ■+ V( t  у Є-)

збурене керування, и it) - досліджуване керування, V(t;t) - збу­

рення досліджуваного керування, £ - малий параметр.. ‘

Мета роботи, полягав. ~ в отриманні дотичних векторів у 

'вигляді, деяких універсальних форм І в їх Дослідженні для отри­



мання нових умовоптиизльності високого порядку І достатніх умов 

локальної керованості вздовж траєкторії.

Використовувані методи. В роботі широко використовується 

такий потужний метод сучасної геометричної теорії керування як 

хронологічне обчислення, яке засноване на експоненціальному 

зображенні течій I рсЙвинене в роботах А.О.Аграчова І Р.В.Гамкре- 

лідзе. Використовуються таїсож методи теорії алгебр ЛІ.

Наукова новизна. Дисертація має такі нові наукові резуль­

тати .

Установлена випуклість конуса Лежандра, який утворено спе­

ціальними дотичними векторами - векторами Лежандра. Побудовано 

асимптотичне розвинення-збуреної течії. Конструктивно описана 

трьохпараметрична сім’я умов, яка визначає вектори Лежандра. 
Знайдено Інваріантні комутаторні вирази усіх векторів Лежандра 

непарного порядку, усіх векторів Лежандра другого порядку, дея­

ких векторів Лежандра парного ( >  4 ) порядку. Виділено спе­

ціальний клас керованих систем, для якого знайдено Інваріантні 

комутаторні вирази всіх векторів Лежандра парного порядку. Опи­

сано конструктивний спосіб знаходження виразів окремих векторів 

Лежандра довільного парного ( >  4 ) порядку. Установлено за­

гальні необхідні умови оптимальності в термінах векторів Лежанп- 

ра. Знайдена сім’я необхідних умов оптимальності непарного І 

парного порядків, а також сім’я достатніх умов локальної керо­

ваності вздовж траєкторії.

Практична І теоретична цінність. Розроблені методи локаль­

ної апроксимації високого порядку гладких керованих систем мо­

жуть використовуватися для дослідження широкого класу неліній­

них керованих систем. Отримані результати можуть бути викори­

стані для доказу різних теорем Існування оптимальних керувань, 

для аналітичного визначення т.з. особлАих оптимальних керу­

вань, при вивченні якісних властивостей оптимальних керувань І 

траєкторій, в задачах синтезу, прч вивченні проблем чутливості 

І Ідентифікації, при конструюванні чисельних методів розв'язування 

задач оптимального керування, в диференціальній грі..Результа­

ти дисертації можуть бути використані як матеріал для спеціаль­

них курсів І семінарів математичних факультетів І факультетів 

прикладної математики вищих учбових закладів.
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Апробація роботи. Результати дисертації доповідались авто­

ром на Республіканській науковій конференції "Дифференциальные и 

интегральные уравнения и их приложения" (Одеса, 1987 р.), на між­

народному радянсько-польскому семінарі "Математические методы оп­

тимального управления и их приложения" (Мінськ, 1989 р.), на ХІУ 

міжнародній конференції "Математическая оптимизация - теория и 

приложения" (Айзенах, ВДР, 1989 р.), в Ш Всесоюзній школі "Ионтря- 

гинские чтения. Оптимальное управление. Геометрия и анализ" (Ке­

мерово, 1990 р.), на Республіканській науково-методичній конфе­

ренції по математиці, приев’яченій 200-рІччю з дня народження 

М.І.Лобачевського (Одеса, 1992 p.), на УІ конференції математи­

ків Білорусі (Гродно, 1992 p.), на наукових семінарах кафедри 

загальних проблем керування механіко-математичного факультету 

ОДУ, кафедри оптимального керування механіко-математичного фа­

культету Одеського держуніверситету, на семінарі по геометрич­

ній теорії керування під керівництвом чл.-кор. РАН Р.В.Гамкре- 

лідзе в МИРАН.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в 

роботах- СІ - 7І .

Об’єм І структура роботи. Дисертація складається з вступу, 

трьох глав, які включають в себе дванадцять параграфів, І списку 

літератури, що складається з 50 назв. Загальний об’єм - 255 ма­

шинописних сторінок.

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі коротко описано походження питань, які розгляда­

ються в дисертації і N

§ I глави І присв’ячений опису основних результатів.

На протязі всієї роботи використовується формалізм хроноло­

гічного обчислення, яке розвинуте в роботах О.А.Аграчьова I 

Р.В.ГамкрелІдзе (Аграчев А.А., Гамкрелидзе Р.В.-Мат.еб. ~ 1978.

- 107, № 4. —  С.467-532} Итоги науки и техн. Пробл, геометрии

/ ВИНИТИ, 1980. - ТЛІ. - С.І35-І76). Хронологічне обчислення - 

це варіант операційного обчислення, який дозволяє, у всякому ви­

падку, при формальних обчисленнях . працювати з нелінійними дина­
мічними системами як з Лінійними» Точеті гладкого мно-

говяцу М ототожнюються з мультиплІкатиЕНими. функціоналами на
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алгебрі С (М) всіх гладких на М дійсних функцій (гладкість 
всюди далі означає нескінченну диференційовність), дифеоморфізми 
р. М ототожнюються з автоморфізмами цієї алгебри, а

векторні поля Х,у,:.. - з диференціюваннями алгебри С°ТЮ.
При такому описі значення дифеоморфізму Р (векторного поля 
X ) в точці х записується як ос°Р (відповідно ос ° X  ). 

Всякий дифеоморфізм Р'-М— *~М визначає приєднаний автомор­

фізм A d  Р алгебри ЛІ гладких векторних полів на М ,за 
пра вилом( А оі Р)Х =  Р ° X ° Р  .Для векторних полів X, У, 
як завжди, покладаємо (асі- )ОУ = [X, У ] ; Q X 7 V  3 -комута­

тор (Дужка JII) векторних полів ^ > У . Течія Я.* > 
яка породжена нестаціонарним векторним полем і .
тобто абсолютно неперервна сім’я автоморфізмів алгебри С°°( М ), 

яке задовольняє рівняння

позначається через

Fj> = t eR.L0,l V

^с
Гладка керована система

ос ~  ^  (и, х), с с є М ,  uel)^]R,

на многовиді М записується в Інваріантному вигляді

£  =  3c°F^(iO, хеН, U , e U < = R )  (І)

п траєкторія ЦІвІ системи, яка відповідає керуванню

1-І =  ft (t) І початковому стану Х0 , у вигляді
t

х(t) = » eocpj^(ії-Or))dr, t Є jR.
.

Короткому викладу необхідних понять I фактів хронологічного 

обчислення присвячений § 2 глави І.

В § 3 цієї ж глави описується нільпотентна апроксимація ке- 

. лздих систем, яка отримана в роботах О.А.Аграчьова, Р.В.Гамкре- 

•е 1 А.В.Саричьова (Аграчев А.А., Сарычев А.В. Докл. АН СССР. 
!'f T.295, № 4. - C.777-781; fityubcfuv A.A-; §алтки-



ь
ІІЛІЇЄ. H.V-, A.V. Acta /\ppUamdcuL.

-І989.' . fV, No. 3. -  P. (3f-23?) . ц„ а прок
симація використовується в останній, третій главі дисертації, 

яка присв’ячена застосуванням теорії, що розвинена в другій гла­

ві.

Центральне місце в дисертації займає глава 2, яка гтрисв’яче 

на опису спеціальних дотичних векторів до траєкторії, що дослід­

жується (векторів Лежаедра). Щ вектори ввів О.А.Аграчьов 
( A y t fu h w  А- А.  Со(1оццг. in tv v n a ^ tC n v x i е’а м а їу іе
dtA с0луіалліс\рш> шпЬіО'бгл , 3 -6  'iu ilU 't,
d 9 9 О. - Lion - Ruui^e, 1390. — V. і . —  P. * - і 2 ).

В § I для керованих систем (І) з початковою точкою Oc(t°) “ Ха 

фіксується деяке допустиме керування U. —  a (t) (тобто вимірне 

обмежене керування зі значеннями в множині U  ) I відповідна 

траєкторія ос =  ос (t) . Для зручності замість системи (І) 

розглядається керована система на И

У ~У °К уіїо) = х0 , (?)

де

Аі О ft)) -  (a J ̂ o ̂ (Ft (ucthvai) -Ft(u а»), 
fjet = w$p§Fr Cu(r))(ir\

to

при цьому траєкторії ОС *  ЭС ft) і ^ =  у ft) систем' (I) 1 

(2) для керувань U  = U(t) I V  =  U  (t) —  И (t) вТд-

поеідно зв’язані співвідношенням X  ft) —  ft) 0 f •

Вектор ^  e T x oJM (% oM  - дотичний простір ли гі 

в точці 0Со )■ називається вектором Лежандра системи (2) р мо 

мент часу 6“>  t0 , якщо Існує така сім’я керувань 1ґ -

=  , 6-<r л CO-inf {г/ v(tjc) фо] * &) - f I

v(tj t ) t - D )  , що точка̂

ij с v x f  j h x CV (T > E)) Є  W

гладко залежить від (у,.ї) , е дотичний ректор до

кривої '



6 Ш

£ і—v- i f  (e )  — x 0 ° ©ôb’J Ar (V(̂ } 0)
'б*

тобто

для деякого ГП Є N  

I

twi fifths') -  4 ^ Г  =0-
gly-p V ' ' E + 0  <2ft) ~  <T

Замикання множини всіх векторів Лежандра в момент часу 6" нази­

вається конусом Лежандра системи (2) в момент часу <Г І по­

значається через̂ Kg-, Ке- —  ~Тх0 М ,
Відповідно̂’теореми 1,1, яка доведена в § І, конус -

випуклий.

В § 2 у вигляді V  (і) вибирається спеціальне збурення ке­

рування I будується асимптотичне розвинення течії

v x p § \ t ( v ( t ) ) d t ,

де Г У £Г , Тобто, нехай (Э (t ) , 1 t£ ]R , - -̂.вимірна век­

тор-функція така, що p ( t ) = 0  \/t ф [0, ІД , Є  - точка 

нєскінчєїсї діференційовності по t  нестаціонарного векторно* 

го поля (Ц (t))f £l(G) Є  Lnt V  . фи

„ „ - „ . p p i ' ) ,

де at, p  , JA - достатньо малі додатні числа, отримано зо­

браження
Т ot

pocpj^ fo( J ^  (3)
t0 О

•f- наприклад, у випадку, коли



Ч
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Q
маемо асимптотичне розвинення

Q }  у-) ^

ОО ОО ОО к . 4  к+£ ^
'T-ч ТГ* V  ,'"1 «+«" K+t+W , , . „ .

" S S S . *  ^  г V C ffi / W , » t ) , (5)

V № f W , » ) “ ^ 2 I l  S - S  J J - J i
' • £i+~+tk=£ </i w  D O  0 *•

* і  ^  V i /Г Г r I і*
X

S=ijH

і I

* i V * > “ t f a / w  f a  4 . ) ^ A ^ A ' h ’M v A ,

i ® * ? * ] • • • ]  >

¥ ^ 4 + 5 г/ ^ )  i f .

Тут і a.

e a i p j x  d t  — e o j S j ^ d f i .
a, 8

Зображення (3) e основа для отримання локальних апрокегииа- 
цій високого порядку керованої системи (І).

Починайчи э § З І до кінця глави 2 з технічних причин, 

розглядається випадок (4)} загальний нелінійний випадок розгля­
нуто в глаеі 3.

В пЛ третього параграфу для Додатних чисел А, В», С I 

натуральних чисел С 2  і кладеться

сЛ*вїСО**Ае*' ¥ * № ) * C t e

і  в П.2 показується, що вибір о!, р, ^  у йягяйДІ таких функцій



8 не веде до втрати загальності), що приводить до сліду­

ючого результату.

ТЕОРЕМА 3.1. Нехай для даних цілих числах к % L, І 0,

М°> 0 має місце рівність Хс 0 V(<5j£>j і, т) —  0  Для

всіх цілих l'7,0,m'Z-0 > ЯКІ задовольняють нерів­

ні еть

j w f a J / j  к,1}т) < ju° -  j u к" (6)

Тоці вектор x 0 ° V (6jp j A b & , C )  » «e

V f a p j A j B , C )  -

SS, І2, S2, і ►V, f+m , , л \
_ L  с v . ( s jр>к,і,уп)>
~  К-Ч f-o ^ '

є вектором Лежандра в момент часу б" ,1, отже,

c c . ' V X b f > s A , Z , C )  є  Ке .

Тут ju (я, Cj к, иг) =  к (a+S-t-c) t  С (ё+с)+ т с .

В § 3 для фіксованих К° , , т° ’ конструктивно опи-

■1 множина есіх трійок (К, т ) , які задовольняють нє-

■ пості (6) при будь-яких натуральних Я, С ; більш

■>чо, річ Іде про множину

М к \ С,т°) =  a>6y € N { fK,f,m)l

<  ju (<М /;«” •

"ля цього введено множину s & ) = S ( * :  O ' )  , де

S* =(■«•, £°, m*) , nap (s', s r) трійок s'= (k'}
S" =  f K", f v, m " )  . а також множини N (s°; s'  s'9, JJ s '

S''1) трійок • Множина S  Cs°) являється зліче­

ною ■ перерахованою), а множини N  (.S°; s'  s*)> П (s°; S1, S*) -

скінченням;!. Всі ці множини конструктивно описані. За допомогою 

ц.*х v h c j m h  з теореми 3.1 виводиться .

8



ТЕОРЕМА 3.2. Нехай для даних цілих чисел К 'ZL} І "#0, 

Уц°̂0 знайдеться така пара fs' s") Є S(s")= S(k* l\ m ")}

ІЦО

эс, °V ( ffj p j  k> l }rfC)-0  V { K ,^ m ) e N  (У і s '  s ") ■

Тоді мае місце включення

x , ' W ° C e s f > i A , & , c )

Де _______ .
j. к к+t

W°fopiA, В, С) ^ Z j  < A B * 
(K,t,m)en(sejs',s‘)

. . .  ,. 0 N
xC V(Gi ps kJ,  m ) .

Ця теорема уточнюється в п.4, а в п.п.5, 6 розглянуті цва 

конкретних варіанта (два "крайніх" випадки) значень <Х> С, с, 

описана множина трійок ( к> £, in) , які задовольняють нерів­

ності (6), І сформульовані теореми 3.4, 3.5, що являються кон­

кретизаціями теореми 3.1.

Подальші зусилля в роботі направлені на те, щоб у виразі 

для вектора Лежандра 0 pj (див.формулю­

вання теореми 3.2) звільнитися від присутності допоміжної функ­

ції р —  р (і) I чисел А, В, С . 3  цією метоп в главі

2 окремо розглянуті випадки непарного (§4) I- парного (§ 5) 

Значень k ° і

В п.І § 4 встановлюється один допоміжний результат, який 

використовується в п.2. В п.2 розглядається керована система зі 

скалярним ( 't- і  ) керуванням, тобто (див.(4))

F t  ( и )  ^  +  t o c / t  ■ ( 7 )

(випадок (4) векторного керування еводиться̂замійою цо випадку 

(7) скалярного керування в п.4). Символом Ас ( к> **-) Позна­

чається довільний комутаторний"моноМ, який утворюється векторни­

ми полями виду

9



ІС

f a  ^о,б)А> Hff ^  + /  =

seN, к1+»*+кв*к, ^ + -+ ^ =  I, m1 + - + w s = m,

де

Н4;(Цг",ч) = [ з \ ^ >—, [ ї \ д  , D* ^ ] . . . ]  .
(8)

ТЕОРЕМ 4.2. Нехай для даних цілих чисел К %І/ С *пУоу 

де к' - непарне, знайдеться така пара (s' S*) Є  S  Cs°) —

-  S  Ск°, t , m") , що х„ °Л ГкД» т) =-0 для всіх трійок 
( К, £, m )  з парним к , які задовольняють включення

(М.иг) 6 N 65°J s' s') и  ГГ (У; s', s"J.
Тоді мае місце включеній

для всіх цілих к*>і, 6 % 0, щ . % 0 , ^  таких, що 

К* -непарне, їх+ *= Ґ  І Ск*> £*, П>*) Є

є N (У; s', s") U П  СS V s' s ').
Далі в цьому п. Наводяться теореми 4.3, 4.4, які конкрети­

зують теорему 4.2 на випадок, який описано в пунктах 5 1  б з

§ 3 .

В п.4 результати п.З розповсюджуються на випадок векторного 

керування (4) . Тут уже не передбачається, що и (6) є Lnt U , 

а множина U  Еважаеться замкненим випуклим многогранником в 

R  .В цій ситуації вводиться проектор Зс̂. (Аграчев

А.А., Гамкрелидзе Р.В, Мат. сб. - 1976. - Т.ІОО, № 4. - С.6І0- 

043). А саме, грань мінімальної вимірності многогранника U  

яка містить точку и (&) , змістимо паралельно в початок ко­

ординат простору I позначимо через оператор орто­

гонального проектування R  на лінійну оболонку грані, що



, \  ч . __
зміщена, а через (ЗГу О5)), C,j= і, 2 ̂  - матрицю оператора 5Г̂
(яіацо U (б) Є jrgt 1J . , то, очевидно, > a (&е/0б)),

- одинична матриця). Оператор мае сенс вводити
лише у випадку ’г >  2.

Покладемо

— І ч

%  = 5  ®  ^ * (9)

,ю>

t  ^  _ ■

П* (t‘s »*-*» ^  -

r J j  ris r* ‘2_Іг h ^ J i -

Dt ] . . L  .

Символом ҐК, l) Hv) позначається довільний комутаторний 
моном, утворений векторними полями виду

Аг , S - l . t j

n e N ,  + - Л

. Jf  ̂І "*>  ^  f t - *)■■>,k  s .

t ТЕОРЕМА. 4.5. Нехай для даМих цілих чисел К "З* і, t 'Z G,
ІП ^ 0 і де k* непарне, знайдеться МІКа пара (s' $*) 6 

&  S 6 0  -  S  Ck* £ > ' )  . що

(12)

^ • ( А Л э , ) Л ,  (* ,< .« )  -  p
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для всіх трійок (к )£,№) з парним К , що задовольняють 

включення

( к, I, m) e N ( s ' s s ' s ' )  U
Тоді, мае місце включення 

*

<Г— * (Асі ̂ ^)Ь5 Нє Є К
для всіх цілих m * ^ 0 j  t & j i - * ) " -

* ~ї>і±їОу../к*'ї 0 , таких, що /<* - непарне,

і‘і + -  + v  e і*  1 Ск* і* « О є н(*°>< s")un(s}s;s).

Далі в'цьому пункті наводяться теореми 4.6, 4.7, які уза­

гальнюють теореми 4,3, 4.4 відповідно на випадок векторного ке­

рування.

В § 5 досліджується випадок парного К° . Через 

Q  (к®, 1°, т”) позначається множина всіх розв'язків |Ь *£>(%), 

t-eCo,!], системи Інтегральних рівнянь

її L ,

ЛСр?*зАЛ)*0>
/ ... к ............. , <ІЗ>

3 f f ■ "> s >

3 ( > ; v W " > fO s0> ,
\- . •

1 Ті **•* ік

=]]•••} 77рК)--  
0 0 о к‘ і-

числа і3 } , t~ , К ( к - непарне) залежать від

К’, te m 0 І визначаються в п.І. Показано Існування ненуле-

>■;« розв’язків системи рівнянь (ІЗ).

Для випадку скалярного керування (7) е п.І установлена
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ТЕОРЕМА 5.1. Нехай для даних цілих чисел &'£0) т

де К° -парне, знайдеться пара (s', Sv) Є S  (s°) = £  (к°, С°т)̂

що задовольняє умову:

ОС0 (Ігп>- Л ) = 0

для всіх цілих т ^О , Yl>,L, 1 ^ 0 ,  ІіУО> - -,£zy,'Z-0 , таких,

що Ll+  ••• + Ігп - і , (Вп, і, ж) Є  N (S °j s' s ')  ■

Тоді для довільних функції £(•} Є Q  (к° 1°ут°) І чисел

і\'уО) Ь >0 С >0 мае місце включення

0С-с « W ^ , В  , С )  6 K s ;

де ---- -
,..°г , . >  і ,2,V,2«+£ inft+т.

Т?ГА& С X
(7n,t,in)eTT(S}s', s ')

Г|Н+ ~Ч = £  •’ '

В цьому ж п.І § 5 встановлюється теорема 5.2, яка в поши­

ренням теореми 5.1 на випадок векторного керування (4).

В п.2 докладно розглядається випадок К°- 2  для систем

виду (7) з скалярним керуванням (теореми 5.3-5.5) I для систем

виду (4) з векторним керуванням (теореми 5.6-5.8). Наведено
лише один результат для випадку векторного керування (4).

ТЕОРЕМА 5.7. Нехай для даних цілих чисел К°=£> С ̂ 0, п ̂ 0 

знайдеться пара (s', S" ) Є S  ($>') -  S  ( К ° V > 'пь>)  , яка за­

довольняє умові1-:

°(ACIJ?0,6P”HC (Ья’-Л  “  0
ДЛЯ ВСІХ ЦІЛИХ YTL>,0, Ц >, і ,  і, t O y  ..., t » *  ЪО, 1 £:jl ^  *  } ...,

і  ^  j ї й  1̂, ІЩтаких, що 4 +  ••• +  ‘ s , t «  І ,  ( 2п, І, і» )  Є  N  (s* s' <,*) U

U  n ( s ej 8 ,, s ¥) v { C8,  }.

Тоді при парному -£° виконуються ‘рїкноСтІ
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Ч ' Ь - ’ Ъ
а при непарному І мають місце включення

С- i )  iV ocr ( A d ^ D ^  f j ‘ , 2^  f j ]

c - o  f t ] 1

-і- Гп

В п.З розглядається випадок парного К ^  4 , I  ^■joi і ]  ̂ 

ІИ-'^О > припускає повне дослідження, У випадку скалярно­

го керування (?) має місце

ТЕОРЕМА 5 .9 . Нехай для даних цілих чисел К  t  е/ 4  і][} 

ІУІ°~^ 0  при парному к °  , знайдеться пара (s' б " )  Є  S (&°) ~

-  S  Ск°) 1°, М°У , яка задовольняє умову:

*■ =о
для всіх цілих т ъ 0, п ъ 1 , 1 '2  0 , ()>..., L S n >  0  . таких, що

+ £?,,=£, (ги,і, у») є  а/о».s* $*; а гт<У; s'

о

Тоді 

І

s K *  ■

Випадок векторного керування (4) розглянуто в теоремі 5*10* 

Як уже доводилось, отримання векторів Лежандра у вигляді, 

який вільний від допоміжних чисел А, Ъ, С І функції

- joC't) * , при довільних парному K°W/, V ' b Z ,  fn6,2{) 
кагатонїуеться на серйдзні труднощі. В гі.4 виділено клас керова­

них систем, для яких всю цю роботу Можна зробити до-кінця. А
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саме, нехай СИ.) —  .j. + u.ft) =  0 (нестаціонарний випа­

док ('?) зводиться до даного звичайним способом).

ТЕОРЕМА 5ЛІ. Нехай комутант [/ ~ £ L ? ЬJ  алгебри ЛІ 

L  -=Ьі’е- | ^ 7 являється абєлевим; £і/, і! З —  0 . Нехай,

далі, для даних цілих чисел К і^ C^-0J ги *3=0 > пе К° - пар­

не, знайдеться пара (s' s") Є S  (s^) =  S ( К°, 6°, Ш°) . яка

задовольняє умову:

if fat) $ =0 
для всіх цілих тъО, КЪ і , 1 ~ * 0 , таких, що ( 2.П, t, т) Є

є  N (У; s' s') U її (s°j s' s W f c '  £ > ’>] •

Тоді

-  a:0 » ( A d ^ f a d  i ) ^ ( a d  $■ є  K & •

Далі в цьому п.4 наведені приклади алгебр ЛІ з абелевим 

комутантом І приклади векторних полів cf. , які породжу­

ють такі алгебри.

Б загальному випадку парного К°>, проблема отримання 

всіх векторів Лежандра в остаточному вигляді залишається відкри­

того. Пункт 5 присвячений деяким крокам в цьому напрямі* А саме, 
пропонується у вирази для вектора Лежандра, який залежить від 

функції )>(•).€ Q & *  ш") , підставляти конкретний розв’язок

системи Інтегральних рівнянь (ІЗ), отримавши тим самим конкрет­

ні, цілком певні вектори Лежандра.

Для практичної реалізації цього міркування в п.5 виклада­

ється конструктивний спосіб побудови розв’язків р * р С*с) 

системи Інтегральних рівнянь (ІЗ) в явному вигляді.

Глава 3 присвяченаяасгосувадам результатів, які отримані 

в главі 2, а саме, виведенню сім’ї необхідних умов оптимальностї 

високого порядку І достатніх умов локальної керованості вздовж 
траєкторії. Ми обмежились тільки умовами оптимальностї І керова­

ності через їх першочергову важливість для теорії керування.

Однак ніщо не заважає (в крайньому випадку, принципово) Мотиву­

ванню результатів глйви 2 до іняйй пробЛяч тefrftlІ - керування ̂



і б
про яких йшла моьа напочатку.

В § І глави 3 розглядається керована система (І). Г!ри цьому

як початковий так І кінцевий моменти часу Т 0} , так І по­

чаткова І кінцева точки траєкторії ОС (То), C c C t і) не фіксовані,

а повинні зацоЕСЛьняти крайові умови виду

cj,. (xC'f.), тві Гі) = 0 ,  с = (14)

Задача полягає в мінімізації функції

на множині трійок j'Coj *, 'Х №  j т„ , де ЄЇ?.,

а ОС (+), 'Co ̂  "t ~ 'fi • > являється розв’язком рівняння (I), 

яке відповідав деякому припустимому керуванню такому, що ви­

конуються задані крайові умови.

Зафіксуємо деякий (не обов’язково оптимальний) процес

3C« 3 t ( t ) j  Ц —  U. (t), t £ [ t 0)T l ,  (15)

який задовольняє умови (14), I покладемо 

1

{у » ( * >ц ,ь м

%  (х>= ^  (зс, х (t),t0,T) ; ^  (х) ҐЦ  Xjioj),

(f a )  =cj,(% (Ц ,  х & Ш ) ,  f ( t )  (&  

a . * ( 6i ( t i ) t x ( ' 0 ) t o > T )  ^ N > N  ~ M x M * R  * U  .

Припустимо,- що ранг лінійного відображення ^ Mttl '~T^N~*- 
дорівнює 1-VWt . Введемо функцію Гамгяьтона Н > 

а саме для X  £.М, Ц-ЄН*1, Покладемо

Н-(Ч» w , f )  « < + ,  oc*f  ̂ (и-)У  *
Через ИГ позначимо множину всіх, ненулэоних розв’язків т - 

” S' (і)} Є tfco,Tj і спряженого рівняння, які задоет льняють
для майже всіх Hr € [іо,ТД умови максимуму



H  ( f  f t ) ,  X  f t ) ,  fit f t ) ,  t )  =  ^  H ( +  (*)> X  f t)  ,  « ,  i)
І умови трансверсальності

m  ... m  „

t«0—g. fiM , gS > e;
t (T)  = S  da[“(XtT>),

'НС*м,£юЛт,Щ = Е К ж ї

17

t* t. ••• 

- - £ £ . 4 ^ V
t * r  1*0

Наступна теорема, що доведена в § І, виражає необхідні умо­

ви оптимальності процесу (15) в термінах елементів конуса Леяанд- 

ра.

ТЕОРЕМА I.I. Якщо (15) - оптимальний процес, то Існує таке 

f  6 , що1

<  К Т); > >  ^ 0

це

К %  > К«г '  (Q . jT\  £ft.) ̂ <г •

Ця теорема узє.гальнюе основні результати робіт Б’янкІнІ, 

СтефанІ І Кренера ( вЯа/rtclu-rvt R. М-̂  Q. Агихк-

А-tod Соуъtrt. Non.Itnt&A. С. l.EU^h-M-b J с. F. МлкЬсп
ttAvd R .E .  Sacil-5 , 6 ^ 4 - -'Am^tOToUtw : Sc. Pu#£-
(58? . ~P- .tof-YSt; Kwi£b A.J. SIA M  J. С&пЬтмі
anct ****•“ V.iS, No. 2; -  p. as б - 2 9 3 )  .

3a II допомогою далі отримуються різні необхідні умови оптималь-



иості високого порядку. Треба відмітити, що майже всі відомі 

необхідні умови оптимальності високого порядку мають загальну 

рису: дана необхідна умова оптимальності має місце тільки в то­

му випадку, коли попередні їй умови оптимальності вироджуються 

(перетворюються в тотожні рівності) на деякому проміжку часу 

ненульової довжини. Для вірності необхідних умов оптимальності 

високого порядку,які отримані в даній главі, не потрібна вирод- 

жуванність попередніх умов на проміжку часу ненульової довжини, 

а достатньо виконання відповідних рівностей лише в одній точці 

6* часової осі (в наших формулюваннях роль вищезгаданих 
рівностей грають еквівалентні геометричні умови, які мають вид 

включень).

§ 2 присв’ячєний виводу необхідних умов оптимальності не­

парного порядку ( Кв - непарне), які виникають в результаті 

застосування теореми 1,1 з П  до векторів Лежандра непарного 

порядку з § 4 глави 2 І використування нільпотентної апроксима­

ції з § 3 глави І. Пункт І має допоміжний характер. В п.2 роз­

глядається випадок (4) системи, лінійної по керуванню, причому 

множина U  вважається, замкнутим випуклим многогранником в 

JP* , а умова U  не припускається викона­

ною.

ТЕОРЕМА 2.1. Нехай (16) - оптимальний процес. Тоді Існує 

таке f є  , що якщо для даної точки є  О І для

даних цілих чисел К0'?*!,. »ne^ O  . де Кь -непар­

не, знайдеться пара Є  S  (s°) =  S  * 1° уНь) 9

властивістю

£(ЄГ )‘Л  О, Є І J & G ) )  кЛуУъ)

для всіх трійок 9 карним ti , які задовольнять
включення*'

(к Д ін )  6 N ( » v y ;  Ih VCs't *'
T O

18
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ум всіх цілих К*>і, М* О, і ^О ,  —  j

ї, ..., jt ^  таких, що К* -непарне,

і ( ь ) е ] п *) є  N ( s° s' s") U ГГ (s* s' s ").

Тут І цапі О - множина' точок t  з [to, Т ] ,

в яких нескінченно диференційовані векторні поля ^  ^ } і

І керування It —  IX (і) , ~

^(WiK.t.nO^laEOO-X І Х в ^ С к Л * )},
ЬвСк,6,т)= &̂ »«иг-[ЛгСк,І,йІ) І к+і-Єі + т-(9г<  K+g-9t+ 

K+ (f tw ) -e2 < к+ (£+«)• 0 * j  , 

в Є *  0Г (І* 4  5*), *«*,*, S °- Г«°, £° w ‘),

* V kW >9, s'»M  г > 9 ,
К- «'. ° w *L клО

д к т м

yi =  it'- e*
и о ff *
C - t  m - w

«>* =  ■

г'-Г к-к' 
<'- г°

Iі-і* m'-n

І- Г №-/»°

не лежать на одній прямій.

Далі в п.2 розглянуто два практично важливих окремих випад­

ки теореми 2.1 - II конкретні реалізації Хтеореми 2.2, 2.3).

Узагальнення теореми 2.1 на випадок загальної нелінійної 

системи (І) з умовою & ( 6 ) G i M t  U  виконано в п.З (теорема 

2.4).

В § 4 глави 3 розглядаються деякі необхідні умови оптималь­
ності парного порядну ( К° - парне). ЦІ умови виникають в 
результаті застосування теореми 1.1 8 } І ТЯМИ 3 до векторів 

Лежандра парного порядку з § 5 глави 2. 0 п.І розглядається 

система, лінійна по керуванню (4). Перш за все виводяться необ­

хідні умови оптимальності другого порядку.

ТЕОРЕМА 3.1. Нехай (16) - оптимальний процес. Тоді Існує 
таке f  б Y  * ®° яиве пля Даної точки 6~ &  О І для 
даних цілих ниовл К* І >0 ,  игя> 0  знайдеться .дара



ко

(s' s') e S  fs«) = £ ( * •  ! > • )  , яка задовольняє умови:

&(сг)»Ь^НД*2п v -Л  e L6.(oc^)‘, 2п, ^т )

для всіх цілих т '^0> П >  і, і і ̂  ©і - • • > *̂2/> 2= pj І О,

• • > ±~J t n - ' 1 • таких, що 1*+ -  * 'ап = £>

(гм , t , m )  e N  O ’ - s ' ,  s r;  U  T TO y*', О Ч ґ * >  * > ’>3,
то при парному мають місце рівності

< ? w ,  * « < [ £ ,  4 ’ф  > - о ,  V 1- - * '
а при непарному мають місце нерівності

< ^ Н * Є 0 Ф "  [ j i ,  C f' | ^ ] )  4 » ,  іч .-Л

в ? ' l)A<  f  « , «  [g‘ ,d‘) ; ] + [ | i  b * |  t ]  ±

1  < 0 ,  “ W 4 t -

Далі в теоремі 3.2 розглянута одна з практичних реалізацій 

теореми З.ї. Теореми 3.1, 3.2 містять в собі як часткові випад­

ки відомі необхідні умови оптимальності другого порядку.

Випадок к'“У/ Ц} 1°Є.\о) і] , /и°»С розглянуто в теоремі 

3.3. В випадку скалярного керування ця теорема 3.3 формулюється 

слідуючим чином:

Нехай процес (15) являється оптимальним. Тоді Існує таке 
, mo, якщо для даної точки О І для даних цілих 

чисел £"= І; Уп°'̂-0 знайдеться пара (*s'$*)€

€  S>(s°) =■ ^ m " )  . яйа задовольняє умову:

z (*)-£Ch , (>»>■-л ) « іг( т > * » ,  і , " )

пля РсІтс цілих №>-0, n ' t l j  tj'bD, I  ?-0 • таких,



що £*+-•-. + сгп =  Л & N  Cs°j s', s") U
U T T ( S ; S '  / > } }  » то*

< f<0 , x ^ - D ; ’’( a d >  > 0 .
Нарешті, на закінчення цього п.І розглянуто випадок

%(и)={+н$> act) =о ■ ■

ТЕОРЕМА 3.4. Нехай комутант L  L, L 2  алгебри Ж

L =: Lie {■{->$} являється абелевим: Li,[, L1’ 1 - О . Нехай, 
далі, процес (15) являється оптимальним. Тоді Існує таке У'бУ 

що якщо для даної точки Є  Є  О І для даних цілих чисел К°> Чг

0, 0 знайдеться пара (s\ s") Є&Ск°, t° т°) ~

- S>fsV ) яка задовольняє умови .

х(б)°(аЛ q j n'l(cul z L f ( £ ( б); ?-> * )

для бсіх цілих М^О, іг> І, І ~*0 , таких, що

Сіп, 1 , п )  є  N  (S°y s' s") U 77 (Scs s' s9  N 
. т°

<^<p ( c \  cc. O') °(W . ( j j*  \ о Л  f f  Mcj V  >  <?•

В n.2 теореми 3.1-3.З узагальнені в теоремах 3.5-3.7 на 
випадок загальної нелінійної системи (I).

Тут же відмітимо, що ці теореми 3.1-3.7 не охоплюють всі 

необхідні умови оптимальності парного порядку, які можна отри­

мати з використанням векторів Лежандра парного порядку з 

§ 5 глави 2. Так,'наприклад, можна було б, використовуючи з тео­

ремі 5.1 з § 5 глави 2 (див.више) конкретні розв’язки р> -(3(f) 

системи Інтегральних рівнянь (ІЗ), отримувати нові вектори Лежан­

дра I, тим самим, нові необхідні умови оптимальності парного по­

рядку.
Останній, четвертий параграф глави 3 присвя̂енний. достатнім 

умовам локальної керованості системи (І) з фіксованою початко­

вою точкою зе {te) *■ ОС о ' вздовж траєкторії 'Ж *• (±3 , д&.
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породжена деяким грипустимим керуванням и —  и ft) . Нехай

A(^,toj t) = * w x p jf l  (u (c ))d v J tt,euj
to

- множина досяжності системи (I) в момент часу t  з початко­

вого положення ос0> ±„ . Нехай, далі,

D, - ^ + « d F t ( a a b >

о,
А (і  W  £==0'

d

А+ (ч,£іі/ 2»/*) ~

л . .
щ Лі (іі'ФЬ і̂ о, іл*і ,

__ ]  \

і ~ ш -^ *$> ^
І (Зі

, lz ’z L ) Іх>  і

с=0'

I cU h^ i-ф,- 1> і А -/ -*);
Д ^ С Ы у - ^ Н . ? j . K ) ' - ,J i ' )  *

- С ' Ъ - С \ ( ь м М , < * •

( i & j s ± * ,  і  4 5  *  к ) .



ТЕОРЕМА 4.1. Нехай для деякого моменту часу о ^  't-о , 

який являється точкою нескінченної диферєнційовності по t  

нестаціонарного векторного поля F̂ . ( U  (t)) , такої, mo

U- (<?) £  i/ftt U  I для деяких цілих чисел = 2 п- і >  І 

( П° Є ца°>0 виконана слідуюча умова: знайдеть­

ся така пара (s', S") Є  S (s.°) =  S  ( к *  £  ° иг*) , що 

I) зсС^ЛДйм, £ , m )  Є  L^CocQs)) ^ ,

для всіх трійок (2tr, f, ПЪ-Lj l ^ O } m ^ D / які задовольняють 

включення (2п, Є,м) Є  N (s°S S', S') U TT (Sy s' Sp ;
a  T £fc)M =  s ^ { £ ® . d ; a 5 s / « > "

- W O  I "•> C2*-L*°>

(fill-*, w) e  N fsj s' S? U IT6s ;  s', , 5]  . 1

Тоці система (І) локально керована вздовж траєкторії 

SC =  dcCtf, t > < T ,  тобто

£ft) eisn-t А (Го, t.j.-fc) V t  ><Ґ.

Тут символ А  г ( K j w )  означає довільний комутаторний 

моном, який утворений векторними полями виду

t L  A  f i K p v >}L)> <ч+," + Ч =І^ '

23

"е лр
• + 1Ии = к>7

кіеN кА + — + к„=  у-? "■«

а Ь̂СэсСб-); К, £, m )  будується з мономі Б виду ЛЄ(К,С,™) 
точно так же, як L g-('x(e'); К, ш ) з мономів виду 

Ag.(K> £і*ч) (див.позначення після формулювання теореми 2.1
з § 2 глави 3). : -
На-за>:ін'?®'ня' автор висловлює' глибоку ..вдячність Ревазу-, Валеріа-



нсвичу Гамкрелідзе І Андрію Олександровичу Аграчову за постійну

підтримку І численні стимулюючі ьбговорювання.
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