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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. У зв"кзку з широким застосуванням компо­
зиційних матеріалів у техніці, технології, будівництві, радіоелек­
троніці й зварювальному виробництві при розрахунку на міцність 

конструктивних елементів машин, в' численних тех­
нічних задачах, що виникають при конструюванні машин і проектуван­
ні інженерних споруд, виникає необхідність у вивченні,в першу чер­

гу̂ температурних полів і пружних напружень як в однорідних об"ектах 
так і в кусково-однорідних чи неоднорідних тілах.

До найбільш значних досягнень нашого віку відносяться розви­

ток едерних джерел енергії й освоєння на базі' ракетної техніки ви­
соких швидкостей польоту. В обох випадках дово диться мати справу 
з надзвичайно високими температурами,зв"язаними з процесом одер­

жання енергії, а у випадку високошвидкісних польотів також з яви­

щами аеродинамічного нагріву. Крім високих рівнів температури в 
робочих умовах часто виникають також значні градієнти температур. 

Наслідком цих великих різниць температур в температурні напруження, 

які інколи являють собою важливий фактор, що визначав довговічність 

матеріалу.
Тому питання розрахунку температурних полів і викликаних ними 

температурних напружень являоть істотний теоретичний, практичний і 

економічний інтерес.
Якщо ів з я т и  до уваги, що до рівнянь {систем рівнянь)стаціо­

нарної і нестаціонарної теплопровідності та пружності (термопруж­
ності) .зводиться досить широкий клас задач математичної фізики 
і те, що перевіркою достовірності інформації про розв"язок задач 

математичної фізики служить, як правило, розв’язок відповідної 

лінійної задачі, то ми повинні мати у своему арсеналі досить 

ефективний математичний апарат побудови точних аналітичних розв"яз~ 

ків лінійних задач.
Одним з ефективних методів розв"язання крайових .задач мате­

матично! фізики став метод інтегральних перетворень, народжений 

методом розділення зміших, що виник в роботах Фур"е Ж.Б.,Пуан­
каре А. і Шварца Г.А. Історично розвинулися і стали класичними 
інтегральні перетворення Фур"е,Лапласа,Фур"з-Бесселя,Вебера,Мел- 

ліна, Лежандра, Гільберта,Меллера-іока̂анторовича-JiебєдеваДан- 

келя і ін. Вони успішно працюють при розв"язанні задач математич­

ної фізики однорідних структур.
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З гострою потребою на сучасному етапі науково-технічного 

прогресу в розв"язанні й дослідженні широкого класу задач мате­

матичної фізики неоднорідних структур виникла необхідність в 

побудові таких інтегральних перетворень, які б давали можливість 
алгебраїзації диференціальних рівнянь з кусково-неперервними коефі­

цієнтами.
Вперше такі інтегральні перетворення з'явились у математичній 

літературі в 70-х роках нашого століття в роботах Уфлянда Я.С.(і 
його учнів) . Своє продовження вони знайшли у працях Лроценка Б.С.

(і його учнів) . Характерною особливістю цих робіт є розгляд тіль­

ки однієїтсчки спряження в припущенні наявності в ній умов кон­
такту, які не охоплюють навіть таких практично важливих умов,як 
умов неідеального термічного контакту та ідеального механічного 

контакту. При цьому не була вказана логічна схема застосування до 
розв"язання відповідних задач математичної фізики. Тому розв"язан- 

ня динамічних задач залишилися поза увагою.Якщо взяти до уваги, 

що найпростіший композит має дві точки спряження, то ми повинні 
мати конструкцію інтегрального оператора-перетворювача по меншій 

мірі на трьохшаровому інтервалі. В той же час приюіади розрахунку 

термопружних полів, електричних контурів і т.д. в ортотропних і 
анізотропних середовищах вказують на необхідність у інтегральних пе­

ретвореннях (гібридних) на інтервалі (0/^8) з довільним, але скін­

ченним числом точок спряження.
Не менший інтерес викликають задачі із змінними крайовими 

умовами і в негладких областях (.трикутник, прямокутник, призма, 
піраміда, циліндр і т. д.")

Мета, роботи. Розробка загального методу побудови гібридних 
інтегральних перетворень і логічної схеми застосування їх до типо­

вих задач математичного аналізу і задач математичної фізики неод­

норідних середовищ. Побудова фундаментальних розв"язків задачі 

Коші для інваріантних операторів на спеціальних ріманових многови­
дах.

Наукова новизна. В якості загального методу побудови гібрид­

них інтегральних перетворень запропоновано метод дельтавидних пос­
лідовностей (ядро Діріхле, ядро Коші ) . Розроблена схема інтеграль­

ного зображення міри Дірака, що породжує пряме і обернене гібридне 
інтегральне перетворення. Побудовано гібридні інтегральні перетво­

рення, породжені можливим розміщенням в сполученні диференціальних

операторів Фур"є,Бесселя,Лежандра. Указана логічна схема застосу-
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вання побудованих гібридних інтегральних перетворень до роз- 

в"язання задач аналізу і математичної фізики. Побудовано фун­

даментальні розв"язки задачі Коші для інваріантних параболічних,
В -параболічних, гіперболічних і -̂гіперболічних рівнянь і сис­
тем рівнянь на спеціальних ріманових многовидах.

Теоретична і практична цінність. Узагальнені класичні 

інтегральні перетворення Фур"е,Фур"в-Бесселя, Вебера і Ханкеля на 

випадок інтервалу з И точками спряження; побудована група гібрид­

них інтегральних перетворень, породжених на полярній осі з однією і 
двома точками спряження можливим сполученням диференціальних опера­

торів Фур"є,Бесселя і Лежандра; на спеціальних ріманових многовидах, 

утворених топологічним добутком Пг — лисної ріманової поверхні 
( W U i  Оо) і (МИ-) - вимірного евклідового п р о с т о р у  .побудовано 

фундаментальний розв"язок задачі Коші для інваріантних параболіч­

них, В -параболічних, гіперболічних і В-гіперболічних операторів 

В розумінні ііетровського , Запропонована логічна схема застосуван­
ня гібридних інтегральних перетворень для побудови точних аналітич­

них розвиязків відповідних сингулярних задач математичної фізики 
неоднорідних структур. Одержані результати можуть бути використані 
як ефективний математичний апарат побудови розв"язку досить"1, ши­

рокого класу сингулярних задач математичної фізики неоднорідних 

структур і математичного аналізу. Написаний при цьому аналітичний 
розв"язок носить алгоритмічний характер і може бути використаний 

з допомогою ЕОМ для числового аналізу.
Деякі ідеї і результати дисертації вже знайшли застосування у кан­

дидатських дисертаціях Лакусти К.В. (м.Чернівці,1981) , Вальківсь- 
кої В.І. (м. Чернівці, 1931) ,Делея В.І. (м.Хмельницький, 1935 ), 

Русакової О.Я. (м.Чернівці, І9<33 ), Шеляг Л.К. (м.Чернівці,1939) , 

Шинкарика ЫЛ. (м.Тернопіль, 1990 ), Романович Т.М. («.Хмельниць­

кий, 1991 ) , Котенко Н,В. (м.Чернівці, 1991 ), Даскаря 0.0. (м.Ти­

располь , 1992 ) ,
Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи 

доповідались і обговорювались: на наукових семінарах кафедри дифе­
ренціальних рівнянь і наукових конференціях Чернівецького держав­

ного університету, на наукових семінарах відділу нелінійних коли- 
вайь і математичьої фізики Інституту математики АН України, на на­

укових семінарах в Інституті ППММ (м.Львів̂ , в Інституті ЯММ



(м.Донецьк) , на науковому семінарі кафедри математичної фізики 
Київського університету, на міському семінарі "диференціальні 
рівняння:! їх ззстосування"'м.Київ, Політехнічний ін-т, керівник 

семінару проф. Вірченко Н.Н. ); на другому республіканському 

симпозіумі з диференціальних і інтегральних рівнянь (м.Одеса,
1973 ) , на всесоюзній конференції з теорії пружності (м.ьреван, 

1979 ), на другій всесоюзній конференції "Термодинамика необра­
тимых процессов*(м.Чернівці, 1934 ) , на першій (м.Львів, 1983) , 

другій (м.Львів, 1987) і третій (м.Львів, 1991) всесоюзних кон­
ференціях "Механика неоднородных структур"; на республіканській 
науковій конференції "Дифференциальные и интегральные уравнения 

и их приложения " (м.Одеса, 1937) ; на другій (м.Дрогобич,1939) 
і третій (м.Дрогобич, 1991) всесоюзних конференціях "Новые под­
ходы к решению дифференциальных уравнений", на всесоюзній кон­

ференції "Нелинейные проблемы дифференциальных уравнений и мате­
матической физики" (м.Тернопіль,1989); на наукових конференціях 
"Нелинейные задачи математической физики" (м.Донецьк,1983,1985, 

1937,1991; м.Чернівці, 1989 ); на міжнародній науковій конфе­
ренції "Дифференциальные и интегральные уравнения, Математичес­
кая физика л специальные функции“(м.Самара,1992) ; на ІУ міжрес* 
публіканському симпозіумі " Остаточные напряжения:моделирование 
и управление" (м.Перыь, 1992) , на міжнародній конференції , 
присвяченій пам"яті академіка Кравчука МЛІ. (Київ-Луцьк,І992 ) .

Публікації. По матеріалах дисертації опубліковано 90 праць. 

Основні результати викладено у роботах [1-53З . З результатів 

сумісних праць у дисертацію включено тільки ті,які належать ав­
тору дисертації.

Структура і об11 ем роботи. Дисертація складається із вступу, 
чотирьох розділів, заключения і списку цитованої літератури. 

Робота викладена на 329 сторінках машинописного тексту.Бібліог­

рафія утримує 142 найменування.

ОСНОВНІЇ ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі до дисертації обгрунтовано актуальність теми, дано 
коротко огляд літератури по темі дисертації і зроблено опис одер­

жаних результатів по розділах.Тут же наведено список кандидатсь­

ких дисертацій, виконання яких базувалося на матеріалах та ідеях

4



5
даної роботи, і перелік положень, що виносяться на захист.

І. У першому розділі "Інтегральні перетворення для кусково- 

однорідних середовищ", що складається з семи параграфів, побудо­

вано ядра прямих і обернених інтегральних перетворень,які уза­
гальнюють класичні інтегральні перетворення Фур"є ,Фур".є-Бесселя, 

Вебера і Ханкеля на випадок інтервалів з точками спряження. Ми 

виходимо із того, що кожне інтегральне перетворення породжуєть­
ся інтегральним зображенням -̂функції (міри Дірака) . Останнє 

можна одержати як границя в розумінні (сенсі) теорії узагальне­

них функцій дельта видних послідовностей, в якості яких служить 

■.або ядро Діріхле або ядро Коші -фундаментальний розв"язок задачі 

Коші(фундаментальна функція Коші) для сепаратної системи класич­
них рівнянь теплопровідності параболічного(g- параболічного) 

типу у відповідних областях.

У першому параграфі інтегральна формула Фур"е

інтегральне перетворення Фур"е, узагальнюється на випадок декар- 
тової осі з одні сю точкою спряження

iO«wH»-i>>3 £ Л г  Ijiid****, a)
що породжує пряме .

с oo  лч о х  rw
PW*)3= <***£<*> (2)

і Обернене - о  .ffac

F '4c ? f ^ l e  я г і с * ^ ^  (3 )

Звідси магмо:

Тут (• ) .означає дійсну частину від виразу, .а риска зверху
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комплексне спряження, ЪСх) -вагова функція, Ф̂Ь̂пектральна 

функція. Умови спряження тут і далі мають вигляд

6

(?)

У другому параграфі методом дельтавидної послідовності 
(ядро Діріхле") доводиться
Теорема і. Якщо функція V визначена на проміжку (£0) оо), 
кусково-неперервна, абсолютно сумовна і має там обмежену варіацій, 

ТО для х п ; =  £ і (Є«м*Єк) ( ^ = * 0  

справедливе інтегральне зображення

і \ .  ( в )

Тут л „

власна функція спектральної задачі Штурма-Ліувілля

( £ ^  ^ V f Л1=о , «а д ; ! ^о ; j=уй,

« 5  МІдаіо0 ’ (’O t № % =  0 , Й0)

№  )
і

-спектральна густина, Т(а>-вагова функція, ©Сі) -одинична 

функція Хевісайда.
З інтегрального зображення (8) одержуємо;

ґ°° <~ 
f w o ^ o c ^ W f t O c t e s  $ b o , .  -02)

} Во
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Алгебру диференціального оператора .

fca »хЙ°= І
дає можливість побудувати

Теорема 2. Для двічі неперервно диференційовної на множині 

функції Jffte) , що задовольняв умовам спряження (И),крайову 

умову ’ ,

• & 4 >

1 зникає на нескінченності разом з похідною першого порядку,спра­

ведлива основна тотожність інтегрального перетворення диферен­

ціального оператора $Ь\ п.
-  iaf SA ^  и-(*л>7/^=-х4?а)- 

V  1-1 « ? i i  t o r  « , &

Третій параграф присвячений побудові системи власних чисел 

і відповідних хм власних вектор-функцій на множині

! * * { * ' * *  4 * * 4

задачі Штуріа-Діувіійя:

-  ’ A.

- doc.
(15)

Ц 4 + &  )<041*5в°» ^  ^ +*^а ^U*+i ^ 4 ° 7 (і7)

•• % ■• ■•v - ,.,-' ‘ к •
Властивості системи зласних вектор-функцій



- -v 00 ґ  УУН л 1 Схэ
Xip(oc V )\ . =  4 £  V lo tЛ ) в ( х 4  Л в (0  -о с)т .
l^'-NVJj=i ( к > і k-1 к j=t 

дозволяють Сформулювати твердження.

Теорема Стендова . Будь-яка двічі неперервно диференційовна 
на множині ]а функція ̂ (осі,що задовольняє крайові умови' (17) 
і умови спряження (Id) .розгортається у рівномірно і абсолютно 
збіжний ряд Фур"є за системою "ХЛ З’.00
r __ 4>(ot,ap 5 ^

^ta)= p i  сі9)

Рад Фур"є (19) породжує скінченне пряме F^n і обернене F-^ 
інтегральне перетворення Фур"є на (П+1) -шаровому сегменті 
[̂ДЗза правилами :

R =  $ ^ «о ¥ С Х ,Л р Т < Х ) dx =• (20)

НЧйс.фіІ* ^

»oO№*U-tS&'frJbHWil4
♦jWLt,- gtffWiBWiftfa. C22)

S-l
oLТут II Яр ||* -квадрат норми власної вектор-функції.

У четвертому параграфі проведено узагальнення інтегралу 

Фур"є-Бесселя до CO j

|№>и>*<«м»] = S • w ' V w ‘0’ и)
на випадок полярної осі ГЬ'?/ 0 з УІ точками спряження.
Теорема 3, Нехай функція г

jft)= N/?jfwC £/«№-К.<Ш;г)+т. m,er?-R̂ )3
визначена, кусково-неперервна, абсолютно сумовна і має обмежену 

варіацію. Тоді для

8



+ г им і
? 6  R 0= 0 , R ^ , - o o  у

справедливе інтегральне зображення

9

|Ct«-o)̂ .oi3=Ŝ v{wV>r̂ x'' (м
Тут аагова ф у „»1 , '  ^  *■S  '

6 - 4 С<« С<» . .c  і 

K' b *  c* k W ^ p ^  -- r ^ " +1 ’ * * '«4 ;  ,}
-спектральна густина, а компоненти спект­

ральної функції

0f?-RKje(RK-2) + V ^ A ) Q{2-R*)

а власними функціями сингулярної спектральної задачі ііітурма- 

Ліувілля:

> У« 4 і ^ЛІІ2в0в*° ’ (26)

^  <L+fa K̂ -Pil ̂ ^ ^ K+P ^ l^ )WrS^Ha (27)
Інтегральне-зображення (.24 ) породжує пряме

‘W C*f'“:1= 5 W (28)
і обернене .

W  * » i =  (29)
інтегральне перетворення Фур"є-Бесселя на полярній осі ^ 0 
з I'll точками спряження.



Побудова алгебри диференціального оператора 

грунтується на твердженні •

Теорема 4. Якщо функція С<М(ї£ ) .задовольняв умовив
спряження (27) і умоои1 обмеження

иА 001<z-*<h сИЛ ' 1 ' v №
то мае місце основна тотожність інтегрального перетворення дифе­

ренціального оператора :- ■£ 41
* t f a ) - х  у іSe* .

к'* ек-л
Аналогічно у п"ятому параграфі проводиться узагальнення 

інтеграла. Вебера

на випадок полярної осі '17,9.̂ 70 з іг точками спряження.
Теорема 5. Нехай функція gfe) визначена , кусково-неперервна, 
абсолютно інтегро внаї і має обмежену варіацію на (Ъ0)&°) . Тоді 

Для 7. Є ^  ( при R0 > 0 ) справедливе інтегральне зображення

1 = S ° v * X T W *А о У А  ^  (33:)

Спектральна функція А ̂задовольняє систему (25) ,

умови спряження-(27) і крайові: умови

V?'4=i0
-спектральна густшаі породжена спектральною зада- - 

чео Ііітуїьіа-Ліувілля (25) , 027) , С34) .
Інтегральне зображення (33) породаує пряне і обернене̂ 

інтегральне перетворення Веб&ра на полярній осі *1$ R „ > 0  з Уі 
точками спряження:

10



W  fa  =  (зо)
R0 'чЛі 1

W ^ t l < « l = S V i V ^ , « n , ^ x  *■ ?«'• » »

Основна тотожність набуває вигляду: ^

W J  * < « = -  ха̂ > ~  ± 1 ^ 5  

^ кт <*і- С37г}

У шостому параграфі побудовано npa.se Hs*. і обернене Н5іг

скінченне інтегральне перетворення Ханкеля 1-го роду на сегменті 

£ 0j R1 з И точками спряження:

Є(%)фл s $*, (3d}

• *£ t V = %№м№ ^  <»>
Н^С 8 + віД ж  R ^ h<< (40)

ЭДъгвГ g * d 'z .

Тут -̂власна вектор-функція спектральної задачі Штурма-

Ліувілля на жожині
*Ж 7

In, = 7 .$  ч̂х) і ^  J

побудувати ненульовий розв’язок системой) за умовами спряження 

(27) і крайовими умовами:

За логічною схемою шостого параграф® на сегменті 

( R o ? 0 j 0° ) з Уі точками спряження побудовано

скінченні інтегральні перетворення Ханкеля tl-го роду:

С$ «> 1  - f ' у  О =  -?s , w 3>

II



оо
12

| ^ ' V l l V W f  *  * « > ,  (44)

> « Г £ * аГ )*1«.» • (45’
Одержані результати припускають узагальнення на множину функ­

цій із класу Uc|_.
Тотожності (ЗІ) , (37) , (40) і (45) дозволяють застосувати 

одеркані інтегральні перетворення до розв"язання відповідних 

задач математичної фізики кусково-однорідних середовищ.

П. другий розділ "Інтегральні перетворення з нерозділеними 
змінними“присзячзний побудові фундаментальних розв"язкіз задачі 

Коші для інваріантних відносно групи обертань навколо початку 
координат евклідозого простору параболічних, 8 -параболічних, 
гіперболічних і 8-гіперболічних в розумінні Летровського рівнянь 
і систем рівнянь вигляду

т.
*=

Т  “0* 2  fftk% V ) -  ,в ' ) & -  -  0
І і о  )7>Х' 1 . Чї »  1* 4 t "  (47)

ОдІ«0 _ С Чп(*«1
на ріманових многовидах <аут, ~  ‘л,а. м~3- та ~ “«а. х

.Тут ТЯ-Г -ріманова поверхня функції

( бп2= v v t C ^ - O ,  > і
УП-* 0О __ р І

Нн-9. = 1 ^ Л ї ”»їп ) ’• 00,400) ^_І=3,П ,

І  -  ^Ч '^ч г -^'р : 3 ‘

Апаратом побудови фундаментальних розв"язків задачі Коші 

для рівнянь (46) і фундаментальних матриць розв"язків задачі 
Коші для систем рівнянь (47) служать інтегральні зображення 

міри Дірака .
Теорема о. Якщо при будв-яксиу 6 > 0  для неперервної за сукуп-

:истем рівнянь вигляду

’ S A ^ ’V V ' 0 ’ (46)



ІЗ

ністю змінних функції -Ct-t,?.) , для якої = і t інтеграл

рівномірно збігається при і> £ до звичайної функції GrCtyxj 5 ) , 
то в результаті теорії узагальнених функцій

Ь*. filt,*,*) =  *^а  =

*  r ^ - T f ^ e  e ^ * K - 4 v w ) .

Теорема 7. Я що при будь-якому £;»0 неперервна за сукупністю 

змінних функція ) рівномірно прямуз до одиниці при -Ь-*0*
І при -fc> fe подвійний інтеграл^  С w і "
рівномірно збігається до звичайної функції Сг ( ї ■)Ч, ) ,

то в розумінні теорії узагальнених функцій

=  і; w . (49)

Теорема 3. Якщо функція задовольняє умови теореми ї,

то на многовиді має місце інтегральне зображення міри
Дірака

"а к  Г І Л‘ М>

Теорема 9. Якщо функція задовольняє уиови теореми 2,
to на многовиді має місце інтегральне зображення міри
Дірака 1

°*Й») 4-<н (»*> о о ^  X (5І}

- ^  S ° ° Ж » .( р } ч - ъ щ  1 л 'Ц rfл.

о "і:

У цих рівностях прийняті позначення; н. « ,/

R  - I'*- Э \ •-[ X  t (itj-1j ̂  1 J_/vw^kT] &
квадрат віддалі між точками ос̂ (-У*



Юк.= аКп/А[Г( -величина площі одиничної

сфери в ЕЛ = X* гС-)+і) ̂  %  ( S) (іч,fo)=4,ivГ°і-0,av+l^o) -
нормована функція Бесселя 1-го роду дійсного аргументу, 'З CS) “ 

звичайна функція Бесселя 1-го роду порядку ;

14

*3 (*)* £* rc^ix^tx) , Су~  [а.юр4(^і)Г1>
j*.

У. в*& v**$
скЄ- ^ s ^  ^ £ ^ s t s

-u«ô  4 1 ’ ,4I<£ 7
«Г1 ' 4. о ■, I4t>5t

)-одшшчна функція на рімановій поверхні TRjJ*1 5

R ^  'га+ ^ А+ + ^ ( х * - * * ) 4 .

Фундаментальну роль при цьому відіграють тотожності:

A- iv> ̂  ~ Сй»’  г n f

лз ІмрКОЕ (3&.* Ік- 1» V + = І®
=  -ofy »4 ,л -S-M \  ! } W M b l = A  + Д  1.

а ’
Тут функція •<£<*) -функція, що в і  - площині зображується всюди
збіжним радом, во,

ыоЭДР/ми ip.
Вященаведені інтегральні зображення міри Дірака дають можливість 

визначити інтегральні перетворення з нерозділеними змінники типу 
Бохнера-Шестопала, які внаслідок тотожностей (52) задачу побудови 
фундаментального розв"язку задачі Коші для рівнянь (461 і фунда­
ментальної матриці розв"язку задачі Козіі для систем (47)приводять 

до побудови розв'язку задачі Кеші для звичайних диференціальних 
рівнянь і систем звичайних диференціальних рівнянь.

В якості прикладів розглянуто основні рівняння теорії поля:рів-



няння теплопровідності, система рівнянь теорії пружності.система 

рівнянь тепло-i масопереносу,система рівнянь, що описує збурення 
в"язио-пружного середовища і т.д.

Ш. У третьої-у розділі "Гібридні інтегральні перетворення для 
неоднорідних середовищ" методом дельтавидких послідовностей побудо­

вано: а) на полярній осі з олн і ею точкою спряження гібридні інтег­

ральні перетворення (ГІІі) Ханкеля-Іур"є ( ї ї )  , Лежандра-Вебера ( J2) 
і Фур"е-Лежандра (ІЗ) ; б) на полярній осі з двома точками спряжен­

ня ГІН Ханкеля-Лежандра-Зебера ($4) , Лєжаидра-Хан.-:еля-Зур"є 155) , 

Хаккеля-£ур"є-Зебора (Jo) і в) на полярній осі зЯНгочками спряжен- 
ня ГІЛ Бесселя-5ур"е-Бесселя-...-Їур"є-Бесселя ( ї ї )  .

У кожному параграфі сформульовані і доведені теореми про інтег­

ральне зображення кусково-неперервних, абсолютно-сумоэних (з точко 
визначеною ваговою функцією") функція обмеженої варіації через ядра 

побудованих інтегральних операторів, а також одержані оснозні тотож­
ності інтегрального перетворення гібридного диференціального опера­

тора̂ метою застосування побудованих ГІІІ дія розв"язування відпо­
відних задач математичної фізики неоднорідних структур) .

Поскільки теореми носять ідентичний характер, то наведемо одну 
з них.

Згідно § о введемо в розгляд спектральну функцію

Vfir,» =  Ш  e C R ^ & C r -R i )*

спектральну густину _  э- 

і вагову функцію

6V*) =  6* ^ ^ ^  .

Теогема 10 (  З .о .іУ н в х а й  функція t .+ 1 /a

$ґг) - £f?) ^  I
визначена, неперервна, абсолютно інтегрована і має обмежену варіа­

цію на (о,оо ) . Тоді для •>

^  =  { '2  : гб (0,Р4)иГі?4}% )  ^

справедЛиве інтегральні зображення

IS

ФW  W l  +  JUA,
а л - і
О'
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=  ь М (7 ^ )Я  Ш \  S  & Ф  dj> Ы )
о о

Доведення. Функції Vj,/7;X) і задо­

вольняють рівняння:

,®° 00

(54)

t [b V i  & №  (Х,^ °  ^ ‘̂ ( 5 5 )

[ ^ a . +  а аА ( Л* + ^ )  3  V a  t e ,  а )  =  О ,  (о б )

[ £ * .  *  faf) “ 01 (b7)

Рівність (54) помножимо ка Z  ^ (Ъ$>) , а рівність (55) -

на г Щ + \  Y j ( 7 ,A )  і віднімемо від першої другу:

ч а д У ^а ) _ Д _ _ _  I  (Ч *$+,Г У М *

* 4 J  ^  <» (5d)

* № щ у -  < f * o -

Рівність (56) помножимо на t а рівність (57) -
на і віднімемо від першої другу:

Візьмемо деяке достатньо велике число , Внаслідок

рівностей (5сЗ) і (59) маємо :



I?

A
&£уи

*V [ V ^ f A ^ — ^'P-VjfA.tf) 4Уь(А,Х)] .
d"b > &Z

Для довільних додатних чисел С і СІ (C-cd^i довільної 

скінченої функції *ІЇА) , заданої на сегменті CC,dL 1 , знай­

демо величину інтеграла

S ° ° $ Ш ^ Г ^ Х )  с/ Л V te , 3) 6 7 * )  е і т . (61)
°С
Подвійний інтеграл (.61) внаслідок рівності (50) напишемо так:

А~ o o f W  W

Поскільки С і <L -  до літні числа, fo для знаходження гра­
ниці (62) скористаємося для функція Vo, І йУъ ас»плптотичними

a n ,
формулами

Безпосередньо маємо: ^

V3( A ,y i^£(A)p-  х  лмчі

W ' P 1 s ^ A ( % w -% (/> !>  

% & lcV * » V p i ] < ж»,ft іс ^Я *

Л Н Б  ш . В. СтефайїПїа" 
А Н  України



(63)

* f w  Олш. /01 +  u> #И Л лПГЧш-<и//»Л*
L cv)j'i ‘V U  i V K l  Tjf/wj*

.  Sin. [ « v ^ V f W -Л  t  -  .

- % v i xl %5^Ф >і[Ч 0Н ' ^ “і[ЯА-/ДЬііі(|!̂ Р0 ] .

Якцо функція 4TX) неперервна, абсолютно інтегровна і мав 

обмежену варіацію на £C,d. З , то підстановка (63) в (62) з 

використанням лем Рішана і Діріхле приводить до рівності

f s V )  Vfyxis/fyji'H х Є(г)с*г -
, J ^ C e A l  

К О , ‘

Якщо функція 'fYAl володів вищевказаними властивостями на 

0 > £ »  , .0 ю

S0 \ІІ-г,рSfOS . 'V f* )Y (v o S ^ $ <,* ‘ t e =4 '(p )S J fi’>- (64)

Припустимо тепер, ІДО функція

$ е г ) =  $ * У Vr- г л ) ЛЛ , сзо)

Помножимо б65) на 672) Vfa/jJ ) , де Ji -довільне до­

датне числові про інтегруємо по ’Z ВІД Т -  О до *2 = 0 0 .
Внаслідок (34) приходимо до рівності

'iQ ^ n ) ^ ( 7)p ^ n ) d z  (6о)

Підставивши функцію

ЧГаї =  Sj0^ су) V ( з * )  £ (p c t j>

у рівність (55) / одержуємо інтегральне зображення (53) .
Інтегральне аображкння (53) породжує гібридне інтегральна 

ііеретворення Ханкеля 1-го роду -Шур"е-Вебера:

18



00 .. . . . .\% ' & S ( ' h W ( z ) d r i =  X f x )  ш

% (\ )4 h ,w 3 ^ d \ =  s^ ('z ')

АлгеОру гібридного диференціального оператора

19

c m

У ,  = w x  = < ® а д с ^ )В , , + « /е м , >

< V )  < V )  ,

* +  o l w - w  Ц / 3 -

Дає можливість побудувати основна тотожність.

Теорема II. Якщо функція %П)& С<а)(І^) задовольняє умови- 
спряження, обмежена разом з першою похідною в точці 2 . - 0  .а 
при Ъ -t  оо зникає разом з перися похідною як функція g-<v?)=

- ^  -§-(і) f то має ьіісцє основна тотожність інтегрального
перетворення диференціального оператора ^  ■

* W h j l  t i n  ^ (г) ̂  ] = _  V *  V

-  “Н  г ^ ъ+̂ 2 .
Доведення проводиться методом інтегрування частинами з вико­

ристанням властивостей функцій ^  ̂  } & ґ,г  )  ,
* Останній параграф цього розділу присвячений побудові на 

множині .. *. -

Г *ї{г ; w ( h f r m b f r W W * ) •,r 0*  о, R 3 < ^ y
r ■

скінченних гібридних інтегральних перетворень Ханкеля-ї-го роду- 

£ур"з-4ур"є (R s o )  і Ханкеля 2-го роду-Фур"є-Фур"є f R „ > o } :

Ц ЬЬ Ъ ) \ Л 2 , > ъ ) & ( * №  =  -f (70)

л-,9- «о ^  * V
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и г4л=  ^  и v  ^  • (7i)

Явно виписано трансцендентне рівняння, структура власної 

вектор-функції та квадрат її норми . Лри цьому ефорлульована 

теорема Стєклова і теорема про основну тотожність.
Методика, запропонована у цьому розділі, дає можливість бу­

дувати гібридні інтегральні перетворення, породжені гібридними 
лінійними диференціальними операторами 2-го порядку-на кусково- 
однорідному інтервалі та їх алгебру ("ідентичну алгебрі диферен­

ціального оператора їур"є £ і і -
Практика підказує, що досить обмежитися гібридними диферен­

ціальними операторами, в структурі яких беруть участь диферен­

ціальні оператори Фур"є

F = — з п «<*■ + _ n-jC2
<И~ . Бесселя dm?- Ъ <М.

і Лежандра ї ~ Ц ?г > " * * * *  ~ i>

Оператор F появляється при моделюванні фізико-механічних 

характеристик середовища за постійним законом,оператор -

за степеневим законом, оператор А  -за експоненціальним законом.

ІУ. Четвертий розділ "Типові задачі аналізу і математичної фізи­
ки, що розв"язуються методом гібридних інтегральних перетворень", 

носить прикладний характер. Він складається з шести параграфів.

У першому параграфі методом скінченного гібридного інтеграль­

ного перетворення Ханкеля 1-го роду-Фур"є-Фур"є обчислені суми 
поліпараметричної сім"ї функціональних радів, члени яких вира­

жаються через функції Бесселя і тригонометричні функції.
У другому параграфі методом гібридного інтегрального перет­

ворення Ханкеля 2-го роду-Лежандра-Вебера обчислено поліпара- 

метричну сімпю невласних інтегралів,підінтегр&льні функції яких 

виражаються через функції Весселя і функції Лежандра.
Третій параграф присвячений розрахунку структури 

нестаціонарного температурного поля в неоднорідній напівбезмеж»- 

ній пластині методом ГІП Ханкеля 1-го роду-Фур"є-Вебера, яке
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виникає в результаті дії зосередженого на одній з ділянок пластини 

теплового джерела.

Числовий аналіз виконано на ЕОМ ЕС-І022.

У четвертому параграфі методом ГІП Фур"є-Ханкеля 2-гс роду- 

®ур"е розв"язана задача про структуру пружних полів, які утворюють­
ся при крученні кусково-однорідного циліндричного стержня у резуль­

таті дії сконцентрованого на одній з ділянок стертая зусилля. 

Числовий аналіз розрахункових формул виконано на ЕОМ ЭС-1С22.
У п"яток.у параграфі методом інтегрального перетворення 

Фур"є на декартовій півосі з П точками спряження побудовано у 
замкнутій формі розв"язок незв"язної динамічної задачі термопруж 

ності для (Yl+i)-&арового пружного півпростору. Числовому ана­
лізу піддається структура нестаціонарного температурного поля у 

двошаровому півпросторі, що виникає у результаті здійснення тепло­
вого удару на межі півпростору.

У шостому параграфі методом інтегрального перетворення Зебе- 

ра на полярній осі 'Z З R0 > О з '(Ь точками спряження побудовано 
розв"язок динамічної задачі термопружності для (Vi*i)-aiapoBoro 

симетричного простору з симетричною порожниною, що включає в себе 
випадок як циліндричної (осьової) симетрії , так і сферичної(цеит- 

ральної)симетрії. При цьому інтегральне перетворення Вебера зас­
тосовується двічі: для розв"язання нестаціонарної температурної 

задачі і для розз"язання динагічної пружної задачі.Аналізу 
піддається випадок двошарового простору з циліндричною порожни­
ною.

ХНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ

1. Проведено узагальнення інтегрального перетворення їур"є 
на випадок декартової осі з однією і двома точками спрякенння, 

класичних інтегральних перетворень Фур”е-Бесселя і Вебера на випа 
док полярної осі з УЬ точкали спряження.

2. Побудовано інтегральне перетворення Фур"з на декартовій 

півосі і декартовому сегменті з К»точками спрякення.

3. На сегментах COjRl і t ^ R I ^ O )3 И. точками спряження 
побудовано скінченні гібридні інтегральні перетворення Ханкеля 
як узагальнення класичних інтегральних перетворень Ханкеля на од­
норідному сегменті.

4. На полярній осі з однією”і двома точками спряження методом
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дельтавидних послідовностей забудовано гібрида* інтегральні пе­

ретворення, породжені' «ожаввші сяолучйншь* днфераіціальніСч опе­
раторів $ур"є,Бесселя і Ленанг̂а. иабудована на полярній осі з 2ft- 
точками спряження гібридного інтегрального перетворення Бесселя- 

5ур"с-Бесселл- -Зур"-;-Бесселя показує, цо запропонована мето­

дика дозволяє побудувати гібрц©іі інтегральні перетворення, по­

роджені будь-як: nt сполученням диференціальних операторів $ур"є, 
Бесселя, Лекандра і т.д. на іні’арзаяі визначення з будь-яким чис­

лом точок спряження.
■5. На прикладі скінченного гібридного інтегрального перет­

ворення Хан келя-̂гр"є-‘5ігр"є запропонований метод побудови скін­
ченних гібридних інтегральних перетворень.породжених сполученням 
різнотипних лініГіних диференціальних операторів другого порядку. 

Такі̂інтегральні перетворення тісно характеризуються наявністю 
теорем про дискретний спектр і- дискретну функцію,теореми Стєклова
і теореми про основну тотожність інтегрального перетворення дифе­

ренціального оператора.
6. На спеціальних рімакових многовидах (.топологічний добуток

Ы - лисноі поверхні Рікана і (кі-О-вішірного евклідового прос­

тору ) одержано інтегральне зображення міри Дірака як узагальнен­
ня композиції мір Дірака, породжених відповідно оператором Лапла­
са в і оператором Бесселя в . Це дало можливість для

інваріантних відносно групи обертань навколо початку відліку Іт,- 

вимірюго евклідового простору параболічних, В -параболічних,гі­
перболічних і 0 -  гіперболічних за Петровським рівнянь і систем 

рівнянь побудувати відповідно фундаментальні розв"язки задачі 

Коші і фундаментальні матриці розв"язків задачі Коші.
7. Сформульовано і доведя» теореми про інтегральне зобра­

ження чеково-неперервних, абсолютно с умовних (з точао визначеною 

ваговою функціє») з обмеженою варіацією функцій через едра побу­
дованих гібридних інтегральних перетворень,

б. Запропонована логічна схема застосування гібридних інтег­

ральних перетворень дяя розв"язання стаціонарних і нестаціонарних 
задач т'ішагишої фізики неоднорідних (кусково-однорідних) сере­
довищ. Dpt цьоху основну роль відіграв наявність (кожний раз) ос­
новної тотожності інтегрального перетворення гібридного диферен­

ціального оператора, яка дозволяє побудувати відповідну йому ал-
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гвбру, а, значить, виключити його з розгляду.

9. Різновидність застосування побудованих інтегральних пе­

ретворень показано на типових задачах математичного аналізу (су­
мування функціональних рядів і обчислення невласних інтегралів̂ і 
математичної фізики неоднорідних середовищ; нестаціонарна задача 

теплопровідності для трьохскладової неоднорідної напівбезмежної 
пластини, кручення трьохшарових неоднорідних циліндричних стеринів, 

динамічні задачі термопружності для кусково-однорідного да­
рового півпростору і (УЖ)-шарового симетричного простору з симет­

ричною порожниною . Побудовані методом гібридних інтегральних 
перетворень аналітичні розв"язки задач мають алгоритмічну форму і 

можуть бути використані (з допомогою ЕОМ) для числового аналізу 

(інженерних розрахунків) .
Такій чином, в дисертації побудовано і математично обгрун­

товано гібридні інтегральні перетворення, які можуть -бути вико­
ристані як ефективний метематичний апарат побудови розв"язку дос­

татньо широкого класу регулярних і сингулярних задач математичної 
фізики неоднорідних структур і математичного аналізу.

Основний зміст дисертації викладено в таких публікаціях 
автора:
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