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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А(Щ/алшісМь Яеш дослідження. Врахування післядії в мате­
матичних моделях дозволяє одержувати результати , які добре уз - 
годжуються з реальними об'єктами . Безліч відомих математичних 
моделей свідчать на користь цього твердження . За останні деся­
тиріччя збільшилися вимоги до точності різного роду технічних 
пристроїв . У зв"язку з цим з'явилась необхідність враховувати в 
математичних моделях об"єктів , 40 вивчаються, не тільки адитив­
ні перешкоди, які спотворюють корисний сигнал , але й шуми , які 
спотворюють розрахункові параметри системи . (об відповісти на 
питання про якість функціонування технічного пристрою , у бага­
тьох випадках доводиться досліджувати поведінку розв'язків сис­
тем нелінійних диференціальних рівнянь з післядією при наявності 
постійно діючих випадкових збурень . При цьому в більшості випа­
дків не вдається обгрунтовано відмовитися від врахування після­
дії в математичних моделях , які описують реальні процеси . Так, 
наприклад , у задачах аналізу систем автоматичного регулювання, 
в яких об"єкт регулювання і керуючий орган знаходяться на вели­
кій відстані , не враховувати ефект післядії просто неможливо. В 
деяких системах в ланцюгу оберненого зв"язку затримка конструк­
тивно необхідна , оскільки вона повинна враховувати час обробки 
інформації для вироблення регулюючої дії. Цоб дати відповідь про 
якість регулювання в описаній вице ситуації , доводиться дослід­
жувати рівняння , які виписуються для відхилення координат об'є­
кта регулювання від розрахункових . На жаль, математичні моделі, 
які враховують ефект післядії та постійно діючі випадкові збу­
рення , дуже погано піддаються як якісному , так і кількісному 
аналізу.

Випадкові збурення можуть приводити до розриву траєкторії 
динамічних систем . Тому дуже важливо при аналізі динамічних си­
стем враховувати цей факт . Звідси випливає акіпиамнісМь пробле­
ми розробки методів аналізу поведінки розв'язків стохастичних 
диференціально-функціональних рівнянь (СДФР) , шо містять дифе­
ренціал Іто та пуассонову міру , оскільки більжість стохастичних 
систем з післядією можуть бути зиодульовані СДФР . Теорія стій­
кості стохастичних диференціальних рівнянь як звичайних , так 1 
з післядією , розвинута в роботах 1.1. Пхмана, А.6 . Скорохода,



К. І то , М. Hicio, И.И. Красовського, І.Я. Каца, B.C. Королика , 
Р.З.Хасьмінського, В.Б. Колмановського, Г.Л.Кулінича, Г.Кушнера, 
Є.Ф.Царкова , Г.Н.Кільїтейна . В.Кізела. В.Трудзера та багатьох 
інмих математиків.

В дисертації пропонувться достатньо зручні для застосування 
критерії стійкості розв'язків СДФР з розривними траєкторіями.

МсЯа роботи :1) розвиток другого методу Ляпунова для СДРФ з 
скінченної! післядієв та наявніств пуассонових збурень;
2) розробка теорії стійкості СДФР з необмеїенов післядієв та з 
пуассоновими збуреннями;
3) розвиток теорії стійкості ліні'них та квазілінійних СДФР;
4) застосування одеріаних результатів для аналізу поведінки ро­
зв'язків конкретних стохастичних задач.

Жадоо&а ноїщна результатів дисертації полягає ;
- в побудові класів функціоналів Ляпунова-Красовського , які да- 
вть умови стійкості СДФР з обмеїенов післядієв та пуассоновими 
збуреннями;
- у доведенні загальних теорем про стійкість розв"язків СДФР з 
розривними траєкторіями : стійкість в середньому квадратичному , 
експоненціальну р -стійкість та р -стійкість в цілому , асимпто­
тичну стохастичну стійкість та асимптотичну стохастичну стій­
кість в цілому;
- в побудові класів функціоналів та методів обчислення слабкого 
Інфінітезимального оператора на розв'язках СДФР з нескінченною 
післядієв при наявності пуассонових збурень, а такої у доведенні 
теорем Існування та єдиності сильних розв'язків;
- в побудові квадратичних функціоналів,які давть умови стійкості 
тривіального розв’язку квазілінійних СДФР Із скінченнов післяді­
єв та розривними траєкторіями;
- у розробці інтегрального методу,який дає необхідні та достатні 
умови стійкості в середньому квадратичному тривіального розв'яз­
ку лінійних СДФР Із скінченнов післядієв;
- в одержанні достатніх умов стійкості в середньому квадратично­
му стохастичних диференціально - різницевих рівнянь в термінах 
власних значень Інтегральної матриці, яка записана через параме­
три цих рівнянь;
- в якісному аналізі стохастичних моделей Із різних галузей нау­
ки та техніки.
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Прамшпна цінність. В дисертації наведені результати якіс­
ного аналізу конкретних математичних моделей :
- досліджена стійкість стохастичної моделі "звисаючий павук "(те­
орія суцільного середовица та в' язкопружності);
- дослідіена задача втрати стійкості стрижня при випадкових збу­
реннях;
- вивчена стабілізація розв'язків стохастичних рівнянь теплопро­
відності та коливання;
- знайдені умови стабілізації курсу судна при випадкових збурен­
нях;
- дослідіена задача фазової автопідстройки частоти з багатокас - 
кадним смуговим підсилювачем при наявності переикод у генераторі 
сигналу (радіоелектроніка);
- досліджена стійкість процесу різання на токарному верстатНма- 
■инобудування).
Для згаданих вице математичних моделей вдається в термінах кое - 
фіцієнтів стохастичних систем одержати зручні умови стабілізації 
у вигляді нерівностей в області параметрів.

Ла дл/хисМ &инссяіііьс-я такі положення :
1 ) метод функціоналів Ляпунова-Красовського для дослідження стій­
кості розв'язків стохастичних «иференціально-функціональних рів- 
нянь(СДФР)з обмеженою післядією та наявністю пуассонових збурень;
2) другий метод Ляпунова для дослідження стійкості розв"язків 
СДФР з безмежною післядією та з пуассоновими збуреннями;
3) метод квадратичних функціоналів для дослідження властивостей 
та стійкості розв'язків квазілінійних СДФР з скінченною післяді­
єю та наявністю пуассонових збурень;
4) метод Інтегральних оцінок других моментів для дослідження 
стійкості та нестійкості розв'язків лінійних СДФР, якщо детермі­
нована частина СДФР експоненціально стійка; теореми по пераому 
наближенню (критичний випадок);
5) застосування розроблених математичних методів для якісного 
аналізу різних стохастичних моделей.

Апробація ройова. Основні результати ди­
сертаційної роботи доповідалися на II та U міжнародних конферен­
ціях з теорії ймовірностей та математичної статистики (Вільнюс , 
1973 p., 1989 p.); Ill міжнародній конференції з диференціаль­
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них рівнянь та їх застосувань (Руссе, Болгарія, 1985 p.); респу­
бліканській конференції з диференціальних рівнянь та їх застосу­
вань (Одеса,1987 p.); І та II всесоюзних конференціях з неліній­
них коливань механічних систем (Горький,1987 р.,1990 p.); III 
Уральскій регіональній конференції з диференціальних рівнянь та 
їх застосувань (Перм, 1988 p.); II всесоюзній школі-семінарі з 
ергодичної теорії маркових процесів (Рига, 1989 p.); II всесоюз­
ній конференції з нових підходів до розв”язання диференціальних 
рівнянь (Дрогобич, 1989р.); Всесоюзній конференції з якісної те­
орії диференціальних рівнянь (Рига, 1989р.); XIX міжнародній ко­
нференції з стохастичних процесіг та її застосувань (Айзенах,Ні- 
мечинна, 1990 p.); II міжнародному колоквіуму з диференціальних 
рівнянь (Пловдів, Болгарія, 1991 p.); всесоюзній конференції з 
якісної теорії диференціальних рівнянь та математичної фізики 
(Тернопіль. 1989р.); всесоюзній науково-технічній конференції із 
застосувань статистичних методів у виробництві та управлінні 
(Перм,1990 p.); конференції моделювання та дослідження стійкості 
процесів (Київ, 1992р.); на мколі-семінарі з стійкості стохасти­
чних динамічних систем (керівник-академік ЙН України й.В.Скоро - 
ход , Чернівці, 1990 p.); республіканському семінарі з ймовірні­
сних методів кібернетики Ризького технічного університету (кері- 
вник-доктор фіз.-мат.наук,професор Є.Ф.Парков, 1991 p.,1992 p.); 
республіканському семінарі з теорії ймовірностей Інституту мате­
матики АН України(керІвник-академік ЙН України B.C.Королик, 1991 
р. );науковому семінарі з теорії диференціальних рівнянь з части­
нними похідними Чернівецького державного університету (керівник- 
доктор фіз.-мат. наук, професор С.Д,Івасижен, 1990 p., 1991 p., 
1992 р..); науковому семінарі з проблем управління Чернівецького 
державного університету (керівник-доктор фіз,-мат. наук,професор 
М.Ф.Кириченко ,1990 p.); науковому семінарі з математичних мето­
дів дослідження операцій Інституту кібернетики ЙН України (кері­
вник - академік ЙН України Ю.М.Єрмол"єв, 1992 p.).

Публікації. По темі дисертації опубліковані 52 роботи . В 
кінці автореферату приведено бібліографічний опис 32 основних 
праць автора. В співавторстві з Є.Ф.Парковим опублікована моно - 
графія ; Квазилинейные стохастические дифференциально-функциона- 
льнне уравнения.-Рига;0риентир,1992.-328 с.
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СйрукЩмю, №а ой"бм ройоШ. Дисертація об"ємом 383 машинопи ­
сних сторінок складається з вступу , трьох розділів , додатку та 
списку літератури, цо містить 159 найменувань.

ЗмісЯ йис&р№аціі. 9 Ш іупі приводиться короткий огляд нау - 
кових праць, які присвячені розвитку теорії стійкості стохастич­
них диференціальних та диференціально-функціональних рівнянь,об­
грунтовується актуальність та новизна проблеми дослідження, виз­
начається мета дослідження та описується зміст дисертації.

Яе^щий родАіл дисертації складається з чотирьох параграфів.
В § 1.1 викладаються загальні відомості з теорії СДФР та доводя­
ться основні нерівності, які будуть використовуватись для дослі­
дження стійкості.

На ймовірнісному просторі (Q,~5 ,Р ) розглядається СДФР
dx(t) = a(t,x )dt + b(t,x )du(t) + 

t t

+ |c(t,x^,u) ̂  (du.dtJ, (1 )

x (8 ) г-^(Є) , 0 Є [-г,01 , (2)
о

п
де x(t) Є Ш  ; x^:={x(t+0), 0 Є [-г,01 );{u(t)} - вінерів процес;

n o n
^(du,dt),u Є IU<= iR -центрована пуассонова міра;а;[0,Т]х ffl— > 1R ;

о n n о n
b:tO.Tlx Г — > ®  x SR ; с:10,T їх Ш x Ш — > IR ; відображення a,b,c -

о
неперервні за сукупністю змінних; Ш  - простіо Скорохода непере-

п
рвних справа функцій -VЄ Ш  .які мають лівосторонні границі(НПЛГ) 
з нормою

о
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/  2і 2 \ і / 2  
; = ( Н ( 0 )| + Н ( 0 )| d0j . (3)

-г
Лет, 1.1.1. Якцо (v? ,і Є Й  }сШ ;1іі<? ( ^ , ^ ) = 0  ,

і п ж->оо ffl ш
тоді Н і  И - 4 }  II г 0.

*->©-= І О
п П

Тут Ш  - простір Скорохода НП/ІГ функцій ч  Є ffi з метрикою Скоро - 
п о

хода. Простір Ш  з метрикою (3) сепарабельний. Розглядається пи­
тання Існування та єдиності сильного та слабкого розв'язку рів -



няння (1)3 початковою умовою (2).
Припускаємо, що виконуються умови рівномірної обмеїеності 

/ 2 2 2 \  2 
sup (  | a ( t , 0 ) |  + | b ( t , 0 ) |  + I c ( t , 0 , u ) I i l ( d u ) )  = cL < ( 4 )t!° і

та один з варіантів умови Ліпииця: або глобальної
2 2 

| a ( t , ^  ) -  a ( t . 4 * ) |  + | b ( t , ^  ) -  b ( t . 4 » ) |  +
»

2 2 
|с( t ,u) - с(t ,4і ,u)І ІН du) < L ||̂  - ц> II <■ 5)

-  8 -

для довільних t>0 , {^,4 >}c:jD , де
n

о

II II2 : =
§* -r

2
H ( 9 ) |  (d0)  ;

або локальної
2 2 

|a(t,^ ) - a(t.'V)! + |b(t,^) - b(t,4»)| +

1 2 2 
|c(t,^ ,u) - c(t,vv.u)| ffl(du) < L H - ч> || (6)

(<!>) „ 2 
для довільних t>,0 , h>0 та :={"$! Е Ю  | || || < h).

h n §
Умови (4),(5) гарантують Існування та єдиність розв'язку

s
x(t,s,^ ) задачі (1) , (2) для всіх t » S 0 та ̂  Є Q :=

о 0 2 л 2:=(^Є Ш I II ̂  Ц : = е ( І Н  Ц } <о°) .
G о

В лемах 1.1.2;1.1.3; 1.1.4 доведені важливі нерівності для роз -
S

в"язків СДФР (1) для кожного С ,Т > 0 ,s >, 0 та tEts.s+Tl
2 s

IE { sup |x(t+T,s,^ ) - x(t,s,-S )| t |JV }< 
s<t<s+T-b. о0$t< b

2 2
< C(T)M H i  + cL ) ;•

0
2 s 2 2

IE { sup |x(t,s.-4p| |3L ) ^ C(T)( ||-̂  || + dL );
S<t<S+T о 0

2 s 2
ff ( sup |x(t.s.-9 ) - xd.s.H» )| |Sl  ) < C(T) И - Ч »  II . 

s$t$s+T о о



де С(Т) залежить також від L та oL .
В п.і.1.3 наводяться теореми 1.1.3 та 1.1.4 існування та єдино - 
сті розв'язків стсхастичних рівнянь з випадковими операторами . 
які є узагальненням СДФР.
В § 1.2 доводиться маркова властивість сім"і операторів зсуву

t о
вздов* розв'язків рівняння (1) { X :=х (s,^ ), t^s^O.^E Ю ) 

о s t
в фазовому просторі ( Ш  ,*2),а.) , д е ®  -сукупність всіх відкритих 

о .
підмножин Ю  ,о£-Qt-алгебра борелівських множин . що містить базу

о
топологічного простору (Ю ,96). .В п.1.2.1 доведена теорема 1.2.1 
про властивості перехідної функції для розв'язку рівняння (1)

p( s, ^> , t , f t )  : = 1 Р ( Х ^ £  й )  , ( 7 )
s o

де t Є Is.oo), s Є t0,o°), ^  Є Ш  та А Є 'У. , з якої випливає ,
що задача (і), (2) визначає стохастично неперервний справа стро-

о
го марковий процес з значеннями у Ш  з перехідною ймовірністш(7).
В п. 1,2.2 введена півгрупа операторів зсуву вздовж розв'язків

о ~

рівняння (і) в просторі С( Ю  х Ш  ) за правилом (T(t)v)(s,^ ) :-
S+t +

:=E(v(s+t,X )) та приводиться варіант формули Динкіна з
S

використанням слабкого інфінітезимального оператора . П. 1.2.3 
присвячений зупиненим розв’язкам СДФР , що дозволяє позбавитися 
від глобальної умови Ліпмиця (5) , замінивши її локальною з кон-

стантою L ; 'V ,4*Є S так , щоб величина слабкого інфінітезима- 
h h

( )
льного оператора всередені кулі S не змінилася . В п. 1.2.4

h
доведена

Лела 1.2.4. Нехай виконуються умови теореми існування та 
єдиності розв'язків для рівняння (1) . Тоді при всіх tjz^s^O ,

Г Є -У.та ^  і  Ш  сім'я розв'язків (х (s,^ ) , tjs^O) має маркову

властивість
z

Ф  (х (s.-S) Є Г |ЗЬ ) = р (z ,х (S ,^ •),t ,Г ). 
t S z

В § 1.3 розробляється другий метод Ляпунова для аналізу
стійкості розв'язків нелінійних СДФР з врахуванням пуассонових
збурень та обмеженою післядією. В п. 1.3,1 вводиться слабкий ін-

-  9 - , 2



фінітезимальний оператор для розв'язків рівняння (1 )
» 1 

(a v H s , ^  ):= 1 ів - [ ЇЕ (w(s+t,x (s ,^  ))) - v(s,^ )1 ,
U 0  t  з +t

о
де (s,4*) ) Е №  х ffl , та верхній слабкий інфінітезимальний опера- 

+
тор

„+ • 1 S+'t
( A, v )(S,^ ) 1 і в sup - І v( S+'t ,Х ^  )) - v>( S,^ )1.

ьіо о<'г^ск х  s
В п. 1.3.2 досліджуються функціонали з області визначення слаб­
кого інфінітезимального оператора.

Жеорела 1.3.2. Якцо виконуються умови (4),(5) , то функціо-
1 , 2  п

нал v(s,Jj ):=g( s (0 ) ї налеаить DfJ.), де g(s,x) E C  ( К  x ®  )
+

та

(XbHS.'S )=------------  + ((47 g)(S,^(0 )),a(s, ̂  )) +
■3s

1 2  T f
+ -  s p ( ( V  g ) ( s ,  ^ ( 0 ) ) b ( s , ^  )b (g,<S( 1 1  + I t | ( S . J |  ( 0 )  +

+C(S,J! ,U))-B(S,^(0))-((MB)(S,^ (OJJ.cts.'S ,u )] H(du), (8 )
Для функціоналів вигляду

-  10 -

v( s,^ ): = f(0)H(s,^(0),^(Ond9 ,

2
та V^(S,^ ):= F(V(S,»J) )J ,де F(X) Є С ( BO, доведена налеяність

їх до ОСІ) та отримані алгоритми обчислення (jtv)(s,4|) , 
(Jtv^Ks,^) (теореми 1.3.3 та 1.3.4),

В п. 1,3.3 сформульовані основні визначення стійкостей розв"яз -
ків СДФР. П. 1.3.4 містить теореми про стійкість тривіального
розв'язку СДФР (1)з розривними траєкторіями.

Розглянемо мноіину функціоналів
о 2 2

И:= (V Е С( Ю  х Ш  |с Н ( 0 ) |  ^tf(s,J)J<c І Н І І ^
+ 1 2 ^

* л о
при деяких с >0 , с >0 .'б Е С (l-r ,01) та всіх s Е Ш  , Е Ш  ).1 2 +

Яы>рет 1.3.3. Як*о виконуються умови (4), (5);
a(t,0)« b(t,0)* c(t,0,u)= 0 . (9)

о̂  0 ^
та Існує функціонал v Е И D< d_ ) такий, що X  w < -f; f Е Н .то



тривіальний розв'язок задачі (1), (2 ) асимптотично стійкий в се­
редньому квадратичному.

Іеорела 1.3.6. Якщо виконується локальна умова Ліпвиця (6 ) 
t + 0 4

та існує функціонал v £ D ( ) такий, цо Jl v < -f , причому при
деякому р>0 та всіх s^O, ^  Е JD виконуються нерівності’

n

с И ( 0 )|Р̂  v(s , -9 ) ^ с li 4} /  , с > 0 ;1 2 4

с І Ф О Ц ^  v(s,J|) ,< с Н 1|Р , с > О ,
3 4 3

то тривіальний розв язок задач! (1 ),(2) аижптоти-чм «)Г«*астично
стійкий.
П. 1.3.5 Ілюструє ігеаремічні досяідяевня f l . S - U  иа прикладах , 
які є стохастични#и моделями регцявваюмі el"€*cf* за звуком , де­
яких задач еп і де^іелеті і , ЫтъфЩйШ , <е#Н)іЛ-»гії , задач теорії
суцільних С&РЄДО-В-ИЦ І (Г.я.

§ 1.4 має теоретичний х-ар*кіг«ір , «станозлюються деякі зв’я ­
зки «ія стійкостями СДФР з скінченою післядією.В п.1.4.1 доведе­
на

Шсорчла 1.4.1. Із експоненціальної р - стійкості при р>0 
тривіального розв’язку (1 ) випливає його асимптотична стохасти- 
чна стійкість.

Яас,лідок 1.4.1. Якщо виконуються умови (5) та (9) , то з 
експоненціальної стійкості тривіального розв’язку задачі (1 ),(2 ) 
в середньому квадратичному слідує його асимптотична стохастична 
стійкість.

Розглянемо лінійне СДФР

dyCt) = fly + fly du(t) + ]C(u)y^ (du.dti) (10)

1 * і  1 
де fl,B,C(u) - лінійні обме*ені відайіраяення.

Жеяръма 1.4.2. Якщо тривіальний іроав’язок г вняння (10) 
асимптотично стійкий в середньому квадратичному, то він експоне­
нціально стійкий в середньому квадратичному.

Розглянемо квазілінійне СДФР
dx(t) - tАх + a(t,x )Idt + [Вх +b(t,x )ldw(t) + 

t I t t

-  11 -
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+ СC(u)х + c(t,x ,u)J SKdu.dt). (11)
і  1

Шоръма 1.4 .3 . Якщо тривіальний розв'язок рівняння (10) 
асимптотично стійкий в середньому квадратичному , відображення
а,Ь,с задовольняють (5) та (9), то при достатньо малих L тривіа­
льний розв'язок рівняння (11) асимптотично стійкий в середньому 
квадратичному.

Наслідок 1 .4.2 . Якщо тривіальний розв'язок рівняння (10) 
асимптотично стійкий в середньому квадратичному ; для а , b та с
виконуються умови(9) та (6 ), причому 1 іш L = 0 , то тривіальний

h->0 h
розв'язок рівняння (1 1) асимптотично стохастично стійкий.

В п.1.4.2 встановлені необхідні та достатні умови експоне­
нціальної стійкості в середньому квадратичному розв'язків зада­
чі (1 ),(2 ) за допомогою верхнього похідного числа
+ ^(р) 1 v(p)

D v (х (S.vS?)) := 11m - tv (x (S.vSn - 
p,ol S+рг U 0  t p.cL s+pr+t

v(p)
-v (x (s,'Ч ))J 

P.dL S+pr 
^(p)

для довільного p=0 ,l,2 ,..«; x (s,^) := {xts+pr+B.s,'*? ) ,
S+pr

fl Є [-(p+1 )r. 0 ]).
Яе&рела 1.4.4 . Якщо a , b та с неперервні за сукупністю 

змінних та задовольняють (5), то розв'язок x(t)=0 задачі (1), 
(2 ) експоненціально стійкий в середньому квадратичному тоді і 
тільки тоді, коли існують оі > 0, р Є {0,1,2....} та > 0 такі , 
що для кожного s Є R та виконується нерівність

+ ъ  

D v (х (S,s5|)) < -2cLv (х ( s , ^ )). 
p,cL s+pr p.cL S+pr

В п.1.4.3 доведена
Жеорсмa 1.4.5 . Якщо виконані умови теореми 1.4.4 ; (9) та

1 k k 
|c(t,^ ,u)| Ш( du) < L || ||

d) ^



-  ІЗ -

для деякого k Є IN , то розв азок x(t)=0 рівняння (і) екс -
поненціально р -стійкий в цілому тоді і тільки тоді , коли існує

функціонал v £ D( Л  ) такий, що при деяких с >0 , с >0 , с >0 та
1 2  3

довільних s Є R та ^  Є D виконуються нерівності 
+ п

с^ II ^  ||Р < v( s, ц? ) < с^ II ̂  ||Р , р > 0 ;

(<£+v)(s,^ ) < -с ||^||Р ; І Н И : =  sup | ^ ( 0 )|
З -г^ 0^0

Яе&ремп, 1.4.6. Нехай виконуються умови теореми 1.4.4 та
(Ъ)

умова Ліпшиця з константою L . Якщо існує функціонал /Іяпунова-
+ h

Красовського v £ ), який при деяких с >0 , с >0 , р>0 та всіх1 2
S Є R Є П) задовольняє нерівностям 

+ п

Н ( 0 )|Р ч< v(s,^ ) ч< с^ II ^  ||Р ;

( J L v H S . ^  ) < - С} II ^  ||Р ,
то тривіальний розв'язок (1 ),(2 ) асимптотично стохастично стій - 
кий в цілому.

Яруаій, розділ присвячений дослідяенню властивостей та стій­
кості розв'язків нелінійних СДФР з необмеженою післядією при на­
явності пуассонових збурень. Такі рівняння є математичною модел­
лю багатьох задач теорії суцільних середовищ та в"язкопружност1.
В першому параграфі наводяться відомі факти для детермінованих 
диференціально - функціональних рівнянь з необмеженою післядією.

В § 2.2 досліджуються властивості СДФР з необмеженою після­
дією та розривними траєкторіями

t t 
dxCt)=a(t,x )dt + b(t,x )dw(t) +

t -
c(t,x ,u)^}(du.dt) , (12)

to . to
x = -V , (13)

n t
де x(t) Є Ш  ; x :=<x(t-s), S Є Ш  } ; (a(t,^)), {b(t,^ )) та

+
n

(c(t.^ ,u)) - неперервні відображення в IR за сукупністю змінних



Р Р
t  >, t , ^ Є Ш  ;TD - простір Скорохода локально обмежених непе - 

0 п рервних справа функцій ^  : JR — > Ш  ,які мають лівосторонні гра-
+

ниці (НПЛГ), з нормою
ґ . - . .Р

-  14 -

М і  р : =
р \і/р 

^(s)| <^(s)dsj ; (14)

(w(t)) -стандартний скалярний вінерів процес, (du.dt) центро­
вана пуассонова міра,яка не залежить від u(t); функція^: Ш  — >

— > Ш  - функція згладжування.

В п.2.2.1 одержані допоміжні нерівності для п. 2.2,2, де доводи­
ться теорема існування та єдиності сильного розв'язку рівняння 
(12) з початковою умовою (13) . Доведення базується на ітерацій-

Р
ному процесі Пікара . але для норми (14) в просторі JD оцінки 
Гронуолла не використовуються, як це зроблено для класичних сто­
хастичних диференціальних рівнянь без післядії.

Шеорсма 2 .2 .1 . Нехай 1) існує константа L>0, така, що 
|a(t,x) - а(t ,у )І + |b(t,x) - b(t,y)| +

№

c(t,x,u) - c(t,y,u)| Dl(du) < L ||x-y (15)

-P
для довільних x,y Є Щ  ;
2) для кожного t Є [t ,T]

о

|a(t,x)| + Ib(t,х )I + J|c(t,x,u)| ffl(du) < L(l+ ||x | ^ )  ; (16)

3) існує h v 1 та x_- випадковий процес, x_ Є У~ такий, цо
to

to h
IE ( ||х_ ||L > <<ao.

Тоді І) Існує єдиний сильний розв’язок (x(t),t Є ft ,Т]> рівнян-
to to

ня (12) .який НПЛП для t Є It .ТІ , причому х = х_ ;

II) для t Є [t J ]  
о

h
Ш  { sup lx(s)| ) < o o  . 

t ^s$t0



В п. 2.2.3 доведена неперервна залежність розв’язків СДФР (12) 
від початкових даних.
П. 2.2.4 встановлює локальні теореми існування та єдиності роз­
в'язків СДФР (12) (теореми 2.2,3; 2.2.4).

Параграф 2.3 містить алгоритми побудови функціоналів із об­
ласті визначення слабкого інфінітезимального оператора. В п. 
2.3.1 визначена перехідна ймовірність , в теоремі 2.3.1 доведені 
фелерова властивість,нерівність Чепмена-Колмогорова та інші вла­
стивості.

Лежі 2.3.2. встановлює маркову властивість для розв'язку

х (s,vV) задачі (12),(13),якщо виконуються умови (15),(16) (ана­
лог леми 1.2.4 для СДФР з обмеженою післядією).

Для кожного N > 0 існує L > 0  таке, що для довільних 
Р N

х,у Е Ш  , для яких ||х|| < N , ||у|| < N мають місце нерівно­

- 15 -

сті Ліпшиця (14) та рівномірна обмеженість по t > t (15) з кон-
о

стантою L .
N N

В п.2.3,2 визначений слабкий інфінітезимальний оператор J , Для
t р р 

строго маркового процесу (х ) в Ш  для функціоналу v: SR х Ш  — >J?

та формула Динкіна; якщо "t (t) ^ S з JE(T:(t)} та v Є D(<£) , 
то

S+t( t )
v(S+Tr( t ) ,x  ( S , ^  )) = V(S.'S) ) + 

t(t)
S+Z

(l.v)(s+z,x (s,^ ))dz } (17)+ IE {

о p
при кожному s>0, t>0 ; Qciffi , де X  - час виходу з відкри­

тої області Q ; t  ; =inf (t Є Ш  |х Є Q ) та х  (t) N  t. Якщо
X  (t ) "л

(x } - процес, зупинений в момент 'Х: , то х = х , а 4 - -

слабкий інфінітезимальний оператор процесу tзГ ) . Як правило ,

обчислювати jlпроцесу (ї ) досить важко . Проте обчислення спро­
щуються тому,що для обмеженої відкритої області Q оператор може 
бути обчислений в точках області для незупиненого процесу .який 
визначається рівнянням

t _ t 
dx(t)=a(t,x )dt + b(t,x )dw(t) +

t ~  
c(t,x ,u)>J(du,dt)

ffl



де а , Б , с - видозмінені функціонали, які задовільняпть умовам

Ліпииця (15) та a(t,x)=a(t,x); Б(t ,х )=b(t.х ); c(t,x,u)=c(t,x,u)

для х Є Q; att,х )=0; b(t,x)=0; c(t,x,u)=0 для х £ Q . Знайдеться
о _t

відкрита мномина Ye: Q така, що для'V Є Y маємо х Є Y ,vt >0

(лема 2,3.3) та (JLv)(s,^ )=(ХvHs,'5) ) (лема 2.3.4).
П. 2.3.3 містить алгоритми обчислення слабкого інфінітезимально- 
го оператора (c£v)(s,^) для певних класів функціоналів

v: [о.тіх ш р— > ш,
Шсорела 2 .3 .1 . Якщо 1) виконуються умови (15), (16) з конс-

Р
тантов L для довільних х,у Є Ш  таких, що Цх||„< N; ||у|| а< N;

N Шт
2) v(s,x) := F(s,x(0)) неперервно диференційовний по первому та
двічі неперервно диференційовний по другому аргументу ;
3) а,Ь та с сумовані за квадратом по tEIO.Tl, то vfs,4̂ )  Є D( Л )  
та

~0 7) F( S , х( 0))
СX.F )(s,х ) = ----— --------+ ((ч F)(s,x(0)),(a(s,x)) +
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1 2 Т
+ - spt<^  F)(s,x(0))b(s,x)b (s.x)) +

2
[F( s,x( 0 ) +

Ш
+c(s,x,u)) - F(s,x( 0)) - ((V F )(s,x( 0 )),c(s,x,u))J Ш( du). (18) 

Яелреяа 2 .3 .2 для^ункціонала

V ( X ): : 1 k( s )g( x( s ),x( 0 ) )ds

доводить його налемність D(J[) та задає алгоритм обчислення 
U s ,* ) ). Для класу неавтономних функціоналів

1 о о
t

v (t,x ) ;=
2

t
k(s)g(t-s,x (s),x(0 ))ds

в теоремі 2,3.3 доведено, що v,.€ D(j[) та при певних умовах оде­
ржана формула для обчислення ( ^  )(s.'Q ).Для^функціоналів вигля­

ду v (t ,х ): =G(v (t,x )); v сt ,х ):=6(v(t,x )+v (t.x ))
3 2 4 1



X(t) p
■ина, a t  - час виходу з Q; 3) x = x та  ̂ слабкий Інфіні-

тезимальний оператор процесу (х- }; 4) для х Є 0

побудовані алгоритми обчислення (<[.v)(s,x) ( теореми 2.3.4 ; 
2.3.5).

§ 2.4 присвячений стійкості СДФР з необмеменою післядією та 
пуассоновими.збуреннями.

Лем і 2.4.1 . Нехай і) (х Д:*)0) - неперервний справа строго

марковий процес на ї с ш ^ з  оператором Д;2) 0 с ї  -відкрита мно-

■ина, a t  - час виходу з Q;

тезимальний оператор процес
~ t Ь

(£v)(t,X ) = —k( t , X ) ^ 0. 
о

Тоді для х Є Q :

A)v(t,x ) - невід'ємний супермартингал зупиненого процесу (х ) :
В )для комного X  >0

t vC Т .'х )
ЇР( sup w(t,x ) > Я >  < — ~—  . де х Є Q ;

Т.< t<oo Л.

Оіснує c(to) така, цо w(t,x )— >с(оі ) майіе скрізь.
Жьорела 2.4.2.Нехай 1) виконуються умови леми 2.4,1 ;

2)k(t,x ) },ІМх ) >„ 0 на відкритій підмношині та для де-

якого*Ь > 0 функціонал рімномірно неперервний на

R • = (Xі Є ШР І к (Xі ) < ^ )П 0 ;
1

s t
ЗїПМ'Г >t, sup Іх - X I > £.)— >0 рівномірно no t для до - 

Q t<s<l+h h-->0
t 4 ' 

вільного х Є Q.
t t 

Тоді для х E Q маємо k(t,x )— >0 при t— >оо>*ай*е скрізь в

Q  := {u s e Q.| sup v(t,x ) <X).
0 оД

В теоремі 2.4.4 , іо^є аналогом теореми 1,3.6 , доводиться більш

сильний результат: х — >0 при t —  ><=омай«е скрізь.
Розв'язок автономного рівняння (13) експоненціально стійкий,

'  1 7  ■
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~p t t t t t, 
якщо (£.v)(x ) = -k(x 0 для £L:* (x |v(x ) < J O  та k(x ) 

t t p Л
пропорційний v(x ) в О^для x С О  (теорема 2.4.5).

Найпростіший алгоритм побудови функціоналів Ляпунова-Красо-
вського дає

Ше&рела 2 .4 .8 . Нехай І К х  ,t >,,0) -неперервний справа стро­
го марковий процес, який визначається рівнянням (12);

Р L t.
2) h ; Ш  — > ®  задовольняє умовам: he0 )=0 , h(x ) > 0 при х 4 0
та неперервний в нулі;

t р
3 ) для кояного X Є Ш  Я.П'Х,

F(x ) = Ш <  І h(x )ds ї < с?о

4) існують

11 і в - Et

I h(xS )ds^

S о srft О
h(x )ds>=h(х ); І і в І Е Ш х  Q))=h(x ) 

s->0
д е ' ^  - момент первого виходу з околу Q початку координат;

5) F(x )— >0 при х — >0; F(x ) — >оопри ||х И >с«.

Тоді F(x ) функціонал Ляпунова - Красовського , який задовольняє

умовам теореми 2.4.3 та х — >0 при t— > о о  майяе скрізь.
В § 2.5 дослідвується асимптотична стійкість майяе скрізь 

СДФР з необмевеною післядією.Такі рівняння є математичною модел­
лю багатьох задач1 теорії механіки суцільного середовища та в"яз- 
копруяності задача ("звисаючий павук") : 
dx(t*) = y(t)dt . т „

f t .  t 
dy(t)=[F(x(t)) + k(s)fi(x (s) - x(t))dsldt + (X )dw(t) +

о

+ Jx(t)c(u)'$(du,dt),

T
де X(t) = (x(t).y(t)) . Будуємо функціонал

2
у (0 ) f

v( X ) = —j — + he x( 0 3) + jk(s)6(x(s)-x(0 ))ds .
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де Є(0) = g(z)dz ;функція h задовольняє рівняннп dh(9 )=-F(0 )d0

fl 6Ш, І така, цо h(0)=0, 11* h(z) =oo при |z|->oo. .

Використовуючи теореми 2.3.1 та 2.3.2, обчислено J .v. Тоді згід­
но теорем 2.4.3 та 2.5.1 достатні умови асимптотичної стійкості 
майіе скрізь тривіального розв'язку заданої системи визначається 
нерівністю
° о  2

CJ (X)
k(s)6(x(s)-x(0))ds

1
+ - 

2

2 2
X (0)с (u ) 8l( du) +

Ш

k(8)[C(x(s) - х(0) - x(s)c(u)) - G(x(s)-x(0)) -

Wo
- g(x(s) - x(0))x(s)c(u)lds Ш с du).

ЯреЯій розділ складається з чотирьох параграфів , де дослі- 
діуються лінійні та квазілінійні СДФР з скінченою післядією та 
розривними траєкторіями.

В § 3.1 викладені результати про стійкість в середньому ква­
дратичному тривіального розв'язку скалярного СДФР (1),де лінійні 
функціонали : att, 4? ), b(t, ^), - неперервні по t для

*
в с і х ’ЧЕ ffl(t-г,0ї), причому вони є елементами С ( І-г.0], 5R ) при 
коюному t Е І0,«і) та u t Ш.
В п.3.1.2 досліджується стійкість лінійного СДФР

dx(t) = а(х )dt + b(x )dn(t) + 
t t

с(х , u H  (du.dt)
t*

(19)

з початковими умовами x(t) =^(t) при t E [-г,01.
Jkopem 3 .1 .1. Для будь-якого Е В([-г,01) та s*0 розв’я ­

зок рівняння (19) { x(t+s,s,^ ),t*0 ) сумовний в середньому ква­
дратичному тоді і тільки тоді, коли

ав .
(Я Є О: ІД- а(е ) = 0) с  1К_ та

І ЛІ п  1

I (
В:

іАо
Ь(е )

U 0
і TV. - at в )

с с о  

“1
Ш  

с(е ,Ц)

це
1JV. - а(е )

Ш( du )d А < І . 

(20)



Наслідок 3.1.2. Тривіальний розв'язок рівняння (19) експо­
ненціально стійкий в середньому квадратичному тоді і тільки то­
ді, коли виконуяться умови теореми 3.1.1.

Яе&рела 3.1.2. Якцо В-і , то в будь-яком^ околі нуля знай­

деться така початкова функція^, чо 1 і■ Е(х (t.s.'S ))#0(*оо).
t - >  D O

Яе&реяа 3.1.3. Якцо В>і , то в будь-якому околі нуля знай-
2

деться така початкова функція^, що 1 і я Е(х (t,s,^ ))=с*=>
t - > о о

В п.3.1.3. вивчається критичний випадок для автономного СДФР
dx(t) = а(х )dt + (l+b(t))b(x )dw(t) + 

t  J  t

(1 +'6 С t ) )c( x , u H  (du.dt,), t »0. (21)

&
Яыуремп, 3.1.4. Нехай розв"язок x(t)i0 рівняння (19) експо­

ненціально стійкий та В=1. Тоді тривіальний розв'язок (21) стій­
кий в середньому квадратичному , я к д о с А ^ Ш  = «ах (t),^ (t>) 
монотонно спадає та існує інтеграл

2
|2dL(t) +dL(t)|dt <оо ;

нестійкий в середньому квадратичному, якщооІ( t )=шіп(^ (t ),̂ 6 (t )) 
монотонно зростає та

|2<al(t) +dL2(t)|dt =оо.

В п.ї.і.4. для дослідіення стійкості (1) з змінними лінійними
функціоналами використовується породіене рівняння

dy(t) = а(t ,у )dt . (22)
t

Позначимо h(t,T: ) розв'язок (22) , побудований за початковою фу­
нкцією h(X +0,Тг )=Н(0) , який дорівнює нулеві при всіх 8Є[-г,0) 
та одиниці при 9=0,

Яворет  3.1.5. Нехай : і) виконуються умови для hd.'t) :

2 f 2 
sup h (t/t> <oo; lit h(t,-X)=0 : sup h (t.T )dx< o o ; 

t)TtjO t->oo Ц 0  J
о

-  20 -
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2 ) для розв 'язку рівняння (2 2)
lia sup |y(t,0,-4))| = 0 ; 

t - > ^  I R  11 = 1 і
3) Існує константа c>0 та ймовірнісна Mlpa^(dL0) на t-г,01 та
ка, що при комному t}0 та Є Ш  виконується нерівність 

t
____  1 2 Р 211м (b (t.h (8 ,s)) + с (t,h (0 ,s),u)ffl(du)Jds < 1 .
t->oo, t J t

О Ш
Тоді розв'язок x(t) = 0 рівняння (1 ) 3  лінійними функціоналами 
асимптотично стійкий в середньому квадратичному.

В п.3.1.5 здобуто алгебраїчний критерій асимптотичної стій­
кості в середньому квадратичному систем стохастичних диференціа- 
льно-різницевих рівнянь з сталими коефіцієнтами (теореми 3.1.8 ; 
3.1.7),з допомогою якого дослідіена стійкість стохастичної моде­
лі курсу судна.

В § 3.2 дослідіується стійкість стохастичних моделей , які 
описуються стохастичними диференціальними рівняннями з частинни­
ми похідними при наявності пуассонових збурень.
Доведена теорема 3.2.2 про стабілізацію розв’язків стохастичної 
задачі Коші для рівнянь параболічного типу з сталими коефіцієн­
тами та теорема 3.2.1 існування розв'язку цієї задачі в просто­
рі сумовних в середньому квадратичному за часом випадкових функ­
цій.
Дослідіена стабілізація розв'язків мііаної задачі стохастичного 
рівняння коливання та теплопровідності (п.3.2.3 та 3.2.4).

В § 3.3 доведена формула Іто для квадратичних функціоналів. 
В п.3.3.1 вводиться поняття квадратичного функціоналу

г г т т 
'S ) J M d 0  ,d0 )*(0 ) .

I $
де ^  Є Ю  (t-г,01);JU-Є С (Q— >M( 0 Ш -  лінійний неперервний опера- 

п к
тор, який діє на-\ Є Ш  за правилом

п
о

JU.( ft, d0 )'Я (0) 

-г
де fl е £  -(5 -алгебра борелевих підмиоіин відрізка l-r,0 ),
причому для с t >0 виконується нерівність ^ 1^ ( 0 )! <
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Іеарсла 3.3.1 . Нехай має місце стохастичний диференціал

dy( t) = [f(y ) + c3L<t)Jdt +<sj(t)du(t) + 
t ^

t , u H  (du.dt)

з початковою умовою y(t) =^(t), t Є t-r,0J; ^  Є ffl ([ -г, 0 J) , де

f:C (С-г.ОЗ)— ; {dL (t ),&>( t ))c:H .^(t.u) Є H ?
n * * 5  1 2

Якшо Ju. Є D(ffi ), то для випадкового процесу < ц у  .у > стохасти-
t t

чний диференціал обчислюється за формулою
* _n . (0 J

d<jmy ,у > = ( <fflju.y ,У > + 2 S Z  <.Д. . У +
t t .j — 0 j

I
) +

Ш

\  (t ,uj'S CJU. Г& (t, u ) Ш( du) )dt

n ( 0 )
+ <J-i .У > (t)du(t) +

J=0 j t

+ 2
J=o

(o) ~

< u  ,y (t,u)^(du,dt) + 
J t j

(23)

де ffl -твірний оператор півгрупи {T(t)> на розв'язках детерміно­
ваного рівняння dy(t) = f(y^)dt ; сі. - j-ті координати век­

торів Л  та §  ; j = і, 2 .... п; Ъ  (juu - матриця (nxn) значень еле­
ментів U. матричної міри jU. на множині , яка складається з од- 

■ I  к (о )
нієї точки 9 =0, 9 =0; jU. - векторні міри на t-г,01, які скла- 1 2 і
даються з j-го стовпчика звуження матричної міри J ul на ̂ -алгебру 
множин вигляду ft х (0), fl-борелева множина відрізка t-г,01.
П. 3.3.4 присвячений дослідженню лінійних та квазілінійних СДФР 
з розривними траєкторіями.
Розглядається лінійне СДФР

dx( t ) fix dt + Bx dw(t) + 
t t

V

C(u)x>)(du,dt)( 
t

( 2 4 )

де й, В та C(u)- лінійні неперервні відображення.



Зе-арема 3.4.1 . Тривіальний р зв'язок рівняння (24) експоне­
нціально стійкий в середньому квадратичному тоді і тільки тоді ,
коли D(R )г>ЇК , де [К - майже відтворюючий конус в

о Т
£:= (д Є СС Q— >М ( Ш ))Iq( 8 ,0 ) = q (8 .8 ); N  0 ,0 Є Q } ;

п 1 2  2 1 1 2
(S(t),t Є ОД ) - півгрупа операторів зсуву вздовж розв'язків (24)

+ ***• r-w
з відтворюючим оператором (А , резольвентою R та потенціалом R .

>- о
Льна 3.4.2. Нехай £. -  слабкий інфінітезимальний оператор

маркового процесу , як розв'язку рівняння (24). Якщо.Л»-Є D(ffl ) , 
то квадратичний функціонал v(J? ):= > Є D( j.) та

(JJ.vH'S) ) = < ( A лЧ >.
Жаорсш 3.4.2. Тривіальний розв'язок рівняння (24) стійкий

*
в середньому квадратичному тоді і тільки тоді, коли існуєХЄІК

о

та число с>0 таке, що Ш  ju< -с(3 , j u j <5 .
о о

Для квазілінійного СДФР
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dx(t)=tf(x ) + a(t,x )ldt + b(t,x )dw(t) + 
t t t

c(t,x .uMdu.dt) , 
t

(29)1
де f : С (t-r.Ol)— > Ш  -неперервне відображення; відображення а,

п
b та с визначені.неперервні та обмежені на кожній обмеженій під-
множини ізШ ([-г,0 1), доведена теорема єдиності розв'язку

п *
Жеорема 3.4.3 . Нехай існує послідовність С jul , в Є0Пе.[К .

в
така, що для будь-якого Ч* Є Ю  (1-г,01) існує

п „
1 Ів <ju 4) ,4} > = <u.v? .'JJ > .

Ш- > оо  Ш
*

ЯкЩОи) Л » 0  , sup II ffl JUL II ( о о  та для всіх 
и>і ш

—ks
v (s,^ ,Ч> ) = е < u  (J? - Ч*),^ - Ч> > 
ш в

виконується співвідновення

Іів (fflv )(s.^,V)  ̂  о ,
И->«иО В

де s є R ; (^ ,4і >С Ш  (І-Г.О]), то через ковну точку (S,^) Є 
+ п

Є № х Ш  проходить не більше одного розв’язку (25) , де оператор
+ п
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Hv діє з D(iH) в Ш  за правилом 

и -ks *
(tHv )(s, ,ч> ) r -kv (s, .4») + e > +

И Ш
-ks n (o)

+ e { 2 2 C < j a  > (a ( s , ^ )  - a (s.W)) +
J = 1 І „ J 5

T
+ (Ms,*# ) - b(s,4))) S (j u )(b(s,^ ) - b(s,<v )) +

I J

+ (c(s,^,u) - cCs.H'.u)) 'b ( jj-)(c(s,^ ,u) - c( s.-V ,u)) Щ( du)>, 

ffl
В n.3.4.2 розглядається квазілінійне стаціонарне СДФР

dy(t) = + а(у^ )ldt + b(y^)dw(t) + с(у .ur^tdu.dt),

( 2 6 )
де a, b та с < ч) - неперервні відобраяення , які задовольняють 
умовам

|а(^ )| < L
U
- г

2 2
Н ( 0 ) |  о (d0)-tL ; |b(^)| < L |^(0)| o(d9)+L ; 

^  2 3J 4
-г

I с(\$ ,u )f < L
5

III

|v$(0)| ^  (d0) £П(du) + L
С

де о  - ймовірнісна міра на
°  [-г, о ]

Яеорела 3.4 .4 . Якщо Q> (ffl )c:{z E C  | Rez <-2 < 0 ) . та при
деякому A ^ ' l S  виконується нерівність

* Лг і
с II 0 ( R Q  ЛІ е ( -L + L + L ) < і , 

о Л  і 3 5
то рівняння (26) має стаціонарний розв'язок.

Яелрема 3.4.5 дає достатні умови : СК N^(R <5 ) II < 1
о

асимптотичної стохастичної стійкості для рівняння (25).
ЯодаЛіок складається з двох параграфів.
В § і проведено якісне дослідження стохастичної моделі ме­

ханічної системи "різець-деталь".
В п.і.і розроблено метод усереднення для диференціально-функціо- 
нальних рівнянь з івидкоосцілюючими випадковими функціоналами 
(теорема Д 1.2).



П.і.2 дослідмує лінеарізоване рігняння системи "різець-деталь"в 
околі статичної рівноваги
u(t) + 'iSu(t) + au(t) + blu(t) - u(t - x. (t))l = 0, (27)
де ̂  , a , b - визначають характеристики систем , Будемо вважати 
швидкість шпінделя випадковою величеною 

't(t) = М  1 +cL"\(t)) , 
де {^(t)> -марковий випадковий процес, який набуває два значен­
ня 0 та і , причому фінальна ймовірність дорівнює [Р( Д, (<*=0 = 1 )=р, 
Якцо усереднити (27) по фінальному розподілу, то питання про 
стійкість поломення спокійного різання можна розв"язати, провів­
ши аналіз розташування нулів квазіполіному

2 -(l+oL)^z -^z
Н(А.) = X  +^Л.+ а + Ь( 1-ре — (1—р)е ) = 0 .
З використанням ЕОМ побудовано D - розбіття при'&Ь.^І ;ol-0,5 ; 
р=0 ,5 та встановлено, цо область стійкості збільшується та з'я­
вляються достатньо обяирні зони стійкості навіть над границею 
абсолютної стійкості.

Тут такої розглядається інша лінеарізована стохастична мо­
дель процесу різання , в якій параметри детермінованої системи 
знаходяться під впливом випадкових збурень

*u(t) + ^  u(t) + au(t) + btu(t) - u(t- b)] =

-  25 -

= [«(t.) - u(t-k)][dw(t) + f(v)^(dw,dt)]. (28)

Тоді область стійкості в середньому квадратичному тривіального 
розв'язку (28) визначається нерівністю

* 1

/  2 2 'f (V) \
<5 + с ------dv І

^  І v2 / 1

2 t̂ s
sin —  ds

2
<1, (29)

2 2 2 
-S +a+b( 1-coSS Ь.)] +( s+bsinsh)

де (J - параметр дифузії процесу fu(t)) та
A v )

dv <oo.

Умова (29) визначає в просторі параметрів (^, а, Ь) "пелюстко­
ву поверхню". При с = 1; ^  =0,1; Ь=0,1 та f(v)=sin 3v , за допомо­
гою ЕОМ побудовано області стійкості . При фіксованому значенні 
<3 "пелюстки'' помітно згладіуються, цо найбільї реально відобра-



- 26 -
пае процес різання на токарних верстатах.

П. і.З присвячений дослідкенню системи "різець-деталг," за допо­
могою методу Ляпунова. Якщо побудувати функціонал v(s,<$) , який 
задовольняє умови теорем і.3.2 та 1.3.3

о

| ^ ( 0 )| d9 , оі >0

то достатніми умовами асимптотичної стохастичної стійкості про­
цесу різання є виконання нерівностей

1
с+<sL>0 ; (с+оІНсІ-'й) —  (l-a-b)<0 ; с=1 +

4

г
f (и)

dv < O Q

C-dL

1
-(1-a-b)
2

-c
Нерівності легко

-(1-a-b)
2

oL - 4 -b

І

> 0

-b c-oi.
перевіряються за допомогою ЕОМ . що дає нотяи- 

вість вказувати області параметрів, де спостерігається стабілі­
зація стохастичної системи "різ'ець-деталь".

В § 2 розглянута стійкість стану рівноваги системи фазової 
..автопідстройки частоти (ФЙПЧ).
В п.2.1 описана стохастична модель ФЙПЧ при наявності смугового 
підсилювача в ланцюгу оберненого зв'язку.
В п. 2.2 проведений аналіз стійкості стану рівноваги системи 
ФЙПЧ з багатокаскадним смуговим підсилювачем три «ідсутно-сті пе-•с
реюкод. Цей аналіз зводиться до дослідження стййювогй ігривіаль - 
ного розв'язку дифереціального рівняння дакгого тгорядку з загая­
ним аргументом

Tx(t) + x(t) - b x d - x )  + b.mTxtt-T:) = 0, (ЗО)
де Ь=£ї F*(<Q ) , Я _  - смуга утримання , Т - стала фільтру низь-

• Y о Y ’ -
ких частот. При в=0 область захвату (стійкості) сильно відрізня­
ється при всіх Т>0 від випадку ФЙПЧ без смугового підсилювача.
При Q  f'(vQ ) близьких до одиниці та достатньо великих Т слід 

Y о
дослідіувати вплив малих випадкових збурень параметрів на дина- 
иіку ФЙПЧ , тобто дослідіувати стійкість тривіального розв'язку



яіиійиого стохастичного диференціально-різницевого рівняння при 
иа«»коеті випадкових збурень

Tx(t) + x(t) + bx(t-t-) + bnTxd-'X.) =

= CoLx(t)+ci. x( t-"c ) + cL x( t - x ) t ) +
1 2 3

+ fc x(t) + с x(t-X) + с хСІ-Х)] f(v)\Kdv,t). (З!)1 2  3 .
41

Знайдено області стійкості в середньому квадратичному тривіаль­
ного розв'язку СДРР (31).

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТА РОБОТИ
1. Доведена теорема існування та єдиності для розв'язку стохас­

тичних диференціальних рівнянь з випадковими функціоналами.
2. Побудовано класи функціоналів Ляпунова-Красовського та знай­

дені алгоритми обчислення слабких інфінітезимальних операторів 
на розв'язках СДФР з обмеженою післядією та пуассоновими збурен­
нями .
3. Доведене прямі теореми Ляпунова про асимптотичну стійкість в 

середньому квадратичному та асимптотичну стохастичну стійкість 
розв'язків СДФР з розривними траєкторіями.
4. Встановлено зв'язки стійкогтей для розв'язків СДФР з обмеле­

ною післядією , необхідні та достатні умови експоненціальної р - 
стійкості в цілому.
5. Доведе .с теореми існування та єдиності розв'язків для СДФР з 

необмеженою післядієв , про неперервну залежність розв'язків від 
початкових даних.

6 . Побудоване класи функціоналів Ляпунова-Красовського та обчи­
слені слабкі інфінітезимальні оператори для розв’язків СДФР з 
необмеженою післядією та пуассоновими збуреннями.
7. Доведене прямі теореми Ляпунова про стійкість майже скрізь 

СДФР з необмеженою післядією з розривними траєкторіями.
В. Побудоване квадратичні функціонали, які дають умови стійкос­

ті тривіального розв'язку квазілінійних СДФР із скінченнов пі­
слядією та розривними траєкторіями.
9. Розроблений інтегральний метод, який дає необхідні та доста­

тні умови асимптотичної стійкості в середньому квадратичному ро­
зв'язків лінійних СДФР.
10. Знайдено достатні умови стійкості в середньому квадратичному

-  27 -



стохастичних диференціально-різницевих рівнянь у термінах влас - 
них значень деякої інтегральної матриці.
і!. Дослідяена стійкість стохастичної моделі " звісаючий павук " 
(теорія суцільного середовища та в"язкопрукності).
12. Проведений якісний аналіз стохастичної моделі задачі різання 
на токарному верстаті (машинобудування).
13. Дослідяена стохастична модель фазової автопідстройки частоти
з багатокаскадним смуговим підсилювачем (радіоелектроніка).
14: Знайдено умови асимптотичної стабілізації в середньому квад­
ратичному стохастичної задачі Коші длчя рівнянь параболічного 
типу з сталими коефіцієнтами.
15. Отримано умови асимптотичної стабілізації в середньому квад­
ратичному розв'язків стохастичних рівнянь коливання та теплопро­
відності з мішаними початковими умовами.
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