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Загальна характеристика роботи

Актуальність теми. Локальну'поведінку траекторий випадно, о- 

го пронесу характеризуя певною мінога такий функціонал р і д  процесу, 

як число перетинів ним фіксованого ріЕня б одновимірнсшу випадні'’ 

або фіксованої поверхні в багатовимірному випадку.- Якшо процес, що 

досліджується, е дй'Ьузійним, то згаданий функціонал може приймати • 

лише два значення: або нуль, якщо траєкторія процесу протягом да­

ного часу не потрапляє на даний рівень /  чи поверхню /, або нес­

кінченість, якщо вона в якиЛсь момент часу на даному інтервалі по­

трапляє на цей рівень /  чи поверхню / .  Через цю обставину доводить­

ся вводити дискретну апроксимацію процесі', тобто розглядати число 

перетинів фіксованого рівня /  чи поверхні /  не траєкторіє», а по­

слідовністю її значень в дискретні моменти часу, скажімо, з кроком 

/п /п  - натуральне число / . Потім, переходячи до границі, коли 

, відшукують нормуючі мно-шики, які б давали нетривіаль­

ний граничний розподіл для числа перетинів даного рівня /  чи по­

верхні /  дискретною апроксимацією процесу. Саме в такій постанов­

ці цю задачу було розглянуто б роботах Л.І.Гіхмана для одновимір- 

ного дифузійного процесу з досить гладкими коефіцієнтами, М.І.Пор- 

тенна для багатовимірних дифузійних процесів також з гладкими кое­

фіцієнтами /  а також для одновимірного стійкого процесу / ,  С.З. 

Єфіменко, М.І.Портенка для деяких класів узагальнених ди^узі йних 

процесів. Цілком природним є д.акт, що граничні розподіли у вказа­

них роботах пов"язані з розподілом такого функціоналу, як локаль­

ний час, що його проводить процес в даній точці чи на даній поверх* 

ні. Інігий підхід до вивчеїшя локальної поведінки тратторій броу- 

нівського pjr-y чи дифузійного процесу в окслі даної поверхні /"по­

верхне:')” в о.пноЕнмірному випадку будемо називати точку /  полягає 

в підрахунку числа таких моментів час:.' І №  момент.; часу і  / ,  в 

які траєкторія потрапляє на. поверхню після відвідин зовнішньої час-- 

тини Є -околу поверхні. Тут також робиться граничний перехід при 

Є ІО  і виявляється, по при певному корчуванні Еказані величини 

маять граничний розподіл, дав"язаний також з локальним часом, що 

його процес проводить на даній поверхні.

Дана дисертаційна робота, що реферується, знаходиться в рус­

лі першого з наведених вдає підхотів. Бона присвячена вивченнп 

граничної поведінки кількості перетинів даної поверхні дискретними 

апрокскмацінітг послідовності /  узагальнених /  gmJfSiііних процесів,' 

про які зРдвко, по їх дю.узіЛні матриці є сталими /тобто не пале-
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дать від. п /, а вектори переносу збігаються при л-*0-0 до гра­

ничний лише в слабкому розумінні. Слід зауважити, що в роботах 

ЯЛ.Гіхкана розглядався також не фіксований дифузійний процес, а 

послідовність ланцюгів Аркова, що в певно>г- розумінні збігалась 

до дифузійного процесу, так що насправді в цих роботах підрахову­

валась кількість перетинів даного рівня послідовністю ланцюгів 

Маркова і вивчалась гранична поведінка цієї кількості при умові,

Щ- граничний дифузійний процес має досить гладкі локальні харак­

теристики /  тобто коефіцієнти переносу та дифузії /,. І хоча зга­

дані вище дискретні апроксимаці ї /  узагальненого /  дифузійного 

процесу можна розглядати як частинний випадок схеми й.І.Гіхмана, 

всі наведені нижче результати не є прямими наслідками його робіт 

саме через те, що ті процеси, які тут розглдцаються, є дифузійни­

ми лише в певному узагальненому сенсі. Це означав, що їх локальні 

характеристики ыо.гуть бути локально необкеаеники І навіть узагаль­

неними /  в розумінні Л.Шварца /  функціями, а не гладкими, як то 

було у Л.І .Гіхі/ана.

Мета роботи. Довести граничні теореми для числа перетинів 

фіксованої поверхні дискретнмш апроксимаціями послідовностей уза­

гальнених ди?узійнчх процесів, про які відомо, що їх вектори пере­

носу збігаються до граничних лише в слабкому сенсі /  матриці дифу­

зії залишаються незмінними /.

Методика досліджень. Еказані граничні теореми доведені з до- 

поыого» асимптотичного аналізу деяких співвідношень, що їх задо­

вольняють характеристичні функції числа перетинів даної поверхні 

дифузійним процесс» /  роздЛІІ / .  Одним з найважливіших моменті б 

доведення є локальні граничні теореми, що дають умови^при яких 

густини ймовірностей переходу послідовності дифузійних протесів 

збігаються до граничного /  розд.ІІ / .  В звою чергу пі теореми до­

водяться з допомого»» так званих рівнянь Колмогорова для абуреної 

чи^уйії. Теорія таких рівнянь наведена в роэдЛ.

Наукова новизна та практична цінність. В роботі встановлено 

такі тверд'•еяняг

І* Сфоркульовані та доведені теореми про існування та виг­

ляд граничнж розподілів для числа перетинів піксованих поверхонь 

дискретними, апроксимаціями послідовностей /узагальнених/ дифузій­

них процесів при умові, що їг коефіцієнти переносу збігаються до 

греничниг е слабкому сенсі. •'*'/

2. Сформульовані та доведені теореми про збіжність де грв* 

mvwrr густкн ймовірностей переводу послідовності /  узагальнень: /



Іійузійюга процесів, «кіно відомо, їмо до граничних збігаються в 

слабкому сенсі ту коефіцієнти переносу.

3. Дня побудови математичних моделей явища дифузії в нерегу­

лярних середовишах запропоновано розглядати пару рівнянь,. то їх 

природно називати прямим і оберненим рівняннями Колмогорова для 

збуреної ди*узії. Ці рівняння t: досить зручним інструментом При до­

веденні як локальних граничних теорем, так і теорем для числа пере­

тинів даної поверхні послідовністю дифузійних процесів.

Апробація роботи і публікації. По результатах дисертації бу­

ло зроблено доповіді на семінарі відділу теорії випадкових проце­

сів і на засіданні секції з теорії ймовірності та математичної ста­

тистики при Інституті математики АН України.

Основні результати опубліковано в /  1-3 / .

Структура та об"ем роботи. Дисертація об"ємом 9  ї  сторінок 

машинописного тексту складається зі вступу, трьох розділів /  10 па­

раграфів /  і списку використаної літератури з .3 £ назв.

В роботі розглянуто три ситуації. В першій з них заданою е 

послідовність дифузійних процесів ХмУ), - ■ в «/-вимірному

евклідовому просторі !Rd з обмеженою невиродчено'о матрице» диїхузі і 

6 (х ) та послідовністю векторів переносу а„(х], що задовольняє 

умови

І /  sup /І сг„ Hf, < «= при деякому р  >с/ ;

Й </ J
2 / існує, така R -значна функція С(х) на /Я » шо

І VY *) ап(х) с/х - /  <*(*) >

j
яко» б не була дійсна неперервна фінітна функція г (* ) на /л . 

Через X  позначимо гіперплошину fz : f х  є ft*: (х, / тут - фік­

сований орт в '  - фіксоване дійсне число, ('> •) - скалярний 

зобутон в tR* / ,  яка розділяє простір IR* на дві частини 

£ )+ *{*: €!Rd: (x ,^)>S]  J {x e R J. .

Покладемо для

ire*,») - і а <*;l p ) + и * .* ) і * р ) , j

дз через ‘dr ( аг) позначається індикатор мнотини Г С. /R . Випадкова

" " ™ ‘  Г ? * £ г ( * . ( # ) , х . ( І ) )  п ,

визначає число перетинів гіперплотини J ' послідовністп випагко- 

РИ? векторів Хл(о), *« (& ),■  • < * » ( £ ) /  тут / .  Основним ре­

зультатом 5Т розділу П І  е наступне ТЕЄрд-'ення, Е «кому через

- З -
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, 4> 0 позначено густину ймовірності переходу

узагальненого .шяузtйного процесу з матрицей дігузі! £ (*) та век­

торов переносу а (х ).

Теорема І. Які»о виконані умови 11-7.1, то при довільних 

ж е Г % У е Ґ  /  через [**] позначається ціла частина дійсного чис­

ла ^  /  t » .

jjSb М * е х р { Л п 'т 1 ы ]1  =  и ( 4 , * А )  ,

де # (4>КА )- єдиний р^зв"язок рівняння

и(-і,Х,к)т і  -» і Jc(tf a(4-s,yj)&(*>*>*)(£(*)Р / І  /2/

/  тут внутрішній інтеграл е поверхневий інтегралом по змінній У /.

В другій а вите згачанісг ситуацій і.ова̂  йда про послідовність 

узагальнених дифузійних процесів х л(^) в К  , які визначаються 

напівгрупою операторів Т Г  і 4 > о  /,  то Дів на обметені’- вимірну 

г'ункгі*) '/(*) на ^  за формулою

r / V ; .  г /  . /з /

о S j

Тут покладено X *  { я  сії . ( я ,^ ) :хо] - гіперплошина в Д? , ор­

тогональна фіксованому орту

- густина ймовірності переходу стандартного вінерівського процесу 

В /R ; Т4' Wjr)*: j'j - напівгрупа гператорів, що від-,

повідає ^-вимірному вінерівсьному процесові; означає похідну 

по просторовій змінній в напрямку (») - задана послідовність

неперервних функцій на -Г , для яких при всіх У<ГS  та

■ • - ; внутрішній інтеграл в формулі для Т ’Т > є поверхневим 

інтегралом по змінній У . вормула /3 / визначав неперервний процес 

Маркова х Л )ъ  Ґ  , для якого матриця дифузії е одиничною матри­

цею, а вектор переносу задається формулою Cth(* )*  

де t^(r)-  узагальнена функція в $  , Дія якої на неперервну фі­

нітну <]ункціto зводиться до інтегрування останньої по гіперплощині 

S' . Визначив формулою /І / величини ^ ^  для цього процесу /  в 

^значені 8+  та JS- - слід ввагкати, що /* * 0  /  і, припустивши, 

ко при *і -*■ о*3 в слабкому розумінні, поставимо запитан­

ня про граничну при г -»> » °  поведінку величин ДЛЯ (j-IK-

Согакого 4 * 0  .

Виявляється, що самого припущення про слабку з*!:"ні оть пос- 

гкїсвності А„С*) до нуля замало для того, щоб моаиа було гарантуй



*
вати існування граничного при /і -» »-= розподілу величини )frt] 
з певним нормуючим множником. Потрібна ще умова, яка б пов''язува- 

Jm швидкість збіжності послідовності у до нуля з величиною 

кроку дискретизації, тобто з п . Позначимо для 4>о, xeS  та на­

туральних п ^

Н . М - /  Ь ' 0 " ~ ‘ г ( - т г ’)  f - o W n

Ясно, що при фіксованих -і>0 та хе  S Нь<£,к)жО , ЯКЩО

функції задовольняють умову:

f  ~ 0  • /4 /

якою б не була неперервна фінітна функція Vs на S  . Більше то­

го, за цієї умови збіжність послідовності Нп(4і*) до нуля навіть 

рівномірна відносно змінних (4,r) t коли вони змінюються на ком­

пактах, що містяться в множині (о,00) * J" . З іншого боку, якщо 

фіксувати п , то Н*(4,*) = <f,n(xj і оскільки, взагалі 

кажучи, послідовність не збігається рівномірно, подвійний

граничний перехід при 4і о і л -* ноте приводити до різних 

наслідків. Наступна умова якраз і пов"язуе швидкість слабкої збіж­

ності послідовності <рп(х) до нуля та величину кроку дискретиза­

ції. Ми припускаємо, що існує така вимірна функція j3(4) на [о,"*) , 

що виконується співвідношення

& L  /  н » ( ” /Z )  J(r* = / ( 4 ) 1  ^  ’ /5/'

якою б не була неперервна фінітна функція У  на S . Очєевдно, 

має бути при всіх 4 * 0  ,

Основним результатом §2 розділу ІИ  є наступне твердження. 

Теорема 2. Припустимо, що послідовність ^„(^задовольняє 

/ 4 / , /б /. Тоді при 4ї « , х і /Г, »С>о

- 5 -

умови

J  ґ e * r  b n ] J g . /6 /

де *СЯ)~ відчаль від точки х е /^ д о  гіперплощини f  , а ста­

ла у  визначається співвідношенням у  - jfj? - j  g

T ^ i f x r  J e  r "
(ltr  І  W і  "7-е r  + e

у
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В третій ситуац ії розглядається послідовність одновимірнит 
дифузійних процесів ЗС„(і) З ОДИНИЧНИМ коефіцієнтом ДИВДГЗІЇ та ко­
ефіцієнтом пергносу (Zn(*)= па(пх), де а(х) - задана на //? дійсна  
обмежена функція,для якої Ц а / ^ < / . Покладаючи £)+-{хєІҐ:х>і>'] , 

5D_ = fxejRJ: х  <oj , утворимо для натуральних m , /> , к вєличи-

7  (Ґ = С  * * * ■ № ) . * • ( * ) )
і * trvWі поставимо питання про граничн: розподіли величин [ для

4 .^ 0  , коли м  та п узгоджено зростають до нескінченості. 
Відповідь на це питання міститься в наступній теорем і, що є основ­
ним результатом §3 розділу I I ! .  Попередньо введемо деякі позначен­
ня. Через (4.,х,у) позначимо густину ймовірності переходу про­
цесу оспЧ ) , так що £* (її * /* )  - це густина ймовірності переходу 
одновимірного дифузійного пронесу з одиничним коефіцієнтом диф узії 
та коефіцієнтом переносу ct(t). Через jt(x) позначало первісну 
тункціи для a(pr) , a cave

/? (х)  /  а(у)е/у , ~є R *
*

Позначте тепер у  c- 4/p , -  (€  *-* €  .
Теорема 3 . При /? -> »*»  величини п~І * мають гранич­

ний розподіл

для .повільних ііо  , x f # * ,  о , який визначаються форі/улою
О ■+ ҐІ*І

K J e ) -  J  " e x p f - g j J t  , /е /

де! а /  ^= (Ї~ С Л) 7̂  у  випадку, коли т = / и П)*Тдля деяких 
констант у *  та ^  ё  (о , і )  ;

’  L0 *• .50 0

у випадку, коли м  І Г »7  'для деякої сталої (о ,** ;

в / g-  i f  Щ , ехР  У випадку, коли ля деяких

сталих

Заурааиі/о, шо при /і t  ®- процес arn^/j збігається в Слаб- 

: гогуїгіниі. до процесу косого броунірського духу, шр відповідає



значенню параметра С = 4.А у, . Це такий процес. х (4 ) , що має сво­

їм коефіцієнтом дифузії тото-тцу одиницю, а коефіцієнтом переносу — 

сункціга С сҐ(г) , де сҐ&) - сГ-іункція Дірака.. Густина ймовірноз- 

ті переходу цього процесу задається формулою /-/><> /

І (ІХ І+ІУІ)Х

‘ + 7 0 і Є ' /я/

Доведення теорем I-З грунтується на аналізі деяких співвід­

ношень, що їх задовольняють характеристичні функції величин •

В деяких випадках /  наприклад, в теоремі і /  успішно провести цей 

аналіз допомагають локальні граничні теореми для густши ймовір­

ності переходу тих процесів, що тут розглядаються, І >:оча в Інших 

випадках / наприклад, в теоремах 2,3 /  одних лиіпе локгльних гра­

ничних теорем замало для того, щоб мо-*на було здійснити браний 

граничний перехід, все ж локальні граничні теореми самі по собі 

заслуговують на певну увагу, і тому їм присвячено розділ ІІ дисер­

тації. Вона складається з трьох параграфів, в кожному з яких йдеть­

ся про одну з трьох вище згаданих ситуацій. В §1 розглянуто ситуя- 

ЦЇ’П теореми і .
ЗДеосема 4. Нехай С -п -  густина ймовірності переходу

узагальненого дифузійного процесу в f i *  з невиродженоя обмеженою 

і'еяьдегіввоя матрицею дифузії та вектором переносу а я(*), що

»адввол%-няЕ!'умову т р tlcCnll^ <** при деякому р > 4  . Прилетимо,

що для деякої /^-значної функції £ * * )  виконано співвідношення

^  уН *)< і «,<ї У х  *  у
якою б яв була фінітна неперервна функція У9 на /R J . Тоді 

щт всіх /  >4  « ,  і е / Ґ 1

Де (?^,зг/У )  -  гуегдае ймовірюстї переходу узагальненого дифу­

зійного процесу з тієїв *  «отрицею дахуаїї & * )  те вектором пере­

носу афг). Крім того »  тешій області вигляду (о ,т ]*  jRJ  
при скінчених Т  m e місце «еірївніетіь .

/Д Г6ъЫ>х>*)I*.fC r4“ r * p f y '  iJr * )  ло/
з деякими додатними сталими . Тут *п * 0 ,{ , а Д .
символ довільної частинної похідної по Змінних зеі..\,ж'1 порядкуй. 

Наступний результат відноситься до ситуації, опиеэног е тео-
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ремі 2. Позначимо через густину ймовірності переходу

процесу, що описується иапівгрупою /З /. Ця густина існує і при !//х 

моч-е бути заданою яа допомогою формули

*  3 

Щ X

Неважко зрозуміти, що при переході змініте? У через гіперплошину 

S  густина GK (4,*>*) мае стрибок. Лс значимо для у є S

С я (і ,* '4 =  G* (4tx ,*±  #*v)
fyO

Тоді з теореми про стрибок нормальної похідної потенціалу простого 

шару та з рівняння /I I /  дістаємо

£ „  ( 4 ? ( • * > * , * ) ( I s  f n ( $))j

так що при <f.n ( х) функція £ л(4,<х,у) не в неперервно» в точці 

і/Є S  . Що стосується значень функції при ye S , то їх

можна вважати рівними правій частіші / I I / ,  де під інтегралом розу­

міємо пряме значення нормальної похідної потенціалу простого шару. 

Неважко зрозуміти,що воно дорівнює нулеві, оскільки при г £ S та 

маємо , >
_  0

Наступна теорема в основним результатом §? розділу II,

Теорема 5. Якщо послідовність функцій a„fyj на S  така, що 

Ір.„(у)І4 і  нри ЕСІХ У Р /  і,крім того,

f  Щ  •}■«(?) effc, -О ,

якою б не була неперервна фінітна функція Ф  на S  , *° при воіх 

4 >о , х е Ґ ,  не  і г

а**-*
Крім того,мав місце оцінка

U r 4)  }

при всіх У  >.<? , хе /t^,
Сформулюємо тепер локальну граничну теорему, що доведена в 

53 розділу II . v

Теорема 6. Нехай 0^(4 ,*# ) - густина ймовірності переходу 

одновиуі рного дифузійного процесу з одиничним коефіцієнтом див уз і! 

та коефіцієнтом переносу *&(**)> де а Ф ) ~ обмежена функція 

на /R1 , для якої П а ^ іі . Тоді при всіх 4>о , tf*/ /



де пункція G ( i t * /  у)  визначається формулою / 9 /  з костантою
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С ^ - У у в- » <1- $ a < x )J * ' При цьому гають місце нерівності

&*<**••>* г щ ^ ф е ' "
гф т

при всіх 4>о , xcR* , у є А*.
Результати розділу II /  теореми 4-6 /  хоч і мають допоміжний 

характер /  вони використовуються при доведенні тесрзм І-3 /, все ж 

вони представляють і певний самостійний інтерес. їх доведення 

грунтується на аналізі рівнянь, щоftt задовольняють аункиії & п(41* '*), 

та подальшому граничному переході /  при /»-*»«• /  в цих рівняннях. 

Теорії цих рівнянь присвячено перший розділ дисертації.

Рівняння, про які йдеться в розділі І, ми називаємо ріЕняння- 

ки Колмогорова для збурено! дифузії. При розглдці руху частинки, 

по диїукдуе в певному нерегулярному середовищі, корисною буває точ­

ка зору н« цей рух як на суперпозицію досить регулярної диіузі т і 

певного нерегулярного збурення. Ця точка зору дозволяє в деяких 

ситуація:- написати рівняння, дещо простіші, ніт ті; які б довелося 

писати, коли б цю точку зору не брати до уваги.

Розглянемо /  неоднорідний /  дифузійний процес в (R з ло­

кальними характеристиками /  a (s ,*) , tf(Sjx} /  /  вектор переносу та 

матриця дифузії / .  Прилетимо, шо ці ітункції достатньо регулярні, 

так що існує туядаментальний розв"язок a(ijX,-t,y)  рівняння

Тут елементи матриці - координати

вектора a. (t,x).

функція р,(ї/ж/4 /ї) є густиною ймовірності переходу неод­

норідного дифузійного процесу в /R з локальними характеристика­

ми /  a (s ,x )  , ( s ,x )  / .  При певних умовах як функ­

ція аргум°нтів (41 ч)  при фіксованих (,s,x) задовольняє в об­

лает і «У/У )  Є ( S,°*)*  pi вняння



l' i s i  i~t j  

Припустимо, що тепер на [o ,o°)*lR  задана нерегулярна функ­

ція йТГ/3rj, що приймає значення в //? , і хочемо розгллнутй дифу­

зійний процес з локальними характеристиками la(r,x)+a(s,х), .

Тоді для густини G-(s,x,<tу)  ймовірності переходу такого процесу 

можна було б написати рівняння типу /12/, /ІЗ/ з заміною функцій 

а 1 на а * + а г . Оцнак,- якщо вважати відомою функцію 

то можна функцію £-{s,x,i,v) розшукати як розв'язок наступної пари 

рівнянь, одне з яких інтегро-диференціальне, а друге - інтеграль­

не :

і

C ( s , x , - i , * J * s p f y x , 4 , v ) + d  і №  

° !Rd

і ^

G-(s.* / * < * ) = у/+ j ( s , <̂ ( T' i>6 *) '  /15/

« ІҐ
іут 0£І‘< ^ і св, X,V f r ', ъ  - символ градієнта по змінній і? .

R  вняння /14/ є рівнянням відносно перлої пари змінних ідгикці ї &  , 

?ак що його слід роагладати як аналог рівняння /12/ і називати 

обернєгчм ptвнянням Колмогорова для збуреної дифузії. Що стосуєть­

ся рівняння /15/, то воно є аналогом рівняння /13 / і його варто 

називати прямим рівнянням Колмогорова для збуреної дифузії.

В розділі І дисертації доводиться, що при певних умовах на 

функції а (Ь х ) та tffax)  розв'язки рівнянь /14 / 1 /15/ співпада­

ють, якщо функція $  (s ,x ) задовольняє таку умову 
/  Т

fa f a  =  f fa* {  /  S(T, g)ffyajP *

при всіх Т е  (о ',•* )  та деякий р  > е/+л . При цьому розвпязоі 

Q(rlX/-(,y) рівнянь /14 /, /15/ в густиною ймовірності переходу 

узагальненого дифузійного процесу з локальними характеристиками

/ a(s,x)&a(s,x) , ~
В однорідному випадку, /  §4, розділ І / ,  тобто у випадку, 

коли фгатдії а  , S  , а  не залежать від часу, функції ^  

та G- талапать рід S  та У  дай» «впез їх рі знадо. Якшо
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позначити ‘f(-ti*i4)=2(s/ x,s+iJy ) , £ & * / * ) - £ & ,x ,s *4 ,г), то рівнян­

ня /12 / - / 15/ можна записати у вигляді :

- II -

ач
4 ті г *

i f  ю ° ' 
t ,f * l  і *  і

і

0(4 ,*'») + f a 1 9  (<-*>*>*)& « ( 4  А  /і4 °/

0 ,  х, у ) =%(+,*,*) + / ^ г / */*)fa g f{\Г, Є / afc)J с/г. / І5° /  

о &

функція $ (-i,or,yJ  , як функція аргументів (У,яг), при фіксовано­

му ЪеR* задовольняє в області fU ,x): 4’>01>ж</^ы]  рівняння 

/12°/»  як функція аргументів при фіксованому гг £ вона за­

довольняв рівняння /ІЗ0/  в області {(4/*): 4>°, у G IR1*} . Розв"яз-

ки рівнянь /І4°/ та /І5°/ співпадають при умові , що <я<4) обме­

жена та гелвдерова ^нкція, функція ftx) обмежена гельдерова та 

рівномірно невироджена, а функція а(х) така, що при деякому 

f>>t/ маемо 118/1  ̂ •і . Ці розв"язки визначають густину 

£ .(4,*,*) ймовірності переходу узагальненого дифузійного про­

цесу з локальними характеристиками / а(х) + 5 (х) , А*г) / .  Саме

?
івняння /14 /  та /15 /  використовувались при доведенні теорем 

“ б  і  ' ■ * ;  '

Основні положення дисертації опубліковані в наступних роботах;
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