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ЗАГАЛЬНА ХАРЛКІ'ЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність і стан проблеми. При побудові систем керування кон­

кретними об’єктами конструктоо повинен приймати до уваги як наявність 

в реальних умовах тих чи інших зовнішніх неконтркльованих збурень, що 

діють на об’єкт керування, так 1 те, що навіть для об’єктів з відомою 

структурою дійсні значення параметрі, відомі лише не. лижено. Тому в 

більшості випадків при постановці 1 розв'язанні задач синтезу керу­

вання необхідно враховувати наявність невизначених факторів, а також 

можливість уточнення апріорної інформації про них, тобто необхідно 

рог 'язувати задачу синтезу адаптивного керування.

Важливою проблемою тут є побудова і використання формал • оезноі 

моделі ц.еі невизначеності. В багатьох роботах із синтезу адаптивних 

систем керування вводиться припущення, що всі невизначен) фактори ма­

ють ймовірнісний характер 1 в зв'язку з цим пропонується знаходите 

оптимальне керування з умови мінімізації математичного сподівана? де­

якого функціоналу якості, а отримувані в процесі адоптації оцінки па­

раметрів об'єкта трактувати як випадкові величию:. При цьому ігнору­

ється той факт, що отриманий таким чином "оптимальний" розв'язок мо­

же, взагалі кажучи, навіть не гарантувати працездатність синтезованої - 

системи в реальних умових. Через те, що на систему дів лише одна кон­

кретна реалізація неконтрольованого збурення 1 існує одне дійсне зна­

чення кожного параметра об’єкта керування, немає ніяких гарантій, що 

вони не виявляться найгіршими з точки зору функціоналу якості при 

визначеному з умови оптимальності для "ансамблю" систем законі керу­

вання.

Завдяки цим причинам, а також у зв'язку з тим, що для багатьох 

об'єктів керування немає ніяких підстав всім наявним невизначеним фак- 

: рам приписувати ймовірнісний харе :тер, останнім часом все більш ши­

роке розповсюдження отримав такий підхід до постановки задач аналізу 

і синтезу керування, коли використовуються множинні оцінки параметрів 

і збурень. Тоді ефективність синтезов "чого алгоритма керування вста­

новлюється шляхом перевірки його роботи при всіх можливих значеннях па­

раметрів 1 збурень із відомих їх множинних оцінок, що можуть уточню­

ватись в процесі керування за допомогою процедури ідентифікації.

Інтенсивні дослідження з використанням к.южинної моделі невизна­

ченості ведуться вченими в Україні ( зокрема, співробітниками Інститу­

ту кібернетики Імені В. М. Глушкова АН України), в Росії 1 країнах СНД, 

а також 1 в інших країнах світу ( зокрема, співробітниками Міжнародно­
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го інституту прикладного системного аналізу у Відні, Австрія). Можна 

відзначити вклад таких учених, як Ф.С. Швеппе, А. Б. Куржанський,

Ф. Л. Чорноусько, В. М. Кунцевич, Б. М. Пшеничний, М. Ф. Кириченко, Г. М. Ба­

кан, 0. Г. Наконечний та 1н.. ,

Мета 1 завдання досліджень. Дослідження спрямовані на створення 

теоретичних оснг'В синтезу адаптивних дискретних систем керування на 

базі теоретико-множинних моделей невизначеності. Для досягнення по­

ставленої мети необхідно вирішити такі завдання:

1) веєсти 1 методично обгрунтувати використання множинних оцінок 

для вектора постійних параметрів об’єкта керування;

2) побудувати математичну модель неконтрольованих збурень, для 

яких не існуз (чи невідома) функція розподілу ймовірності, але прояв­

ляється регулярність поведінки стосовно стійкості множинних ог.'нок їх 

значень;

3) розробити методи розв’язання ряду задач прикладної матоматики

(зокрема, р.зв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь 1 апрокси­

мації функціональних залежностей), коли для числових параметрів 1 

збурень маємо лише множинні оцінки значень; 5

4) виконати теоретичні дослідження методів ідентифікації і кер: 

вання в умовах нестохастичнс заданої невизначеності для деяких класів 

об * актів;

5) розроб: ги методи синтезу алгоритмів керування різними класами 

об’єктів, в тому числі багатовимірних, де фігурують матриця стану і 

матриця керування;

') встановити зв’язок отриманих теоретичних результатів 1 проб­

леми дискретного керування за допомогою засобів цифрової техніки не- 

перерь .им рухом динамічного об'єкта, враховуючи такі прикладні аспек­

ти, як вибір величини тривалості такту керування 1 структурні обме­

ження на вимірювання вектора стану динамічного об'єкта.

Наукова новизна 1 значимість роботи. Розроблено новий метод син­

тезу дискретних адаїггйвїїйіГ систем керування на основі теоретико-мно­

жинних моделей невизначеності. Введення моделей нового типу (якісно 

віг'їнних від ймовірнісних) дозволило по новому ставити і ’■'озв'язу- 

вати задачі теорії керування 1 прикладної математики. Використання 

множинних оцінок невизначених факторів для розробки конструктивних 

алгоритмів параметричної і структурної ідентифікації, адаптивного ке­

рування різними класами об'єктів є відмітною ознакою виконаних дослід­

жень. При цьому оптимальне керування визначається з умови мшімаксу 

(мінімум по керуванню, а максимум по невизначених факторах у межах їх
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множинних оцінок) заданого критерія якості. Оригінальність розробле­

них методів синтезу матричних алгоритмів керування підтверджена отри­

маним авторським свідоцтвом на винахід конкретного вигляду матричного 

регулятора. Через те, що на Г'тактиці дуже часто використовується циф­

рове керування для формування заданого непер рвного руху динамічного 

об’єкта, побудова таких математичних моделей відповідних систем керу­

вання із зворотнім зв'язком, що дозьоляють ітоширюв-ги на них методи 

теорії аналізу і синтезу дискретних систем керування, е вкрай ватиіи 

вим фактором практичного застосуванн і цієї теорії.

Апробація рс5оти. Головні концепції, ідеї, положення 1 результа­

ти досліджень доповідались на: IV Всесоюзній нараді з проблем керу­

вання (м. Москва, 1974), V Всесоюзній нараді з інваріантності, георіі 

чутливості 1 їх застосування (м.Київ, 1976), 7П Всесоюзній нараді з 

проблем керування ( м. Мінськ, 1977), IV Всесоюзній нараді з статис­

тичних методів теорії керування (м.Фрунзе, 1970), IX Всесоюзній нара­

ді з керування багатозв' язаними системами (м .Мо с к в е , 1973), IV Ленін­

градська яу симпозиумі "Теорія адаптивних, систем" (м. Ленінград, 1979), 

VU] Всесоюзній нараді з проблем керування (м. Таллінн, 1960), IX Міжна­

родній конференції з нелінійних колиьаннь ( м. Київ, 1981), Координа­

ційній нараді з проблем адаптації і IX семінарі з адаптивних систем 

(м.Фрунзе, 1982), IX Всесоюзній нараді з проблем керування (м.Єреван,

1983), Всесоюзній конференції "Теорія адаптивних систем 1 їх застосу­

вання" (м. Ленінград, 1983), X Всесоюзній акустичній конференції 

(м. Москва, 1983), Координаційній нараді з проблем адаптації } ХП шко- 

лі-семінарі з адаптивних систем (м. Могильов, 1984), Міжнародній кон­

ференції з стохастичної оптимізації (м.Київ, 1984), X111 Всулюзній 

школі з адаптивних систем ( м. Звенигород, 1986), X Всесоюзній нараді з 

проблем керування (м.Алма-Ата, 1986), Всесоюзній нараді з проблем віб- 

р ізоляції машин 1 приладів (м. Москва, 1986), XXI Всесоюзній школі з 

автоматизації наукових досліджень (м. Чолпон-Ата, 1987), 8-мому ІРАО/ 

IF0RS симпозіумі "Ідентифікація 1 оцінювання параметрів систем" (м. Пе­

кін, Китай, 1988), конференції IP АС '' Застосування мєтодіе адаптивного 

керування в промисловості" (м. Тбілісі, 1989), Всесоюзній нараді "Проб­

леми комп'ютерного інтегрованого виробництва" (м.Киіе, 1990), рес­

публіканському семінарі "Дискретні системи керування" ( м. Київ, ІК АНУ). 

Опубліковано по матеріалах досліджень самостійно 1 в співавторстві 

120 друкованих праць 1 винаходів, основні результати по темі дисер- 

та,Л містяться в 34 наукових працях, наведених у списку літератури.
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КОРОТКИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

Розглядаються дискретні системи керування об'єктами, збурений 

рух яких описується в загальному випадку нелінійними різницевими рів­

няннями вигляду

Х„ +, = Ф <Х, ’ Ь. рп>- Хо = Х ? п = О, 1 , J )

де У* = (х, п . х2 п ........ х,п п ) - m-мірний вектор фазових координат

системи (т - символ тр<г-.опонування); if = (u1 n , u2 ____ _ ur ) -

г-мір^й вектор керування, вибір якого здійснюється конструктором 

системи керування для досягнення тієї чи іншої мети керування;

= (f1 п ) - k-мірний вектор зовнішніх неконтрольованих

збурень, як адитивних, так 1 мультшшкативних, що діють на об’єкт 

керування; L - s-мірний вектор постійних параметрів об’єкта, темні 

значення яких у загальному випадку конструктору системи керування 

невідомі; ф С )  - деяка задана вектор-функція, обмежена на будь-якій 

обмеженій мнокині значень X , U , L, F I n .
rr n n

Причини, що спонукають віддати виключну перевагу дискретним систе­

мам керування, перш за все пов’язані з тим, що реалізація більш-меуш 

складних ■'лгоритмів ідентифікації і керування неможливг без застосу­

вання обчислювальної техніки, ;му навіть для об'єктів керування, не­

перервних по своїй природі, поведінка всієї системи керування в ціло­

му набуває явне- вираженого дискретного характеру. Крім того, будемо 

рахувати, що керування формується на основі дискретних вимірів вектора 

фазових координат системи, результатом яких є m-мірний вектор Y , 

де Y*= (yt n,y2 . . . . , У т „ ) •  Щ° являє собою вихід деякого вимірного 

пристрою, описуваного рівняннями вигляду

Уі.п = (1 + Ti.n>'Xl.n + zi.n' i = n = 0, 1........  (2)
де z n - адитивні похибки вимірювань вектора фазових координат, що

складають вектор = (z1 n , і.г п ........zm п ), а п - мультишш.-і-

тивні похибки цих же вимірів, що складають вектор vJn = (v1 ,

v„ , . . . ,  v ).
2, n m,n

Теоретико-множинні моделі невизначеності. Центральним пунктом 

нового підходу до синтезу адаптивних дискретних систем керування е 

введене в [ 1 ] припущення про те, що для вектора постійних параметрів 

L відома лише його апріорна оцінка у виї'ляді заданої стаціонарної 

множини 5?<0), якій наложить значення вектора L, тобто

L Є Є(0 ) . (3)

Дана оцінка буде уточнюватися в процесі вимірів 1 отримувані апосте-



ріорні оцінки е (п) будуть використовуватись для розрахунку керування 

(2-31.

Природно, що такі уточнення можливі лише при аналогічних припу­

щеннях про збурення у вигля;, належності значень векторів F , Zn 1 

Vn деяким відомим множинам [4-7], причому на значення кожної з компо­

нент вектора в різні моменти часу можуть бути накладені спільні обме­

ження. Відзначимо, що використання абсолютною більшістю дослідників 

при синтезі систем керування лише інформації про обмежену величину 

збурень приводить в деяких випадках ,'о "загрубілості" стримуваних npt 

Ідентифікації оцінок невідомих параметрів 1 надмірного "песимізму" 

при розрахунку керувань. В [8 ї була запропонована математична модель 

збурень, що, з одного боку, базується на множинних оцінках їх значень, 

а з іншого боку, дає досить багату Інформацію про характер іх пове­

дінки.

Розглянемо скалярне дискретне обмежене збурення І (п =

= 0, 1, 2 , . . . )  1 породжуване ним однопараметричне сімейство обмежених 

процесів

f ( H ) -  ---  S f ' .  п = 0 , 1 , 2 , ........  (4)
n N + 1 і=о П+1

де N £ 0 - ціле число-параметр (при N = 0 маємо Гп (0) = fn ).

Позначимо

p.(N ) = inf {f (N)>, p (N) = sup {f (N )}. (5)
П^О nXJ

Означення 1. Стаціонарним невизначеним процесом називається обме­

жений процес fn (п = 0 , 1, 2 , . . . ) ,  що^породжує згідно з (4) однопара­

метричне сімейство обмежених процесів Гп (N) з характеристик?-ті р5 (N)

1 p2 (N) з (5 ).

3 ( 4 )  1 ( 5)  випливає, що якщо збурення fn розглядається на 1н- 

"-рвалі ГО, МІ, то значення г-гдь-яко! п конкретної реалізації 

задовольняють нерівностям

1 N ---- --
р (N) S _ —  £ Г $ р (N), n = 0.M-N, N = 0,М, (6)

N + 1 і=о 1 с

які задають множину в просторі значень збурення ї п. Позначимо цю мно­

жину через gM- Ввівши аналогічні позначення для випадків Інших збу­

рень, запишемо, що

f n  Є V  Z„  « 3 М ' Vn  « V  <7 >

Відзначимо, що нерівності (6) при N = О задають звичайні обмеження 

зі лзу 1 зверху на величину збурень, що відповідає апріорній множині 

у вигляді гіперпарапелепіпеда в проекті Ем. Значення нерівностей (6)
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при N * О дозволяє отримувати більш точну оцінку у вигляді опуклого 

багатогранника, що належить цьому гіперпаралелепіпеду, а (шіє дає 

досліднику більш багату 1 змістовну інформацію. Як показано в 18], 

множинні оцінки (7) задають властивості збурень з тією ж повнотою, 

що і статистичні характеристики випадкових процесів типу кореляційної 

функції чи опектоальноі густини.

Означення 2. Регулярним стаціонарним невизначеним процесом нази­

вається такий стаціонрпний невизначений процес Гп (згідно з означен­

ням 1), що при будь-якому N ^ 0 для будь-якого достатньо малого числа 

e(N> > 0 (причому є(N) < p2 (N) - p,(N)) існує таке ціле число 

в (N) > 0 (Інтервал регулярності), що для будь-якого п > 0 на інтерва­

лі [п, п + в(N) ] знайдеться таке n, е (n, n + е (N) ]. що

fn (N) < р ,(N) + e(N ), , (8)

1 таке n2 € tn, n + e(N)], що

f (N) > р_(N) - e(N). (9)
2

Як випливає з означення 2, регулярність процесу І  означає, що 

кожний процес з однопараметричного сімейства fn (N) при реалізац’і в 

часі багаторазово досягає значень, близьких до грани-’них. Ця власти­

вість особливо важлива при ві.користанні оцінок (6) для розв'язку за­

дач прикладної математики і теорії керування, зокрема задач апрокси­

мації 1 ідентифікації 19].

Наявність невизначеності відносно параметрів 1 збурень у вигляді 

(3) 1 (7) не дозволяє безпосередньо використовувати рівняння (1) для 

опис, руху 1 розв'язку задач керування. Навіть вимірявши точно почат­

кове значення вектора фазових координат XQ неможливо однозначно пе- 

редбач.іти значення Х1. Математична модель руху тут матиме вигляд різ­

ницевого включення

X, € * ,  = (X, : X, = Ф(Х0 , U0 , L, F0 ) V L € ?Q, ?Q е g ). (10)

Аналогічно описується один крок руху системи з довільного стану,

однак прогноз руху на декілька кроків є більш складним. В роботах 

[10], Р.1] було запропонов :ю для цієї мети використовувати різницеві 

рітяяння, що визначають еволюцію множин. Зауважимо лише, що в цьому 

випадку слід враховувати той факт, що вектор параметрів L постійний
*

1 його справжнє значення Ь = L, що дійсно реалізується, залишається 

тим самим для всіх моментів часу.

Так, для відомої оцінки початкового стану

Х о € Ї 0  < 1 1 >
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1 множини можливих керувань
U е Q,

Де
йт - <и0т . и / .........UMT ) (13)

(12)

можна визначити оцінку

^М+1 е *-41 ’
(14)

(15)3 „ +1 - а> Ро ’ 8м ’

де ф С) - вектор-функція перетворенн і множин [11], що отримана з (1) 

шляхом реалізації М кроків для визначення Хм+, через початковий стан.

Методи розв'язання задач прикладної математики. Задача відшукан­

ня ефективних сгїосххзів розв'язання системи лінійних алгебраїчних рів­

нянь в 11 різноманітних постановках є, напевно, е Історичному плані 

однією з найдавніших проблем в математиці. Наявність неминучих похи­

бок (неточностей) в установленні числових коефіцієнтів, що обумов­

люється або неточністю вихідних даних в тій змістовній задачі, матема­

тичною юделлю якої є розглядувана система рівнянь, або похибками 

заокруглення, або і тим і іншим разом, приводить до невизначеності гау-. 

каного розв’язку. В [12] був запропонований метод розрахунку множини 

всіх розв’язків, які можуть бути отримані при варіації коефіцієнтів 

системи рівнянь 1 їх правих частин у межах заданої точності.

Розпянемо систему лінійних рівнянь

де X - ш-мірний вектор, який потрібно визначити; А - матриця коефі­

цієнтів системи розмірністю (г « іл); В - г-мірний вектор правих час­

тин. Нехай істинні значення елементів матриці А 1 вектора В Невідомі, 

а задані лише обмежені множини матриць SI 1 векторів « , яким вони на­

лежать, тобто відомо, що

У відповідності з наведеними в [11] 1 [2] означеннями функціо­

нальних перетворень Із множинами визначимо функцію ( відображення) 

елементів А € Зі 1 В € S3:

де -5( *) - в загальному випадку деяка множина в євклідовому просторі 

E™ (зокрема, одноточкова для випадку г = ш 1 невиродженої матри­

ці А).

Ця множина є пустою в тому випадку, коли не Існує X, що задо­

вольняють (16) для заданих А 1 В.

Будемо шукати множину

АХ = В (16)

А Є а, Б € S. (17)

8(А,В) = (X: АХ = В) (18)
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1 = g (a ,B ) = U  и  g(A ,B ), <i*,
AfSl В€®

тобто множину всіх можливих розв'язків системі, рівнянь (16) при ВСІХ 

можливих у відповідності з (17) значеннях коефіцієнтів матриці А 1 

правих частин системи. й

Означення 3. Під розв'язком системи (16) 1 (17) будемо розуміти 

множину 2  всіх к )жливих X € Е™, для кожного з яких знайдуться такі А 1

В, що задовольняють (17), 1 для яких виконується (16).

Природно, що в ігальному випадку при відсутності додаткових 

умов відбору всі елементи цієї множини (якщо вона не пуста) рівно­

правні в тому сенсі, що жоден із них не може претендувати на роль 

єдино "правильного" розв'язку.

Розглянемо тепер загальний випадок, коли ,

В = и  » ! •  1 = i T v  ' (20)

1
де - деякі підмножини множини ® ( N„ - КІЛЬКІСТЬ цих підмножин) 11 о

«  = и V  k = TTn^, (21)

k
нож

Тоді, пі; тавляючи (20) 1(21) в (19), отримаємо

де 21 k - деякі підмножини множини 21 ( Na - КІЛЬКІСТЬ ЦИХ ПІДМН0ЖИІ4) .

2 = U U  Як1, К = 1,NA, 1 = 1,NB, (22)

it 1
де

ї к1 = U  IJ Ч(А,В). (23)
к1 А€\  Вб1̂

Із рівностей (22) 1 (23) випливає, що шукана множина ! ,  яка в роз­

в'язком системи лінійних рівнянь (16) при умові (17) в сенсі наведе­

ного вище означення, має властивість, яку будемо назиі .ти властивістю 

к мпозитивності. Дійсно, ця множина може бути отримана із рідмножин 

вигляду (23) шляхом їх об'єднання. Тому при визначенні множини І 

можна представите множини 21 и '8 у вигляді (20) 1 (21), тобто об єд­

нання деякого числа підмножин стандартного типу, для будь-якої пари 

яких можна визначити множину вигляду (23), а після цього скористува­

тись сШьг.ідношешіям (22). із сказаного випливає, що необхідно мати 

коиотруктавну методику знаходження множини-розв'язку системи (16) для 

деякого стандартного типу непустих множин 21 1 ‘В.

Розглянемо задачу знаходження розв' язку системи (16) в сенсі да­

ного означення 3 для випадку, коли відомі оцінки коефіцієнтів матриці 

А 1 правих частин рівнянь у вигляді
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an j ‘ * anj * < } ’ • г- = ’ -г* <24‘)

b<0) « b * ba > , (25)n n n
де а ^ *1 и b^k , (k = Ш ; 1)) - відомі числа.

Розв'язок представимо у вигляді _______

ї  = U І (і ). 1 = 0,No-1, (26)

<ii 1 
де ЗГ1 ’ - деякі опуклі шдмножини (N0 - число таких ПІДМНОЖИИ). З

цією метою розглянемо спочатку випадок, коли відомо, що множина З 

повністю належить одному з ортантів простору К\ тЛЗто частині прос­

ру, де всі координати зберігають свій знак.

Поставимо у відповідність кожній J-й координаті вектора X у ч::ді­

леному ортамті число "0", якщо ця координата позитивна, 1 "1 якщо 

вона негативна. Впорядкована ( по номерах компонент вектора X) послі­

довність таких нулів і одиниць і Суде характеризувати кожний ортант 

простору Е"1. Якщо таку послідовність розглядати як деяке число в 

двійковій формі, то десяткове значення цього числа буде задавати 

номер і = O.N-1 (N = 2т ) виділеного ортаїї-а Введемо матриці

Е(1) = -lag (е*11), J - 1,ш, 1 - 0.N-1, (27)

де J -а діагональна компонента дорівнює "0", якщо х^ позитивне в 1 му 

ортанті, 1 "1" - якщо негативне, тобто по діагоналі матриці Е(і) роз­

ташована послідовність ч "іів і одиниць, що характеризують 1-й ор- 

тант. Тоді отримаємо, що кожний ортант виділяється системою нерівнос­

тей ______

(І - 2Е(1 ))Х ) 0 , .  і « 0.N-1, (28)

де І - одинична матриця.

Позначимо

к  = \ = (bnk,)- к = 0* 1- (і?9)
В цьому випадку справедлива наступна лема.

Лема 1. Нехай для системи (16) при умовах (17) у вигляді обме­

жень (24), (25) множина 1 повністю належить одному з ортантів Е™, що

виділяється нерівностями (28) для деякого і (з відповідною цьому 1 

матрицею Е(і> з (28 )). Тоді множина ї  = ЗС( 1 ) - розв'язок цієї систе­

ми - виді’"'еться умовами (27) спільно з нерівностями

С,(1)-Х - в0 > о. (ЗО)

С0 (1)*х - в, * о,

де елементи матриць Си (1) = 1 с ^ 1 (1) 1 (к = 0; 1) визначаються таї'.им 

чином: о
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чином:

( є ' 1 ’ ) _
V j • п = 1.г * 

(1)  d - e i 1 ’ )
°a j  l l> - an 3 3

1 ,Ш,
(31)

Співвідношення (31) означають, що матриці 0Q(I) 1 0 ,(1 )  складені

з елементів матриць AQ 1 А, таким чином, що при е 'і} =■ 1 J й стов­

пець матриці С0 (і) рівний j-му стовпцю А ,, а 3-й стовпець 0 ,(1 ) 

рівний 3-му стовпцю Ао;  Якщо ж е 'і} = 0, то 3-й стовпець 0Q(1) рів­

ний „-му стовпцю матриці А0, а 3-й стовпець 0 ,(1 ) рівний 3-му 

стовпцю А ,.

Зауважимо, що множина ї (1), яка виділяється нерівностями (28) 1 

(ЗО) для деякого 1, в силу лінійності цих нерівностей,являє собою 

опуклий поліедр ( або опуклий багатогранник при обмеженості цієї ’ мно­

жини), що належить 1-му ортанту простору Е™.

В загал'ному випадку можна використати представлення (26) для 

розв'язку Ж, припустивши, що кожна підмножина повністю належить одно­

му з ортантів простору Е™, який характеризується матрицею Е ( 1 ) . Тоді 

справедлива наступна теорема.

Теоыма 1. Нехай для системи (16) при умовах ( 1'<, множини 81 1 © 

виділяються обмеженнями (24) 1 (25 ). Тоді множина ї  - розв'язок сис­

теми лінійних рівнянь (16) - має вигляд £ 26) ( з N0 “ N із (2 7 )), де 

підмножини 5 (1) виділяються спільно нерівностями (28) 1 (ЗО).

Справедливість теореми безпосередньо випливав із твердження по­

передньої леми 1 розгляду послідовності із N ортантів. Таким чином, 

множина І  являє собою об’єднання опуклих поліедрів (або опуклих бага­

тогранників у випадку обмеженості ft), що належать ріьлим ортантам 

простору Е"1 1 можуть мати лише спільні точки (чи підмножини міри 

"нуль") на гіпершющинах, що розділяють ці ортанти. Природно, що деякі 

з підмножин ЗС(1) можуть виявитися пустими, тобто система нерівностей 

(28) і (ЗО) для деяких ортантів буде несумісною. Із зіставлення 

системи рівнянь (16) 1 системи нерівностей (ЗО) (враховуючи (31)) 

випливає, що кожне рівняння з (16) при визначенні підмножин ї (1) по­

роджує для кожного ортанта дві лінійні нерівності в ( ЗО), причому всі 

ці пари нерівностей незалежні одна від одної. Ця властивість дозволяв 

будувати рекурентні процедури уточнення підмножин ЗС(І) шляхом послі­

довного приєднання відповідних пар нерівностей 1 відкидання неінфор- 

мативних серед них (тобто таких пар нерівностей, які не уточнюють 

ї !1) в порівнянні з попередньою оцінкою). Для цього перепишемо CMC*?-
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му рівнянь (16) у вигляді

А Х *  Ь , п = І7г, (32)П . П

де Ап - n-й рядок матриці А. Кожному скалярному рівнянню з (32) від­

повідає така множина 5  , що для будь-якого Х«5п знайдуться такі і 

Ь е®, які задовольняють рівність (32) длч видаленого п. Згідно з теоре­

мою 1 кожна множина $ може бути подставлена в вигляді

5 = U їі1 ’ , і = O J M .  (33)

(34)

де ї  ” 5 - опукла підмноюіна, що повністю належить 1-му ортанту прос 

тору Е"1 і виділяється в цьому ортанті скалярний нерівностями

с'п ) (і)'Х - ь<°> ^ о,

С^п )(і)-Х -Ь^1 1 < 0.

Тут С ^ Ч і )  1 СдП )(і) - п-1 рядки матриць С, (і; 1 CQ(і ).

В той же час згідно з незалежністю обмежень на різні елементи мат­

риці А * вектора В отримаємо, що

*  = ї , П ї г П -  П V  (35)
Звідси випливає різницеве рівняння еволюції множин

*П+1 = * „  П ї п И . * , - 5 , .  - 7 ^ 7 ,  (36)

таке, ще справедливо
З = ЗЄГ. (37)

Із (33) і (36) отримаємо систему незалежних різницевих рівнянь

= К 1 ' Л 1 = O.N-1, П = 1.Г-1

(38)
<r(i>_ £ (l )

*•■*1 '  *1 ’
Ю описують еволюцію вкладених оіг̂ члих поліедрів у кожному ортанті 

простору Е™ окремо (за винятком тих ортантів, де ці множини виявля­

ються пустими). При цьому методика реалізації операції перетину опук­

лих мноі.ин ' і 2 ^ '  в кожному р'внянні з (38) залишається анало­

гічною методиці, описаній в 121, бо у випадку обмеженості множин 

І^1] необхідно лише реалізовувати на кожному кроці перетин багато- • 

гранника із напівпросторами в (34) 1 "відкидання відтятих частин".

Відзначимо, що при наявності апріорно: оцінки

ї  с 3 0 , (39)

де - відома множина, представлена у вигляді об'єднання опуклих по­

ліедрів ї і 11, що належать відповідним ортантам
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І0 - U З ' 1 ’ . 1 - O.N-1, (40)

1
така оцінка може гути конструктивно використана в описаній рекурент­

ній процедурі. Для цього слід рівняння (38) поширг.ги 1 на значення 

п 0, замінивши початкову умову ! (1) = І (1) умовою (40). '

Представлення розв'язку у вигляді (Н8) може, виявитися корисним, 

якщо множина 3 використовується як область визначеності при розв'язку 

оптимізаційних задач. Так, у роботі 113) був запропонований ітерацій- 

ний алгоритм розв'язання одного із варіантів задачі інійного гтрогра- 

муі.Ліня, що використовує геометричне представлення про фор: ування ба­

гатогранних множин f61 І ідеї методу послідовного аналізу варіантів, 

а також застосовує для оптимізації метод "відкидання відтятих частин". 

Класичною задачею прикладної математики є задача апроксимації,

коли необхідно встановити функціональну залежність у вигляді
s

У(х) = S І ч »^ * ) . (41)
•>=’ з

де х - скалярний аргумент; ус  ) скалярна функціяі (ір^(х)), -

послідовність функцій, заданих аналітично чи на скінченній множині 

(X )|“ 0 значень аргумента; 1^ - невідомі числові параметри, що під­

лягають визначенню: S - число опорі"!х функцій (х> в (41); М - число 

дискретних значень аргумента.

В ролі вихідної апріорної інформації задані числові значення 

Уп (П = 1 ,М), про яких відомо, що

уп = (1 + vn ) у(х ) + zn, п = 0 , 1 , 2 ..М, (42)

де гп - невідома адитивна похибка визначення (вимірювань) значень 

Функції •„ •) для заданого xn, a - невідома му.пьтиплікативна похиб­

ка цих же вимірів.

Використання моделі у вигляді (42) для визначення (вимірювання) 

значень функції у(х) в дискретних точках хп, тобто врахування немину­

чих при цьому похибок, одразу ж робить принципіально некоректною ви­

могу відшукати лише єдиний такий набір коефіцієнтів 1 , який забез-
rv

печив би малу норму нев'язки між значеннями у (хп ) 1 уп. Так, наприк­

лад, при неточних вимірах вимога високої точності полшоміальної ап­

роксимації по скінченній вибірці даних ( тобто зведення П до задачі 

інтерполяції) приведе до невиправдане високого степеня апроксимуючого 

полінома, причому залежного від кількості заданих числових значень 

функції (тим вищий степінь полі ■ іма, чим більша кількість числових 

даних).
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В роботі С93 було запропоновано підхід, що використовує оцінки 

вигляду (6) , (7 ), тобто вводиться припущення про те, що похибки Vn 1 

zn в стаціонарні невизначені процеси. Це дозволяв частину із S пара­

метрів прирівняти до нуля а решту оцінити з точки зору задоволен­

ня співвідношень (42), тобто знайти такі множинні оцінки для решти 

параметрів 1^, що узгоджуються з множинними оцінками (7) (®м і Зм) 

похибок визначення (вимірювання) зі .дно з (42) значень функції у ( ’ ).

Нехай маємо вказану поапідовність функцій ф3(х) (3 = 1 .S ), обме- 

жеїшх на скінченній області 2 , якій ігчежагь дискретні значення аргу­

менте. Поставимо їй у відповідність послідовність числовчх параметрів 

lj u1 = 1 ,S) 1 змінній дискретних параметрів (3 * 1.S), що набува­

ють тільки два значення: "нуль" і "одиниця". Позначк о через ф0 (х) S- 

мірний функціональний вектор, компонентами якого е фуішції <р^(х), а 

через L 1 і - відповідні S-мірні вектори, складені із параметрів 13 1 

в у Введемо функцію

- S
у(х, L, д) = Е 13 ч у х ) ,  (43)

яку будемо називати апроксимуючою функцією.

Підставляючи II в (42) замість у (*), отримшмо співвідношешг

Уп - (1 + V X  SJ 1з W  * V  п = <44> 'J — І

Природно, що внаслідок невизначеності значень і zn, неможливо ви­

магати виконання цих співвідношень для деякої певної послідовності 

значень Oj і 1^ (тобто некоректно намагатись отримати точкову оцінку 

невідомих параметрів апроксимуючої функції).

Припустимо, що вектор д якимось чином заданий. Тоді і..ожна вважа­

ти, що співвідношення (44) спільно з (7) являють собою систему ліній­

них рівнянь відносно тих компонент вектора L, для яких відповідні

= 1, при наявності невизначенос/1 в коефіцієнтах і вільних членах. 

Тоді можна використати формалізм знаходження розв'язку рівнянь типу 

(16), (17).

Означення 4. Під множинною оці кою вектора числових параметрів L 

при певному значенні вектора дискретних параметрів д будемо розуміти 

ату множину С( д) в просторі Е3, що для будь-якого значення

L е Є(д) (45)

знайдуться відповідні ___

€ V  zn € V  V n-0 , M ,  (46)
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для яких задовольняються співвідношення (44).

Зауважимо, що для деякої послідовності ?начень = 1 може вия­

витися, що ні для яких значень відповідних 13 не Існує такої послі­

довності vn 1 zn (n = 0,М ), для якої задовольняється (44). .

Означення 5. Будемо називати допустимою апроксимуючою функцією 

(ДАФ) таку функ"ію вигляду (43) при певному значенні вег'■ора дискрет­

них параметрів д, що відповідна множина Є(д) (згідно з означенням 4) 

є непустою. »■

Для знаходження допустимих апроксимуючих функцій необхідно при 

кожному значенні вектора д встановити факт існування непустої множини 

?(Д) 1 знайти цю множину.

Нехай сі раведливе природне обмеження на мультиплікативну похибку

|vn | <1 V п = оТм. • (47)

Тоді співвідношення (44) можна переписати у вигляді

Д  = v
~ 3=1 . -- (48)

^  = (Уп - Zn>‘ (1 + V  € П = °-М- 

що являють собою систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно неві­

домих 1 (з = 1) з невизнпченою правою частиною.

При рівній кількості вимірів М 1 кількості невідомих параметрів

1 в (48) для невиродженої матриці коефіцієнтів (їх роль грають зна­

чення *л(*п)) множина Є(д) завжди непуста 1 отримується лінійним пе­

ретворенням (після перемноження на зворотну матрицю) множини т)н. Про­

те із збільшенням числа вимірів можлива суперечність співвідношень 

(44) для деякого невдало вибраного д, що породить пусту множину С(д), 

тобто процедура визначення множинної оцінки Р( д) послужить критерієм 

Е 'дбору допустимих апроксимуючих функцій.

Твердження 1. При розв’язку задачі апроксимації, коли похибки 

вимірювань значень невідомої функції (згідно з (42)) мають вигляА регу­

лярних стаціонарних невизначених процесів (згідно з означенням 2 ) ,для 

отримання достовірних результатів відбору ДАФ (згідно з означенням 5) 

потрібно, щоб кількість вимірів суттєво перевищувала кількість неві­

домих параметрів, а Інтервал часу вимірювання був більшим за макси­

мальне значення інтервалу регулярності самих похибок.

Останнє означає, що коли, наприклад, процеси '?п 1 zn являють со­

бою суми гармонік з невідомими амплітудами, частотами 1 фазами, то 

при наявності апріорної Інформації про деяку нижню частоту, якій
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кратні (з достатньою точністю) частоти "значущих" гармонік, то інтер­

вал часу вимірювань повинен бути не менший (бажано більший), ніж пе­

ріод діві нижньої частоти.

Очевидно, що допустимих апроксимуючих функцій в загальному ви­

падку буде досить багато. Необхідно сформулювати критерії вибору 

оптимальної ДАФ 1 алгоритм И знаходження.

Введзмо M-мірний вектор В(Ь, *,), складений It відхилень значень 

деякої ДАФ вигляду (43) від виміряних значень функції у ( ‘ ):

en (xn , L, д ) = y(xn , L, л) - уп . (49)

На множині ЗГ введемо деяку норму від вектора відхилень р[Е(І.,д)].

Тоді величина
І.(д) = mln £р( ■)) (50)
1 1*0 (д)

характеризує точність можливого 1 оптимального в класичному розумінні 

наб.пиження значень ДАФ до виміряних значень. Відмінність критерію 

(50) від загальноприйнятого підходу полягає лише t тому, що мінімум 

знаходиться для допустимих апроксимуючих функцій, для яких раніше 

знайдена непуста множина Я( д). Принципіально новим е запропонований в 

[91 критерій Іг (д), що характеризує міру невизначеності невідомих 

значень ДАФ з вибраною II структурою, тобто "ширину трубки", § якій 

знаходиться Істинна функціональна залежність. Позначимо через L аргу- 

гумент розв'язку задачі мінімізації в (50) 1 зведемо М-мІрний^вектор 

Е(Ь, д), складений з відхилень значень ДАФ від значень у(х , L, д):
__ —  *  ^

en (xn , L, д) « y(xn , L, д) - y(Xn , L, д). (51)

Тоді величина І2(д) може бути визначена як

І_(д) = max {p(E(L, л )]>, (52)
2 Ь€Є(д)

де норма р С )  визначається, як і в (50).

Очевидно, що величину вектора д (з компонентами "нуль" або 

"одиниця") слід вибирати так, щоб забезпечити найменші значення кри­

теріїв І10  і І2 ( ’ ), тобто гарантувати не тільки добре наближення 

до відомих виміряних значень функцґ у С ) , але 1 добре наближення до 

невідомих Істинних II значень (що відрізняються від відомих за раху­

нок похибок вимірювань). Це означає, що потрібно розв'язати задачу 

векторної оптимізації з компонентами І, ( ')  1 Іг С )  векторного крите­

рію. Скористаємось стандартним прийомом зведення задачі векторної 

оптимізації до скалярної. Тоді розв'язок задачі апроксимації в умовах 

невизначеності буде



д = arg min (І(д) » т і ,(л) + (1 - 7 ) їг (д)>.

* л * (j 3)
L = arg ш1пф {р(Е(Ь,д)},

Кв(А)
Є

де 0 < 7  < 1 — деякий числовий параметр, що вибирається з умов комп­

ромісу між вимогами досягнення максимально можливої точності набли­

ження до виміряних значень 1 мінімальної міри невизначеності для 

знайдено] структури ДАФ.

Для дослідження властивостей розв'язку (53) розділимо всю множи­

ну д пустимих апроксимуючих функцій на деякі Шдкласи.

Означення 6 . Підкласом однокореневих допустимих апроксимуючих

функцій будемо називати таку підмножину допустимих апроксимуючихо ,
функцій, серед яких е одна коренева ДАФ з деяким д = д, а в реш̂ і ДАФ

у векторах д містяться компоненти рівні "одиниці" для тих } ,  для яких
о
0., = 1 , а також деякі інші 0  ̂ = 1 ,

Іншими словами, коренева ДАФ містить мінімальну кільк'~гь членів 

апроксимуючої функціональної залежності, а інші ДАФ Із виділеного 

підкласу отримуються шляхом доповнення в (43) додаткових членів » 

в j = 1 . Очевидно, що всі такі апроксимуючі функці] та: їж будуть до­

пустимі, бо установивши для Вказаних J, для яких додатково було прий­

нято Oj = 1, відповідні lj = 0. отримаємо кореневу ДАФ. Позначимо 

множину векторі ь д для виділеного підкласу через

Згідно з введеним означенням 6 mwmo
о

С(д) s С(д) V д € D , (54)

звідки випливає справедливість наступно! теореми (9J.

Теорема 2. Для підкласу однокореневих допустимих лраксимуючих 

функцій коренева ДАФ забезпечує мінімальне значення критерію І2 (д) 1 

максимальне значення критерію І1 (д), тобто

Іг (д) < І2 (д) 1 І 1 (д) « І, (д) V д € ®. (55)

Де означає, що розв'язок (53) для виділеного класу функцій <р^(х) 

(j = 1 ,s; буде деяким комп,змісом між збільшенням І (д) 1 зменшенням

1, ( ) при збільшенні кількості членів апроксимуючої функціональної 

залежності в порівнянні з цією кількістю для деякої кореневої ДАФ. 

Звідси випливає алгоритм знаходження розв'язку (53). На початку шука­

ються допустимі апроксимуючі функції з мінімальною кількістю членів

хи —



с

функціонального ряду ( починаючи з одного і -оступово збільшуючи кіль­

кість, поки не отримаємо ДАФ). ІТри цьому слід вид ..лити тільки "неза­

лежні" ДАФ, в тому сенсі, що з цієї Функції не може бути отримана 

така ж інша шляхом "обнуления" частини параметрів. "Незалежні" ДАФ 

■іриймаються за кореневі ДАФ 1 для кожного підкласу шукається розв'я­

зок задачі (53) шляхом поступового розширення кількості-члонів кожно­

го підкласу однокореневих ДАФ.• Отримані розв’язки порівнюються за ве­

личиною І(д) і в ролі глобального розв'язку (53) на всьому класі до­

пустимих апроксимуючих функція вибирається той, який забезпечує міні­

мум величини І(д) (згідно з (53)).

Теоретичні дослідження методів ідентифікіЦІ1 1 керування в умо­

вах не сто* а стично f  Тїе айзна ч аностГ дня деяких класів~о<5 гєктГв7 Розв ‘ її 

зання задачі керування об'єктом~ЕГ'умоввд нё^хш :ти^оетТ~ нс; изначено- 

сті розбивається на наступні етапи:

1) попередня ідентифікація (пасивна чи активна) для визначення 

структури об’єкта 1 уточнення множинних оцінок його иарамитрів;

2) синтез оптимального стабілізуючого керування з використанням 

апріорних гарантованих множинних оцінок збурень і параметрів;

3) синтез алгооитмів адаптивного корування, що суміщають власне 

процес керування і процедуру ідентифікації, в загальному випадку, як 

ре. ультат розв'язку задачі векторної оптамізації.

Розглянемо спочатку клас статичних об'єктів із скалярним вихо­

дом, що описуються рівня ням вигляду (1) для m >= 1, k =■ 1 при відсут­

ності Хп в правій частині, тобто

Хпи = » un’ L* fn’ n)’ n * ° ’ '• 2.......  (56)
коли вимірювання виходу здійснюється пристроєм, функціонування якого 

описується рівністю ( 2 ) ,  •"ОбТО

У„ * (1 ♦ vn )xn + zn, n - o .  1. г , . . .  (57)

Задача структурної Ідентифікації, природно, формулюється як знаход­

ження функціональної залежності у вигляді

♦<*f- §  lj n) + fn . (bd)

де 1^ - компоненти вектора невідомих параметрів L, a v / ’ ) -  деякі 

"опорні" функції, задані аналітично або обчислені таблично дл.і до7 

пустимих значень керування
0n е А, (59)

де U - задана обмежена множина. Опис (58), (57) дозволяє застосувати
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для розв'язку цієї задачі результати, Виспадеш раніше пр ‘ розв'язан­

ні задачі г гроксігмації [91. А саме, при виборі певної послідовності 

опорних функцій <Pj(')  1 на основі (Ы + 1 )-го вимірів отримаємо

співвідношення

£ e .9 .(U , П )*1 , = Г* * п і “ __  (60)

= < V i  - ^ t » 1 + V i » " 1 - *»• п = °-м-

де - компоненти вектора д, рівні "нуль" ' "одиниця" (відповідно 

ДО вибору ПОСЛІДОВНОСТІ ф * ; .

При припущеннях у вигляді (46 ), (47) відносно характеру збурень 

Vn, Zn 1 fn, будемо роглядати співвідношення (SO) як систему ЛІНІЙНИХ 

алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 1^ (з « 1) з неві.значеною 

правою частиною. Це означає, що в цьому випадку справедливі аналогіч­

ні означення 1 твердження, що 1 для задачі апроксимації, а також від­

повідний алгоритм 11 розв'язання. В процесі розв'язання задачі струк­

турної 1/ нтифікації одночасно розв’язується задача параметричної 

ідентифікації, тобто для обраної структури визначаються множинні 

оцінки невідомих параметрів [ Я , [21:

L € V  (61)

де множина (?ы в розв'язком системи рівнянь (60).

Лема 2. Нехай в системі рівнянь ( 60) (при вибраному векторі д) 

матриця коефіцієнтів лівої частини А = (<p (̂Un )) в квадратною 1 неви- 

родженою, а т)п~ стаціонарний невизначений процес. Тоді- розв'язок сис­

теми рівнянь (60) (множина 5?м) є опуклою багатогранною множиною в про­

сторі Ff, що отримується лінійним перетворенням опуклої множини (ба­

гатогранника, Що ВИДІЛЯЄТЬСЯ нерівностями ВИГЛЯДУ (6) ДЛЯ Т)п) з мат­

рицею цього перетворення А-1.

Справедливість леми достатньо очевидна £121. При цьому, згідно з 

послідовністю вимірювань, для опису процедури ідентифікації доцільно 

використати різницеве рівняння еволюції множин

V ,  = «п П V i ,  e0 - 0 (О ). П = 0 , 1. 2 ........  (62)

де Є(0) - апріорна оцінка вектора параметрів, а Рп+1 - апостеріорна 

оцінка, що отримується в результаті виміру величини Уп+1 з умови 

виконання співвідношень (66 ), (57). Рекурентне співвідношення (62) 

є по суті рівнянням нелінійного (в силу нелінійності операції пере­

тину множин - п ) Фільтра з юм'яттю. Доцільно відмітити, що на відмі-
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:;у від традиційних методів розв’язання задач Ідентиф. .аціі, що дозво­

ляють отримувати лише наближені точкові оцінки параметрів, оцінки ви 

гляду (62) в гарантованими в тому сенсі, що Істинні значення парамет­

рів об'єкта, які оцінюються в процесі реалізації цієї процедури іден­

тифікації, належать множинам <?п 1141. В той же час при' довільно ви­

браних керуваннях і наявності неконтрольованих збурень отримувані 

оцінки можуть виявитися достатньо "грубими", тобто малоефективними. 

Тому доцільно при вибраній структурі об'єкта реалізувати режим актив­

ної ідентифікації, вибираючи при цьому керув!...ня з умоі.і отримання 

максимальної інформації про об'єкт.

В [153 для лінійних стьгичних об'єктів вигляду

ХПЧ = 1\  + rn ' п -- О, 1 , 2 . . . .  (63)

1 при припущеннях про точне вимірювання хп розв'язувалась задача ви­

значення оптимального (в деякому сенсі) плану проводоння експеримен­

тів для уточнення оцінок параметрів. В ролі критерію якості рекурент­

ної процедури ідентифікації використовувався діамотр множини Рп 116), 

а керування визначалось як розв'язок задачі

Ціп max d I9n .(X , U ) ) ,  (64)
Uftt X .« Э Г . пИ пП !)♦ і П» 1

де dr • 1 - діаметр спрогнозованої множини t>n>}, 4nt ] - множина значень 

вимірювань, якій буде належати черговий вимір Хп+1, значення якого 

залежать від вибраного і.жування Un> реалізованого значення збурень 

Г 1 істинного значення вектора параметрів L ( t?n.

Досліджувались 4»ластивості оптимального керування при деяких 

припущеннях про властивості збурень і вигляд множини tt. Запропонова­

но субоптимальний алгоритм керування процесом ідентифікації, який 

дозіісляє суттєво, гменишти обчислювальні затрати на його реалізацію. А 

саме, вектор Un вибирається колінеарним напряму діаметра множини Єп

1 максимальним за модулем на множині П. Доведена теорема п р  збіжність 

цього алгоритму і отримана оцінка швидкості збіжності при певних 

умовах [151,

В (121, (181 ро^'язувалась задача синтезу керування в умовах не­

визначеності статичними об'єктами вигляду

= ЬТ*Г, + 1 ц + f п х о, 1........  ' (65)
п+1 п пн i n n

де Гп - вектор лдомнх (вимірюваних) функцій часу, LT « (LT,lmt)) - 

(m + 1) -мірний вектор невідомих параметрів, для яких задана апріорна 

оцінка у вигляді (3 ), причому
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1 і > О. (66)
ПН і

величина х вимінюється точно, а збурення fn задовольняє обмеженню

ІГп| $ а » const # п > 0 .  ' (67)

Структуру керуввння приймемо у ВИГЛЯДІ

0a * °n - t  + V  (68>
Остаточно отримаємо модель замкнутої системи

X - 1 + ? • ? „  + І ., *U_ + f . п - 0 . 1 .........  (69)П 4 1 ТІ П  1 П  П
де , ^

Г = Г - Г , .  f  = t  - 1 (70)n n n— I n П 11-1
Приймемо, що петою керування е мінімізація цільової функції 

(функції локальних втрат) вигляду

“п = Хп+1’ (71>

тобто будемо розв'язувати задачу оптимальної стабілізації системи 

(69), а отже 1 (65). Оптимальне стабілізуюче керування шукається з 

розв'язку задачі «

rnin max шах Схг . ) .  (72)rv П  г 1

ип L€*o

Теорема 3. Оптимальне керування для задачі (72) 1 об'єкта (65) 

мав вигляд (68), де Un є коренем, і притому вданим, рівняння

Ф(йп ) = 0 ,  'ДЗ)

д е  _  ^  № ' « ..

) = шах(х + ЬТГ + 1 І ) + тіл(х + ЬТГ +■ 1 х.5  ). (74)
• n  ^  n  n  m*1 п

І з / 73) 1 (74) для випадку відомих параметрів випливав очевидний 

оптимальний розв язок для^и^, при якому перетворюється в нуль права 

частина (69), крім члена fn- Коли ж для кожної компоненти 1^ в неза­

лежні інтервальні оцінки, тобто множина v*Q в гіперпаралелепіпедом, то

оптимальне Un ідентичне відповідному для випадку відомих значень па­

раметрів, які рівні середнім точкам заданих штервалів-оцінок. В 

загальному випадку оптимальне Un знаходиться чисельно із розв'язку 

рівняння (73) за допомогою ітераційної процедури, яка значно спрощу­

ється тим фактом, що функція <p(Un ) е строго монотонно зростаючою 121. 

Головні труднощі тут пов'язані з необхідністю розв'язати на кожному 

кроці ітерації задачі лінійного програмування (згідно з (74)) 1131.

Зауважимо, що структура керування у вигляді (68) вибрана згідно



-  21 -

з методикою, запропонованою в [6] для випадку, коли адитивне збурення 

можна представити як розв'язок деякого лінійного різницевого рівнян­

ня з відомими коефіцієнтами, але з невідомими початковими умовами. 

Запропонований підхід до вибору структури стабілізуючого зворотного 

зв'язку С171 е подальшим узагальненням 1 розвитком давно 1 добре 

відомого в теорії автоматичного керування способу побудови систем 

керування з так званим астатизмом k-vo порядку.

Для підвищення якості керування необхідно в процесі його реалі­

зації одночасно уточнювати множинні одінки на основі вимірювань, 

тобто реалізувати процедуру ідентифікації (62 ). Зауважимо, що для 

об'єкта (65) множина Є , являє собою гіперсмугу в просторі парамет­

рів, "ширина" якої прямо пропорційна величині с в (67). При цьому 

може бути реалізований найбільш простий режим адаптивного керування, 

коли на кожному кроці після виміру 1 отримування уточненої оцінки 

вектора параметрів 8 оцінка з (62) використовується в (74) замість

0о (а фактично замість 0п 1 ). Проте в деяких випадках вимірювання 

може ви витись неінформативним в тому сенсі, що покращення оцінки не 

відбулося, 1 маємо

5п = * п - 1 -  <Т 5 >
Твердження 2 [21. Якщо для об'єкта (65) при керуванні (68 ),

(73), (74 ), починаючи з деякого n = N, виконується нерівність

|Xn+1l ^ e  V п » N, (76)

то процес Ідентифікації зупиниться на деякій непокращуваній оцінці, 

що задовольняв (75 ).

При адаптивному керуванні об'єктами з невідомими параметрами 

одночасно існують дві мети: власне керування (наприклад, оптимальна 

стабілізація) 1 уточнення оцінок параметрів об'єкта (ідентифікація). 

■Ьму в загальному випадку якість адитивного керування може бути 

об'єктивно оцінена лише за допомогою векторного критерію якості [21, 

[183:

(7?)Ш(п) = Шп , (77

2  “ п  І
де шп - скалярна функція, що оцінює власне динамічні якості системи,

а й>п - скалярна функція, п\о оцінює якість розв'язання задачі Іденти­

фікації (при цьому оцінки максимізуються по невизначених факторах).

Задачу векторної оптимізаціі можна замінити задачею скалярної 

оптимізації вигляду
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(ПІП £ш'П* = сш + (1 - а) й , О $ а < 1). (78)
unta £

В залежності від значення а будемо розрізняти три режими роботи син-
•»

тезованоі системи керування 12): ,

1) a - 1 - режим оптимальної стабілІЗй U ( касування знаходиться 

з умови мінімізації тільки функції локальних втрат);

2) a = 0 - режим активної ідентифікації (керування знаходиться

з уме л мінімізації тільки функції шп);

* 3) 0  < a < 1 - режим лц льного керуванні, в ялому на основі

досягнутого компромісу одночасно здійснюється забезпечення інтересів 

стабілізації 1 адаптації.

Можливий 1 інший підхід до встановлення компромісу Інтерес3 .  

коли оптимальне керування знаходиться з умови мінімізації однієї з

компонент критерію (77), а із аналізу іншої компоненти визначаються 

лише додаткові обмеження на керування при розв'язанні цієї задачі 

мінімізаці -

Означення 7. Система, що складається з об'єкта (1 ), вимірюваль­

ного пристрою (2) і керуючого пристрою, що синтезує керування з до­

пустимої області вигляду (12) на основі вимірювань, інформації про 

збурення у вигляді оцінок (7) і оцінок вектора параметрів об'єкта 

вигляду (3 ), що уточнюються у відповідності з рекурентною процедурою 

ідентифікації вигляду (62), називається слабо адаптивною по відношен­

ню до критерію (77), якщо існує такий момент часу n = тц, що викону­

ються нерівності

“п < “о* “п < “о V п > п1. (79)

Означення 8. Адаптивною будемо називати таку слабо адаптивну 

систему, для якої у відсутності неконтрольованих збурень виконується

умова ___

Ііш ш = 0 , lira ш = 0 .  (80)
П«0 Пм» п

Означення 9. Сильно адаптивною будемо називати таку адаптивну

систему, для якої друга Із умов (80) виконується 1 при наявності не­

контрольованих збурень.

Викладений підхід використовувався для синтезу адаптивного ке­

рування різними класами об'єктів [161-121J. В роботах [19], I20J 

розглядались лінійні динамічні об'єкти, зокрема нестійкі 1 неміні- 

мально-фазові, а в роботі И г ] 1 такі, що містять чисте запізнювання.
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Нові результати для них аналогічні отриманим для статичних об'ви­

дів (отримані аналоги теореми 3 про оптимальне ке,ування, а також 

твердження про властивості замкнутої адаптивної системи керування). В 

роботах 1161, (21J розглядалась задача адаптивного керування екстре­

мальним об’єктом, що складається з лінійної стаціонарної динамічної 

частини з відомими параметрами 1 вимірювача значень квадратичної 

функції локальних втрат з невідомими параметрами (в загальному випад­

ку нестаціонарними, але з обмеженою швидкістю їх зміни).

В (22) були введені математичні моделі об'єктів у вигляді матрич­

них різницеї.их рівнянь, аналогічних по формі , 1), але з відповідними 

матрицею стану об'єкту Хп 1 матрицею керуват: ' Un. Наприклад, до цього 

класу належать матричні Иърац1йн1 алгоритми розв'язання дискретних 

матричних рівнянь Ляпунова, Ріккаті 1 їх узагальнень (23) (зауважимо, 

що узагальнення рівняння Ріккаті було вперше отримане в (5), 14)). До 

них також відносяться матричні алгоритми керування спектральними ха­

рактеристиками випадкових процесів (24) 1281. В [21 наведено метод 

синтезу адаптивних матричних ітерашйних алгоритмів керування такими 

об'єктами для випадку, коли відомі множинні оцінки елементів матриць 

їх параметрів.

Задача оптимальної стабілізації на основі функції локальних 

в.рат (або в порівнянні з еталонною моделлю (19)) узагальнювалась на 

випадок оцінки якості динаміки системи за допомогою сумарного функціо­

налу [341.

Проблеми дискретного керування за допомогою засобів цифрової 

техніки неперервню рухом динамічного об'єкта. Як вже^Ъюнчч!июс?Г'ра­

ніше̂  розгляд математичної моделі об'єктів у вигляді (1) зумовлений 

застосуванням обчислювальної техніки для реалізації систем керування, 

коли вимірювання і змін., керування здійснюються в дискретні моменти 

часу (171, (2 9Ы 3 31 . Якщо для лінійних систем із зосередженими пара­

метрами ця побудова здійснюється відносно просто 1291 — [311, зокрема

1 при наявності в об'єкті чистого запізнення (171, то для систем з 

розподіленими параметрами все значно ускладнюється (32).

Розглянемо той клас об'єктів з розподіленими параметрами, рух 

яких при t > t (t » nT - момент часу початку n-го такту керування,
П П

Т - тривалість такту керування) описується штегральним рівгянням ви­

гляду
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i(R , t) = X a(R, p. t - t ) x(p, t ) dp + \(R, t) +n  XI XI

.  .  <81> 
+ I  і b(R, p, t - t) U (p . x) dpdx, R € CR,. fljjl

4  *4
де x(R, t) - скпярна двомірна функція, що^характеризує ,’ан об’єкта; 

u(4, t) - розподілене скалярне керування; x(R, t) - розподілене 

зовнішнє неконтрольові .е збурення; a(R, р, t - tn ) 1 b(R, р, t - х) - 

скалярні ядра інтегральних перетворень; R, 1 R^ - деякі числа. В рів­

нянні (81) функція х(р, tn ) (р € tR,. Rj,l) характеризує стан об'єкта

в момент часу tn ( x(R, О) = x (0 ) (R) - початковий стан об'єкта ), а 

x(R, t) (t > tn, R е CR,, Hjjl) - подальший стаь об'єкта в процесі 

ху. Зауважимо, що це рівняння є адекватною математичною моделлю 'дина­

міки різноманітних об'єктів керування з розподіленими параметрами, 

зокрема при керуванні, наприклад, тепловими 1 дифузійними процесами. 

Воно може бути формально представлене у вигляді змішаного двомірного 

Інтегрального рівняння Вольтерра-Фредгольма, з обмеженою областю змі­

ни просторового аргументу R 1 необмеженою областю зміни чаоово.'о 

аргумент t, якщо використати під знаком подвійного .лтеграла ядро, 

що міститиме дельта-функцію вигляду в( х - tn) .

Припустимо, що цифрове розподілене керування має вигляд

u(R, t) = un‘ u(R) при t е (tn , tn+1), tn = nT, n « 0, 1, 2 ........  (82)

де u(R) - деяка задана скалярна функція просторового аргументу, що

може Легати в загальному випадку дельта-функції, але така, що Існує

обмежена функція „
т ~

b(R) » ;  J b(R, p. Т - х) u (P ) dpdx, (83)
O R,

a un - власне дискретне керування, постійна на інтервалі дискретн'хїті 

за часом (tn , tn+11. Тоді отримаємо Із (81), що при tn = tn+1

„ ґ
X(R’ V f l *  = -Г ®(R* Р* Т) Х(Р' V  ^  + ^ (R) Un + * (R' tn+1) *

*1
Позначимо

xn (R) = x(R, tn ), xn(R) «= *(R, tn+1). (84)

Тоді отримаємо інтегрорізницеве рівняння, що є точною математич­

ною моделлю процесу керування об’єктом з розподіленими параметрами 

(81):
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н» *

x„+1(R) = /  a(R, p. T) i n(P) dp + b(R) + *n (R). n = 0 . 1 . 2 ........

** ro> <8 5 >
R € IR, t Rj,}, x0 (p) = x (p), p € С R , . R,,).

3 (85) видно, що знання початкового стану об'акта х ( 0 , (р ) і 

збурення xn (R) дозволяє для заданих а ( ’ ) і Ь ( ’ ) розрахувати по­

дальший рух об'єкта, залежно від значень дискретного керування un (п = 

= 0 , 1, 2 , . . . ) .  Це означав, що можна ставити задачу знаходження такої 

послідовності керувань u , щоб перевести об’єкт з відомого початково­

го стану x(R, tn ) = x l 1 ' (R) в інший стан x ( 2 , (R) з заданою точністю.

В 1321 доведено тверждення про умови кероваї сті такогс об'єкта, ана­

логічні твердженню про керованість цифрових зкчкнутих систем для ви­

падку об'єктів з зосві-вджеь.іми параметрами.

Будемо вважати, що в об’єкта (81) є скалярний вихід y(t). який 

вимірюється в дискретні моменти часу t = t (п * 0 , 1, 2 , . . ) ,  1 зв'я­

зок між цим виходом і функцією стану об'єкту задається інтегральним 

співвідношенням 

R,

y(tn ) = /  с(р) х(р, tn ) dp + 4><tn ) . n = 0, 1, 2 ........  (86)

л, *1
де с(р) - ядро даного співвідношення, що в загальному випадку містить 

дельта-функції, a 4>(tn ) - скалярні похибки вимірювань. Тоді, при від­

сутності шумів (ip(tn) в 0 1 MR , t) я 0) ,  можна ставити задачу про 

відновлення з достатньою точністю функції стану системи х(R, tn )

(R € fR,, R2 1) по вимі; щих в дискретні моменти часу значеннях ска­

лярного виходу y(tn ) 1 відомих керуваннях un на вході.

В [32J були встановлені умови розв'язання даної задачі, анало­

гічні твердженню про спостережуваність цифрових замкнутих систем з 

зосередженими параметрами.

Точна математична модель системи у вигляді інтегрорізницевого 

рівняння (85), що описує рух об’єкта (81) (в дискретні моменти часу) 

під дією керування (82), спільно з інтегральним співвідношенням (86), 

що гтисує формування скалярного виходу об’єкта з розподіленими пара­

метрами, є досить складна 1 II важко безпосередньо використовувати 

для розв'язку конкретних задач керування. Тому доцільно використати 

наближені апроксимаційні моделі, що дозволяють отримати опис у ви­

гляді системи звичайних різницевих рівнянь.

Для цього сперпу використаємо методику представлення роз’язку у
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ч

вигляді функціонального ряду. Справедлива наступна теоре..ів (32).

Теорем. 4. Нчхвй параметри об’єкта (81), Ного початковий стан, 

діючі на нього збурення 1 просторова структура цифрового розподілено­

го керування такі, що справедливі співвідношення

x0 (R) - Е x1' 0<p1(R), R € (R ,, V  m » const,
1=1 *

Rj,

J a(R, p, T)<pJ (p)(lp =■ * 1 .» .  R € IR ,. R„l.

m —
(87)

b (R) - E b lV l(R ), H €  [R ,. RjjJ,

\,(R> =Д х1.„ч>1 (Н). R Є IR ,. RN l.

де i 1 0 , a1^, Ь± ( 1 J  = 1,m) - деякі константи; n (i = 1,m) - деякі 

функції дискретного часу, a ^ ( R )  (1 = 1 ,ш, R і  [r ^  r^]) - деяка по­

слідовність функцій.

Тоді функція стану об'ектя (81) при цифровому керуванні (82) в 

довільний дискретний момент часу t = tn може бути представлена у ви­

гляді в „

Х̂ Ю 188) 

де xt п (і = 1 ,ш) - функції лише дискретного часу, що задовольняють 

системі звичайних різницевих рівнянь ,

Х і .п+1  + b i un + Xi . n ’ п  = ° »  1 = 1 »ш, (8Э )

а скалярний вимірюваний вихід, що формується згідно з співвідношенням 

(12), нвбував виїляду
Ш — iv

уп % 2 СіХі .п  + V

де - * . .
Сі = / с( р ( р ) dp. 9̂1)

*1
Зауважимо, що, як випливає з другого співвідношення в (87), функ­

ції ip1 (R)^e в загальному випадку лінійними комбінаціями власних функ­

цій ядра atR, р, Т). Тому для застосування цієї методики необхідно, 

щоб ці власні функції складали таку п иіідовність, що побудований на 

П основі функціональний ряд м’г за допомогою вибору коефіцієнтів цьо­

го ряду бути добрим наближенні г довільної функції з деякого класу на
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інтервалі [R1, Rjj). В більшості випадків умови (87) викону.оться для 

скінченних m лише наближено, а тому модель (89 ), ( _J) е наближеною 

апроксимацШною і синтез на II основі в втіленням відомого принципу 

керування першими "модами" об'єкта з розподіленими паримо грами.

Другий метод отримання апроксимаційноі моделі використовує замі­

ну в (85) інтеграла скінченною сумою
R* N

Ї  a(R , p. T) x (p) dp - £ a . . x ( R . ) ,  1 * 1fN.
Rj n J=1 1 3  n  <

де R1 (l = 1,М) - фіксовані точки на інтервалі R ,, Rn i ( »обто вузли 

інтерполяції), а13 - коефіцієнти, залежні від а( :і4, р, Т) і вигляду 

формули, що застосовуьться для наближеного обчислення визначеного 

інтеграла (формул прямокутників чи трапеція, Сімпсона або інш. J 

(N - 1) - число підінтервалів, на які розбивається інтервал [RJt j

(в загальному випадку Ці проміжки можуть бути нерівними, зокрема на

основі апріорної інформації про ступінь нерівномірності за простором 

функції стану даний інтервал може бути поділений на декілька підін­

тервалів, в кожному з яких використовується свій крок інтегрування).

При цьому аналогічно здійснюються заміни в (86 ):
R, N

х с(р) X (р ) dp « 2 (93)
R, п і=і 1 п 1

а отже,
N

У„ Vn(Bl> + V  (94)
де с± - коефіцієнти, що залежать від с(р) 1 вигляду формул, що засто­

совуються для наближеного інтегрування. Вважається, що в (92) 1 (93) 

використовуються одні і а  ж вузли інтерполяції R±(1 « 1,N).

Позначивши

*і.п * W *  К  = bCRj). ; , n - xn (Rt ). (95)

перейдемо до системи різницевих рівнянь, що являють собою апрок- 

симаційну модель руху системи (321.

теорема 5. Нехай для деякого класу функцій xn(R) (R € (R,, R^l), 

ядер інтегральних співвідношень a(R, Р, Т) в (85) 1 с(р) в (86) при 

конкретному виборі в'тлів інтерполяції R± € CR,, Rjj) (1 = 1 ,N) 1 ви­

гляді формули, що застосовується для наближеного обчислення визначе­
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них інтегралів в (92) 1 (93) ( тобто при певних значеннях коефіцієнт)ч 

aij 1 ° і /  J = ' .N )). співвідношення (92) 1 (93) виконуються з достат­

ньою точністю, рівномірно на виділеному класі функлуй xn(R ).

Тоді, якщо початковий стан 1 пвраметри об'єкта керування, збурен• 

ня 1 множина допустимих керувань (що викор.істов; эться при синтезі в 

подальшому) такі, що розв'язки інтегрорізницевого рівняння (85) на­

лежать даному класу функцій, то перехід системи від n-го до (п+1 )-го 

стан> з точністю того ж порядку описується с. -ггемою шзницевих рів- 

НЯІУЬ вигляду

де фазові координати xt п, введені згідно з (95), утворюють N-мірний 

вектор стану системи. »

Важливою проблемою при синтезі цифрового керування є вибір опти­

мальної частоти квантування за часом. В 129) на прикладі задачі ліній- 

но-квадратичного синтезу дослід*уве зсь залежність якості керування 

від тривалості такту керування - Т, було здійснено граничний пере­

хід - Т •> 0 (при цьому дискретне матричне рівняння Ріккаті перетвори­

лось в звичайне матричне рівняння Ріккаті). Показано, що крім вимоги 

мінімізації затрат енергетичних ресурсів на здійснення процесу керу­

вання, суттєвим є також 1 вимога мінімізації "інформаційних" витрат 

на керування, пов'язаних Із збільшенням навантаження на обчислювальну 

техніку , що реалгуе алгоритм керування) при зменшенні Т.

В роботі 130) була викладена методика розв'язку проблеми струк­

турних обмежень, коли не всі компоненти вектора стану вихідної моделі 

об'єкта доступні для безпосереднього вимірювання 1, отже, не всі 

можуть використовуватись для формування керування. Було запропоновано 

при складанні математичної моделі у вигляді різницевих рівнянь виби­

рати такий вигляд фазового простору, щоб вектор стану був складений 

лише із значень вимірюваних координат в різні моменти часу, тобто ви­

міряних як у розглядуваний момент часу, так 1 в попередні моменти. 

Раніше виміряні значення координат г.̂ и цьому можуть зберігатись в 

запам’ятовуючому пристрої.

= 2  a x ♦
• J =1

N

btun + \1>п, і - 1,N, п = 0, 1, 2

N
(96)

y„ *2 Vi.n + V х
і.О x (0 )lR1 ). R, € (R,. Rjj)
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ВИСНОВКИ

Таким чином, започатковано 1 сформовано новий науковий напрямок 

в теорії адаптивних систем керування 1 прикладній математиці, а також 

отримані важливі прикладні результати для задач керування за допомого») 

цифрової техніки різноманітними класами об'єктів. При цьому можна ви­

ділити такі основні результати.

t. Розроблено новий підхід до постановки і розв'язання задач тео­

рії керування 1 прикладної математики, що грунтується на теоретико- 

множмнних моделях невизначеності. Вперше (в !979 р. в співавторстві з

В. М. Кунцевичем) запропоновано і використано м"ожинні оцінки парамет­

рів об'єкта 1 збурень %ля р зв'язку задач ідентифікації 1 керування.

2. Введено формалізоване означення поняття невизначеного проце­

су, що використовує множинні оцінки його значень в різні моменти часу. 

При цьому використані стійкі характеристики невизначеного процесу, 

аналогічні такій характеристиці винадковог процесу, як кореляційна 

функція.

3. Введено означення розв'язку систем лінійних алгебраїчних рів­

нянь як множини в просторі змінних, коли для коефіцієнтів 1 правої 

частини системи законі лише апріорні оцінки у вигляді множин в прссто- 

рі параметрів. Розроблено конструктивний алгоритм знаходження цього 

розв'язку.

4. Розв'язана в н вій постановці класична задача прикладної ма­

тематики - задача апроксимації числових даних функціональним рядом.

5. На основі запропонованого формалізму розроблена методика 

структурної ідентифікації об'єктів керування (тобто вибір кількості

1 складу членів функціонального ряду в задачі апроксимації).

6. Розроблені мето; • параметрично! ідентифікації 1 адаптивного 

керування з використанням множинних оцінок невизначених факторів. На 

основі запропонованих методів розроблена методика побудови алгоритмів 

керування, які дозволяють отримувати гарантовані результати навіть 

яри . ійгірших екстремальних обставинах.

7. Побудовані ефективні алгоритми ідентифікації 1 керування в 

умовах невизначеності для статичних і лінійних динамічних об'єктів, а 

також об’єктів екстремального керування.

8. Вв^цені математичні моделі об'єктів у вигляді матричних, різ­

ницевих рівнян', де .ігурують матриця стану 1 матриця керування. Для 

такого класу об'єктів розроблені методи синтезу матричних алгоритмів
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керування.

9. Побудгвані математичні моделі дискретного керування динаміч­

ними об'єктами з чистим запізненням і з розподіленими параметрами, 

досліджена їх керованість і спостережуваніеть, розроСи. ні методики по­

будови спрощених апроксимуючих математичних моделей замкнутих систем 

такого типу.

10. Запропонована методика вибору величини тривалості такту циф­

рового ’ ірування 1 розв'язання проблеми структурних обмежень на вимірю­

вання вектора стану динамічного об' єкта.
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