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Актуальність тями. В останні десятиріччя інтенсивно розви­

ваються теоретико-алгебраічні методи, які я успіхом застосову­

ються для дослідження рівнянь математичної Фізики та побудови 
математичних моделей я заданими симетрійними властивостями. 
Особливу актуальність методи симетрійного аналізу набувають у 
зв'язку з розглядом тих багатовимірних нелінійних рівнянь, для 

розв’язування яких неможливо застосувати класичні методи матема­

тичної фізики.

Математичний апарат, який дозволяє ефективно розв’язувати 
задачі групової класифікації, почав інтенсивно розроблятися порів 

няно недавно /ГЛНркгоФ, Л.Овсянніков, Н.ібрагімов, Р.Андерсон, 

ЛжЛЗлумен, П.Олвер та інші/. Останнім часом розвинено нові 
методи симетрійного аналізу, які дозволяють виявити додаткову 

симетрію диференціальних рівнянь в частинних похідних /ЦРЧЛЛ

Дисертація присвячена дослідженню симетрії та побудові 

широких класів точних розв’язків деяких важливих, З ТОЧКИ зору 
прикладних застосувань, рівнянь математичної Фізики, досліджен­

ню їх умовної та Q. -умовної симетрії. Такими рівняннями 

є, наприклад, рівняння гіперболічного типу. До останнього часу 

недостатньо вивчені симетрійні властивості основних рівнянь 

теорії фільтрації, особливо це стосується рівнянь нестаціонар­

ної нелінійної Фільтрації Лі .Я.Полубаренова-Кочіна, В.М.Енточ'.

Мета роботи. Провести теоретико-алгебраїчний аналіз 

рівнянь гіперболічного типу другого порядку. Дослідити симетрій" 

ні влагтивості рівнянь тепдопереносу, нестаціонарно? Фільтра­

ції та побудувати їх то«ні розв'язки.

Методика дослідження. Дл" м»в«ею»«* сот«>тгівниг вязгти-



г
состей диференціальних рівнянь е чястинних п о х ід н и х /ДРЧП/ 

використано: теорій груп J!i, теорію представлень і алгебр Лі, 
концепція умовної симетрії. Зястосовяно також і інші методи 
теорії диференціальних рівнянь.

Наукова новизна і практична цінність роботи.

Т. Розв'язана зядячя групової класифікації ЛРЧП другого порядку 
відносно розширеної групи Пуанкаре та її підгруп.

2. Проведений груповий аналіз нелінійного хвильового рівняння, 
яке є інваріантним відносно підяягебр конформно! алгебри, 

які не містять операторів трансляції, а також досліджено
d  -умовну симетрію отриманих рівнянь.

3. Досліджені групові властивості систем ейкокальних рівнянь 
і систем нелінійних рівнянь четвертого порядку.

4. Для рівняння Клейна-Гордона-фока /КГФ/ знайдено оператори 

умовної симетрії і отримані нові яизяци, які редукують це 
рівняння до звичайних диференціальних рівнянь /ЗЕТ/.

5. Оператори умовної симетрії використані для побудови вняаців 
нелінійних рівнянь теплопереносу.

6. За допомогою одержаних янзяців проведена редукція рівнянь 
теплопереносу де 3JIP, знайдені нові точні розв’язки.

7. Досліджена Q. -умовна симетрія рівнянь нестаціонарної 

фільтрації, побудовані деякі точні розв’язки, зокрема 

розв’язки рівняння, яке описує рух термодинамічного 

ідеального газу.
Основні результати дисертації є новими. Вони можуть бути 

використані для розв’язування приклядних задач математичної 

Фізики, електродинаміки та гідродинаміки.

/
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Апробація роботи. Результати дисерттіі доповідалися на 
семінарах відділу прикладних досліджень Інституту математики 
АН України та не. звітно-наукових конференціях кафедр Київсько­

го державного педагогічного інституту гмені М.П.Драгомаковя і 
Миколаївського державного педагогічного інституту.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковано в 

роботах [ї - 7J .

Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається 

з вступу, трьох розділів, висновків та списку літератури, до 

містить те найменувань. Обсяг роботи - ЇІ5 сторінок машино­

писного тексту.

У вступі обгрунтовано актуальність розглядуваних задач, 
подано короткий огляд робіт за темоо дисертації. Наведені 
необхідні означення та обгрунтовано методи, що використовують­

ся в дисертації.

Перший розділ присвячено дослідженню теоретмко-алгебраї- 
чмкх властивостей та побудові багатопарпметричних класів 

точних розв’язків рівнянь другого порядку гДперболічного типу.

В першому параграфі досліджено симетрію квазілінійного 

РІВНЯННЯ в частинних лохідних другого порядку

ЗМІСТ РОБОТИ

\ f j ^ ( ' х , ц , и ) ц ^ ~ т  /і/

/V

відносно рояяирпної аягя^ри Пуянкярв ЛР{ /, П)~ ( > ^

»<<*4>«CHt ОПйр*Т"Т1И ЯК'Ї МР^ТЬ ЯИГЛПД
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л оператор jj , який відповідає масштабним перетворенням, 

задається па допомогою двох різних зображень

A - ^  + v U # '
N л /З/

2)л ** <X}P +  L &  -fijj * <3?/#,

/тут і надалі за індексами, що повторяються, маємо на увазі 

підсумовування/.

Теорема 1 . Рівняння /?/ інваріантне відносно алгебри Лі

jP ( f,n )  - тоді І тільки тоді, коли

воно локально еквівалентне рівнянням

я/ ф'(и)т~ъи + \p*(U)T~,lU)UJlUjl) = т  *

v-uiut-ui-uf-ul-lg-- иі',
J 1(t)ao lI+ fi(r)UUJlu )Ujl) - m t 

к1-/, 'Z-UiU L, L=0,n,

/ / Л А /  o ^  ^  ^U U Ujut ‘j dty ;

B/ ‘/-З*'

U Ф*(ит)пЦ+Ц * Ф л(ю)и^и U j d - m ,  

д« V-r - ( -  j l j r * y ) '  K + 0 , u  T - U i U { ,  i - O n .



Теоьемз 2. Рівняння /І/ інваріантне відносно алгебри Лі 

^Р(і,П) **( Pju, *оді і тільки тоді, коли

воно локально еквівалентне рівняння

•P'(e)(u) u)-W‘p ‘(8){ul ll>f ‘ uj ‘u1ujl i-™

> бе - o o n s t ,  j e - t O .

В цьому ж параграфі побудовані рівняння вигляду /ї/, які 

в інваріантними відносно однопяраметрииких підгруп групи Пуянкя 

ре Р (і, з) /або, що рівносильно, відносно одновичірних 

підалгебр алгебри АР ^1; З}/.

5 2 присвячений груповій класифікації нелінійного хвильово 

го рівняння

D  Ц + Р(х,Ц,Ц)жО /4/

де U “ U( k̂ )* '**■ в  <У/» *' * ■ * ̂ л-/) і

W - f U o . U , ...

F(-*,U,U) - деяка гладка функція від , U , U
Теорема 3. Для того, яоб нелінійне хвильове рівняння /4/ 

було Інваріантне відносно алгебри , необ-

хідне І досить, -цоб вгто мало неступний вигляд ;

П+2
а и - и * * ф ( т „ т , , т 3)'

п

5



В третьому параграфі досліджено ліївську і Q  -умовну 

симетрію рівняння

/ п*а /
oU+u™ y(^a.jL)„0t /б/

Тут Ір - довільне гладке функція.

В ? 4 встановлено умови, as яких вість ейкональних 

рівнянь

д £ й  d t a  1 гу / п я
- Щ Г " д ї *

-М°-.-Ш% = хс, и-с,/,г,я.
д м и  д-хг

для векторів^ E ( £ 1tSa , ЄЛ ) * /Ve , Ц д )  •

E a = E a (*0,*r) * H q ~ H q (-Xq e інваріантними відносно

групи Пуанкаре Р (7,/7) і конформно! групи С (і;П) .

Проведено груповий аналіз няотупних систем рівнянь:

6
де

/б/

інваріанти

/7/

п &

т 0хп з  ) ^ - т- tf/nU/i т 6+0
Ч  7 Ц  т* ш ~ * ц ~ '  U -----

Б третьому параграфі досліджено ліївську і Q  -умовну

14иЕ + 1лПО EJXo>X) =0 >
Л , О Ї Ї  + Л а ООЇЇ(Я0,*)»(}, 

d w *  6 W i _ п
*

dwe д\х/й _ п
IjJCju d ’x f 1

r  w ' - e -ЇЇ* . w*-(T, ЇЇ) - і н



т
електромагнітного поля.

Зокрема, доведено, ;яо при * І і Л 4 = І, макси­

мальною групою Інваріантності рівняння /5/, за умови

_ № а  ,_ д £ б  Q , 0 ^ 5  /6/
d a h

ДЄ *>"#/• Ь - Н л.Гш-Нл)

(Оtt' - 6 1 II -0,3) , є б7-гмряиетричнч група Лі С (і. 9)

!? базисними елементами, які задовольняють комутаційні співвіДт 
ношення конформної алгебри АС (і .9 ) .

У другому розділі досліджено умовну симетрію рівняння КГФ 
І нелінійних рівнянь теплопереносу.

Теореме. 4 . Рівняння КГФ

т*1/, т - const 0 /о/

умовно інваріантне відносношератора

Q'^ado + 'Y'dQ +(і~Лг)идц /І0/

при умові JabÛ Ot $йЬ •

В ? б досліджена симетрія, проведена редукція і отримані 
то»ні розв'язки хвильових рівнянь з додатковими умовами типу

LaU-0 ,

/II/

В * 7 розглянуто нелінійне рівняння теплопереносу



U 0 + U Q a ~ y r  Ф ( и?, U /ї2/

Де .

7а Я Ifjcj+lxj[+jcf » U.r= K ±  ZrJ?0 , zr - довільний параметр. 
За допомогою екзацу

і/ - р  У > ^  » ***«.

який породжується оператором

Q*'*a da if ̂ о ~ і уІЗ/

рівняння /12/ редукується до ЗДР.

Зауважимо, що оператор <2 /ІЗ/ не належить до алгебри 

симетрії /у розумінні Лі/ рівняння /12/.

Теорема Б. Рівняння /12/ умовно інваріантне відносно 

оператора Q  /ІЗ/ за умови, шо

Ц & Ц - О ,  а, 6
В цьому ж параграфі досліджена також симетрія нелінійного 
рівняння теплоперекосу вигляду

И(и)и0 + А и -F(U), ИМ
знайдені оператори умовно! симетрії рівняння /14/.

Теорема б . Нелінійне рівняння теплопэреносу /14/ умовно

інваріантне відносно операторів Д0(п)> Q ) , «кщо!

Ши)-лІи'**+л,. №)••*, и Я  ,

j 2 ±0 *  n +йу ч ;

8
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4/

2/  'М(Ц) - Л ^ х р Ц + Л & , Р ( и ) ~ Л г о * р U ,  / 7 - 5 ,

Q ,  = і* ? л 60 + З Х а д а  + я  да , *  О  і

з/ H(u)=̂ f- » F(U)-Ag‘* ^v,
Q  — <х * дс +  xq &  j —  2 И  ди ч

Щи)-і  » F M - j f ^ u *^).

5  = 4  + зр* tt*X(iдц + ( d , U  +^&)ди ,

5/ ф / 7 /j-/, р ( ц ) ~ Ш п Ц ,

Q e■ = -Хадц і- —ij^'XiUdu »

67 Ф(Ц)~/, F(U)-6(U)t
й б  = хцд<з + 6 ( и ) д и , 8 д = 2 (5 +п)

Редукція рівнянь теплопереносу, яка здійснюється за допо­

могою побудованих анзаців, дозволяє будувати нові точні розв’яз­

ки цих рівнянь.

У третьому розділі вивчені симетрійні властивості і побу­

довані нові класи точних розв’язків нелінійного рівняння неста­
ціонарної фільтрації

М(и) Uo * + ~jrt U/'-FfU), /і5/
Ц -  Ц(*о,лЖ

де

и ° - Ш '  " « - - 0 *



В § 8 досліджена умовна симетрія рівняння /15/ для Afj 0, 
Теорема 7. Рівняння /15/ Q. -умовно інваріантне від­

носно оператора

Q  - А(я, и)д0 + & (ос, а) д, + 0 ( л , и) ди /Іб/

тоді і тільки тоді, коли Функції А, В, С задовольняють наступ­

ні системи рівнянь:

І. А і 0 /не зменшуючи загальності покладено А • і/

&ии ~ О  і Оии + Ндби) " ви ’

ЗАир-£(о«тианмо-в„ -  *

л/ • .і /'І7/

. Pf-f Сі /К>0 + £/) * 0, + 2Н05, + й Є л.
Я. А - 0, В - І,;

tf-(ou + f e ) F -НЄо+Є^І'Ог^-О* ш  
+1№ ы ->Є, Єя,- Є % ( С 0 ІІ + 1>І + -% 0).
Теорема 6 . Рівняння /15/ Q, -умовно інваріантне від­

носне оператора /Іб/ у випадку Н (£/)■» І, А * І, В 4 0 тоді 
1 тільки тоді, коли воно локально еквівалентне рівнянню

Uc+ll,,*

я оператор /Іб/ має вигляд 

Теорема 9. Рівняння

10

{ и0+ и //+ ~ ~ ц * £ ( л , иv , л,.і,-ом#,



Q. -умовно інваріантне відносно оператора

(2 = д 0 + - h ( ^ U + i e)du .

Теорема 10. Рівняння /15/ Q  -умовно інваріантне відносно 
операторів

п . 3-м . (з -nX i - jz) ,/й
& Г  бо+ û jc, и д “ ’

&а в -  2 —jt ди *

Аз = 4 > *  ^  + л ах$
якщо функції F(U) t И(U.) мають вигляд ^

для Q . : /7^) - Л, Z/ ^  -*Л4 » /7ЭД * Д» # ‘*Г М 3
1 М //,3 , Л ц - 0 ;

д л я  Q & : И (U) -  4 У ’ ’  ^ * А * Л ' ’ * t~consii

для £ ,  :  Н ( и ) - Л У + < * * >  # - h  V &

В 5 9 за операторам Q  -умовної симетрії, які отрима­

ні в ? 8, побудовані аняаци, іцо редукують /15/ до звичайних 
диференціальних рівнянь.

У висновках коротко сформульовані результати дисертаційної 
роботи.

Основні результати дисертації опубліковані в наступних 
роботах:

І. Воробьева А.И. Групповой внзлиз некоторых систем нелинейных 

уравнений электродинамики //Асимптотические методы решения 
дифференциальных и интегродифферекцк&льных уравнений:-Киев:

II

| П ш Г і Г в ^ * а а й '' ‘а  \
J А Н  України j
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КШИ, 1967. - С. 20 - 23.

2. Воробьева А.И. 0 пуанкяре-инвариантных квазилинейных уравне­

ниях второго порядка // Симметрия и решения нелинейных урав­

нений математической физики. - Киев: Ин-т математики All УССР, 
1907. - С. 66 - 69.

3. Воробьева А.И. Квазилинейные уравнения второго порядка,инва­

риантные относительно однопараметрических подгрупп группы 
Пуанкаре Р (I. 3)-// Методы исследований алгебраических и 

топологических структур. - Киев: КГПИ, 1969. - С. - 22 - 26.

4. Егорченко И.А., Воробьева А.И. Точные решения волнового урав­

нения с дополнительными условиями IJ Симметрия и решения 

уравнений математической физики. - Киев: Ин-т математики

АН УССР, 1989. - С. 21 - 25.

5. Сгорченко 1.А., Воробйова АЛ. Умовна інваріантність і точи! 
розв’язки рівняння Клейна-Гордона-Фока // Доп. АН України. - 

1992. - Ч І. - С. 19 - 22.
6. Єгор»енко J.A., Воробйова А.1. Умовна Інваріантність t точні 

розв’язки одного рівняння теплопровідності // Доп. АН 
України. - 1992-Р 3. - С. 20 - 22.

7. Фуиич В.1., Серов M.t., Воробйова A.I. Умовна симетрія ! 

точні розв’язки рівнянь нестаціонарної фільтрації // Дои.

АН України. - 1992. - * 6 . - С. 20 - 24.



ч

Підп. до друку 16.02.93. Формат 60x84/16. Папір друк. Офс. друк. 
Умов. друк. арк. 0,93. Умов, фарб.-відб. 0,93. Обл.-вид.арк. 0,7. 
Тираж 100 ирим. Зам. 86. Безкоштовно.

Віддруковано в Інституті математики АН України 
252601 Київ 4, МСД, вул. їерещенківська, З



Ав 26.800


