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ЗАГАЛЬНА ХАРАиїЬ'РИС'і.'І'ЦА ЮЬОТИ

Актуальність теми та історія питання. На сучасному етапі роз­

витку науки і техніки наукові дослідження багатьох складних явищ 

і об'єктів у фізиці, х ім ії, б іол ог ії, економіці та інших областях 

діяльності людини реалізуються шляхом створення і Дослідження їх 

математичних моделей. Серед таких моделей слід виділити моделі 

багатокритеріальної оптимізац}!, що розглянуті j  монографі ї В.С.Ми- 

халевяча, В.Л.Волковича, макроекономічні моделі В. М. Глушкова, па- 

дачі іїатоматично! фізики, що описані в книгах 0. А.Самарського,

А.ы.Тихонова, Г . І.Марчука, В .І .Лебедева, дискретно! октимізаціf , 

які наведені в роботах І.В.Сергієнка, моделі начійвдсті систем

І.М.Коваленка та багато інших, що зусїиічаються в роботах Ь.М.Єр- 

мольєва, 0. А.Лететевського, Іи.В. Кап і тоново І, Ю. І.Самойлвнка,

A.Ф.Верланя, В.К.Задираки, В.В.Іванова, А.О.Чикрія та Інших учених.

Часто такими математичними моделями е різного роду нелінійні

рівняння, починаючи від нормальних систем нелінійних алгебраїчних 

і трансцендентних рівнянь і кінчаючи всілякими диференціальними, 

інтегральними, інтогродиференціальними та іншими функціональними 

або, в загальному випадку, операторними рівняннями, а також рір- 

ні задачі оптимізаці! з нелініііними цільовим функціями і обмежен- 

нями.

Все частіше ставиться задача про знаходження усіх розв'язків 

нелінійних рівнянь, які в багатьох випадках можуть виступати як 

апарат для глобального розв'язання задач оптимізаці'. Процес набли­

женого розв'язування таких рівнянь складається із двох етапів: 

відокремлення розв'язків, тобто знаходження таких областей едино- 

сті розв'язків, у яких за допомогою певної процедури можна уточню­

вати ці розв'язки, і самого процесу уточнення. При наявності досить 

близького до шуканого розв'язку початкового наближення уточи :ішч 

цього розв'язку в багатьох випадках може бути здійснене іісрацій - 

ними методами, умови застосування і збіжності яких дають, як пра­

вило, достатні умови для існування розв'язку. Із багатьох робіт, 

присвячених цьому питанню, відмітимо глибокі дослідження С.Ьанаха,

B.В.Немицького, А.М.Тихонова, К.Лере, Ю.Ь.аудера, Л.В.Канторовича, 

М.О.Красносельського, М.М.Вайнберга, Ф.Краудера.

При наближеному розв'язуванні нелінійних рівнянь часто засто­

совуються апроксимацій)і методи, l,j  зводять вихідні рівняная до 

рівнянь менш складної структури. До них належать: скінченно-різни- 

цеві, проекційні, проекційно-ітераційні та !н.

Різницеві методи широко використовуються в обчислювальній прак-
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тиці, вони мэють досить прості обчислювальні схеми, зручні при ре­

ал ізац ії на ЕОМ. Із робіт, що їм присвячені, відмітимо роботи

0 .А.Самарського, Г . І.Марчука, М.М.Яненка, В.Л.иакарола.С.К.Годунова,

B. С. Рябенького.

Надто широкий клас наближених методів становлять проекційні 

методи. На в іди іну від ітераційних проекційні методи у своїй осно­

ві містять принципово нову ідею, що полягав у заміні вихідного р і­

вняння апроксямаціРник, розв'язки якого приймаються за наближені 

розв"язки вихідного рівняння. Дослідженням різних аспектів проек - 

цінних яятодівлочинаючи з їх аобудови, критеріїв збіжності, швидко­

сті збіжності, питань точності 1 стійкості, а також раціонального 

підбору координатних елементів, займалися багато вчених, у тому чи­

слі І.Г.Ьубнов, Ь.Г.Галлоркін, М.М.Крилов, Ы.Ф.Кравчух, М.В.Келдиш,

C.Г.МІхлін, Л.В.Канторовия, М.С.Красносельськай, Г.М.Вайнікко, 

П.П.Забрейко, В.К.Дзядик та ін.

Інший клас наближених методів складають проекційногітераційні.

Ці методи, що поєднують у собі елементи апроксимації та Ітвраційної 

процедури, беруть овій лочаток від методів усередненая (&уннц і опаль­

них попрапок, запропонованого N. двоколовим 1 розвинутого далі 

А.Ю.Лучкою, М.С.Курпелем та їх учнями. В результаті досліджень

A.Ю.Лучки та М.С.Курпеля на баз! ідей функціонального аналізу ме­

тод одержав належне узагальнення, що призве.ю до створення проек­

ційно- ітераційних методів. В Ідейному плані близьким до лих мето­

дів е КР - метод, розроблений В.І.Лебедевам, що поєднує у собі 

комбінацію Ітераційнохо і варіаційного методів. ---... .

Процес наближеного розв"язування на ЕОМ рівнянь /в тому чис­

лі і нелінійних/ супроводжують різного роду похибки. Щодо дослідж­

ення 1 оцінок усіх видів похибок е різні підходи. Всі кони викладе­

ні в роботах М.С.Бахвалова, В.В,Воєводі на, В.В.Іванова, М.П.Корній­

чука, В.Л.Макарова, Ь.М.Еиеничного, И.М.Даниліна, Л.В .Канторовича,

М.0 .Красносельського. І . М.Молчанова. С.Г.Мхліна, М.К.ГавурІна,

B. К. Задираки, А. І.Ьерезовсьяого, П.И Беса раба f автора ц іє ї роботи.
Неможливо перерахувати усіх  учених, що займалиая і займаються 

тиг ’  чи Іншими питаннями математичного моделювання 1 наближеного 

розв'язування рівнянь. Бібліографію їх робіт мокяа знаі!ти у фунда­

ментальних монографіях згаданих вите авторів.

Усі перелічені аспекти, що стосуються наближеного розв язувн- 

ння рівнянь, справедливі для будь-яких рівнянь. Однак застосування 

їх  до нелінійних рівнянь, ЩО мають багато розв 'язк ів , може виріши­



ти повну проблему !х знаходження тільки в тому випадку, ноли ці 

розв'язки відокремлені. Слід зазначити, що ця проблема досліджена 

дуже слабо. Серед тих, хто нею займавея, можна відмітити В.В.Неми- 

цького, О. Д. Горбу нона, Ь. А.Вертгейма, Е.О.Волкова В.Н.Скоробогатьъо.

Таким чином, аналіз нелінійний математичний моделей і набли­

жених методів їх розв'язування доводить актуальність розробки і 

розвитку теорії і практики відокремлення ізольованих розв"язків.

Мета роботи - розробка теоретичних основ і створення практич­

ного апарату для відокремлення і наближеного знаходження ізольованиу 

рс:в'Язків нелінійних рівнянь.

Методика дослідження. Для побудов*, методу відокремленая вико­

ристовувалися методи Функціонального аналізу, теорії апроксимації, 

загальної теорії наближених методів та обчислювальної математики. 

Основними об"ектами дослідження є нелінійні операторні, інтегральні 

рівняння та системи нелінійних ллгеораїчних і трансцендентних рів­

нянь. Однак автор вважав доцільним викласти теоретичні ооиови мето­

ду відокремлення в абстрактному вигляді в умовах гільбертоього та 

евклідового просторів. При застосуванні до нелінійна/, інтегральних 

рівнянь автор намагався перефорадлювати основні положення теорії 

щодо даного класу рівнянь і факти, властиві тільки їм, ефективно 

використати при реалізації процесу відокремлення на конкретних при­

кладах.

Наукова новизна. Основними науковими результатами є такі:

1. Запропонований і реалізований підхід до розв"язання пробле­

ми відокремлення ізольованих розв'язків деяких класів нелінійних 

рівнянь, що базується на відшуканні центра і радіуса замкненої кулі 

як області єдиності розв'язку.

2. Розроблені теоретичні основи відокремлення ізольованих роз­

в'язків нелінійних операторних і функціональних рівнянь, що харак­

теризуються теоремами існування і єдиності розв'язків взаємозв'яза­

них вихідного рівняння та послідовності апроксимаційних.рівнянь,

із яких випливає збіжність методу переходу до апроксимаційних рів­

нянь та існування радіуса кулі єдиності розв'язку, що характеризує 

апостеріорну оцінку похибки наближеного розв'язку. При фіксованому 

значенні параметра апроксимації розв'язки апроксимаційних рівнянь 

приймаються за центри куль, а радіуси знаходяться із достатніх 

умов теорем існування і єдиності, що відповідають методам мінімаль­

них нев'Язок та похибок.

3. Створений практичний апарат для відокремлення ізольованих

з



4

розв'язків. Він полягає у дискретизації неперервних задач 1 зве­

денні їх до систем нелінійних алгебраїчних і трансцендентних рів­

нянь, відшуканні оцінок величин, що характеризують достатні умо­

ви теорем Існування, та розв"язанні системи нерівностей, область 

сумісності яких дає допустимий інтервал зміни радіуса кулі єди- 
ності.

4. Для глобального розв”язування систем нелінійних алгебраїч­

них і трансцендентних рівнянь розроблений і реалізованяй на ЕОМ 

SS - алгоритм, що дав змогу відокремлювати всі ізольовані роз- 

в”язки і апроксимувати їх з максимальною точністю, допустимою на

5. Процес відокремлення ізольованих розв'язків реалізовано 

на конкретних прикладах систем нелінійних алгебраїчних і трансцен­

дентних рівнянь та нелінійних інтегральних рівнянь їв степеневою 

иеліиійяістю»

До с т о в і р н і с т ь  результатів. Усі результати дисертації сформу­

льовані у вигляді теорем і лем 1 повністю доведені. Теоретичні ви­

сновки підкріплені прикладами.

Теоретичне та практичне значення. Робота має теоретично-прак- 

тичний характер. У ній запропоновано 1 обгрунтовано новий ефектив­

ний метод відокремлення Ізольованих розв’ язків певшос класів нелі­

нійних операто-чих та функціональних рівнянь, wo полягає у відшу­

канні центра і радіуса замкненої кулі як області вдмності ро зв оз ­

ку. Доведені теореми 1 леми відображають теоретичні основи і прак­

тичні аспекти процеоу відокремлення. Створений 1 реалізований на 

ЕОМ £ S  - алгоритм, що дає змогу відокремлювати всі ізольовані роз­

в'язки систем нелінійних алгебраїчних 1 трансцендентних рівнянь, 

є основною складовою частиною методу відокремлення. f!oro ефектив .̂- 

ність, як і всього методу відокремлення, показана на прикладах сис­

тем нелінійних алгебраїчних і трансцендентних рівнянь і нелінійних 

інтегральних рівнянь їв степеневою иелінійністю.

Основні результати дисертації доповідалися і обговорювалися 

на різних наукових конференціях, симпозіумах, школах-семінарах, 

зокрема на Загальносоюзній конференції з динамічного управління 

/Свердловськ, 1979/, Загальносоюзній школі- семінарі "Паралельні 

обчислення і високопродуктивні системи" /Алушта, Г982/, Загально­

союзному семінарі "Питання оптимізаці! обчислень" /Алушта, 1987/,

ЕОМ.
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Загальносоюзній школі-семінарі "Розпаралелювання обробки ініїорма- 

Ц ії" /Львів, 1989/, республіканських конференціях "Обчислювальна 

математика в сучасному науково-технічному прогресі" /Канів, Т978, 

1982/, республіканських науково-технічних конференціях "Інтеграль­

ні рівняння в прикладному моделюванні” /Київ, 1983, 1986/, школі- 

симпозіумі -з якісної теорії диференціальних рівнянь /Дрогобич,

1978/,Регіональній конференції з методів математичного програмува­

ння і програмного забезпечення /Свердловськ І£ю4/, симпозіумі 

"Методи розв"язування нелінійних рівнянь і задач оптимізаціі "

/Тгтлінн, Т9Ь4/, школах-семінарах "Питаная оптимізаціі обчислень" 

/Кацивелі, Т971, 1975, 1977, 1981, 1983, 1986, 199*1; Одеса, 1979, 

1989; Київ, 1976,1978, 1980. 1982, 1984, 1986, .988, 1990/, семі­

нарах Інституту кібернетика ім. В.М.Глушкова Ad України,

Основний зміст дисертації детально викладений у роботах 

/  І - 34 / .  Із робіт, написаних у співавторстві, до дисертації 

включені тільки ті результати, що одержані особисто автором. Ви­

няток становлять числові приклади, де знаходження усіх  ізольованих 

розв'язків за допомогою розробленого автором££ - алгоритму здій­

снювала Л.Б,Шевчук, що на :ого основі склала програму.

Структура й об"ем роботи. Дисертація складається із вступу, 

п"яти глав, висновків, списку цитованої літератури і містить idov 

сторінок машинописного тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

Вступ у дисертації містить огляд літератури щодо проблеми на­

ближеного розв'язування рівнянь, наближених методів розв'язування 

нелінійних рівнянь, включаючи і задачу відокремлення ізольованих 

розв"язків, та опис результатів, що виносяться на захист.

Глава Т. Математичне моделювання в наукових дослідиапнях.

У даній главі, що має вступний інформативний характер, навед(їні 

деякі задачі, математичними моделями яких /чи математичним апара­

том розв'язування яких/ е системи нелінійних алгебраїчних і транс­

цендентних рівнянь або нелінійні інтегральні рівняння Із сталими 

границями типу У.зисона і Гамерштейна. Глава складається із  одного 

параграфа, в першій частині якого /п . 1 , 1/  описані основні задачі 

оптимізаціі: безумовної, нелінійного програмування, глобальної та 

багатокритеріальної, що у випадку диференціовності функцій цілі і 

обмежень можуть бути зведені до задачі розв'язування систем нелі­

нійних алгебраїчних і трансцендентних рівнянь. У п.1.2 наведені ще 

деякі класи задач /рівняння математичної фізики інтегральні рівняй-
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ня/, що методами дискретизації /скінченних різниць, варіаційними 

та методом інтегральних рівнянь/ зводяться до задач розв'язування 

відповідних систем нелінійних алгебраїчних і трансцендентних рів­

нянь.

Глава ТІ. Питання загально ї теорії відокремлення і наближеного 

знаходження Ізольованих розв'язків нелінійних операторнкх рівнянь 

в г ільбертовому просторі.

Об’ єктами дослідження у даній главі є нелінійні операторні 

рівняння. Складність розв'язування таких рівнянь полягає в тому, що 

вони можуть мати багато розв’ язків з невідомим їх числом 1 місцем 

розташування в розгляї^ван і й ойласті. Процес їх розв'язування скла­

даються з двох етапів: відокремлення розв'язків, тобто відшукання 

таких областей, кожна а яких містить один розв'язок, 1 уточнення 

розв’ язків, що за певних умов реалізується ітвраційнимя методами, 

умови застосування 1 збіжності яких дають, як правило, достатні умо­

ви Існування розв’ язку.

Якщо задача уточнення розв’ язків ітераційняш методами розро­

блена дооить фундаментально t мав багату літературу, то задача їх 

відокремлення розроблена слабо.

В даній главі викладається суть методу відокремлення Ізольо­

ваних розв’язків нелінійних операторних рівнянь, що базується аа 

відшуканні цент'а 1 радіуса замкненої кулі як області едяності роз­

в’ язку. Реалізується метод відокремлення так. Операторна рівняння 

алроксимується послідовністю наближених рівнянь, розв’ язки яких 

приймаються за центри шуканих куль, а радіуси знаходяться із  дос­

татніх умов Існування в кожній із  них єдиного розв’ язку рівняння. 

Одночасно ці розв’ язки можуть правити за початкові наближення для 

ітеряційних методів,

■ Розглянуто два варіанти побудови теорії відокремлення Ізольо­

ваних розв’ язків, що базуються на різних ітєраційних методах і р із ­

них способах апроксимаціІоператорїв і просторів. Вони виклацен! 

відповідно у параграфах 2 і 3.

Отже, розглянемо нелінійне операторне рівняння

7 ^  =  0 ,  : / і /

де р  _ двічі диференційовний за Фреше оператор, що діє Із області 

свого визначення f t c  Н - гільбертовому простору, у той же яро­

сті p/Y.
Припустимо, що в області & рівняння / І /  має скінченну мно­

жину ) обмежених за нормою розв’ язків. Ставиться
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задача: побудувати такі замкнені кулі, кожна з яких будз містити 

єдиний розв'язок із  множини 52. , тобто відокремити ці .розв'язки.

Розв'язання ц ієї задачі передбачає знаходження т> о 1 Множини еле­

ментів , iKr,t і дійсних чисел ^  , '’мі будемо

називати відповідно центрами та радіусами замкнених куль
SfV t, -й) =  {* *  Q : Ііи - іrt )l і  У; j  ( і ,  iy » t )  , 

щоб на кожній із них виконувалися деякі достотні умови існування 

єдиного розв'язку рівняння / І / .  Дійсно, яюао такі *^ї і К' будуть 

знайдені, то таорзма існування кожного розв'язку рівняння /Т/

може бута визначена так и у чином.

Застосуємо для розв'язання рівк. !.я / І /  і тегхідійнай метод м» 

німальних нев'Язок

ЙГ'(и*)Тгх.*Ц*' /?'
іцодо існування єдиного розв'язку рівняння / і /  та збіклт.гі W: 

тоду /2 /  має місце теорема.

Теорема 2 .Г . нехай у кулі S /и°, -ґ) , дв и ° о л ш  із еле­

ментів іґі , а Г  - відповідав йому число Л; , виконуються умови:

»|*ru*IU л г ї и )  Н і  М{+) ( Н Т ' І * / з /  

/ (Г 'Ґ и )к ,А ) І * » if r JK U i*  У п (ф О  , И є Н ,  Ш

О о, М (+ ) ,  j r ( + ) ,  m f -ґ-) - константи.

Нехай, крім того, мають місце нерівності

/ і Т у  Jo ■JV'M <  j  . .

• ^  (ЛІ '  [ і  ' J  -? ^  >

де

&
г .

*П (+ )[±  -<${*) J  ’ / 6/

Тоді рівняння / і /  має в кулі JjYu0 f") єдиний розв"язок **■' , 

50 якого збігається послідовність j , побудована згідно з 

/2 / , причому швидкість збіжності характеризується нерівністю

Н * ш 4 г г р т  ̂  • ■ л/
Звідси виплипае, що якщо будуть знайдені такі пари 

і г / ( т и ,  для яких буде вірна теорема 2 .1 ,  то задача відокрем-



лоїчш розв 'язк ів  рівняння /\/ іуде вирішена. В роботі запропонова- 

ниі! один підхід  до розв'язання ц іє ї проблеми.

Розглянемо послідовність рівнянь

Т„и. — 0 )} /З/
.о в певному розумінні є наближеними до рівняння /т /. Нелінії’ні 

оператори ^  : Q п б Н  вважаються двічі ди^ренцПіовними з

Фреше. Припускається, m o N n^H , Q n =Q- , а Тл має узагальне­

ні1 смисл.

Умови близькості операторів',- і Т .̂ , а такох їх похі дних Т  \ * 

т '  Т и, Тп визначимо таким чином: будемо впакати, що на елемен­

ті и * 57 ̂  * j виконані умови апроксимації операторів T u .T V u), 

ГТ’" ( ,0  операторами T^u- , lxx), » якпо існують такі фукк-

аіоналл у- (ъ ,и .) >0 при л-»°° (jsJ.,2 ,3) ( ч0 виконуються нерів­

ності

К г * . - т ; іа ї й  i t ( n , u ) ,  /9/

II Т 'М - № )!!- <  \ ( п , и . )  , /то/

Ч т " ( и ) - Х 'М И *  Ь ( " , и )■ / т , /

Позначимо SB-n = l ^ ' i i rr,t )  кн^хвну послідовносте!1 роз­

в 'язк ів рівняння /8 / 1 дамо таке означення.

Означення _2Л_. _Послідовність розв'язків рівняння

/8 /  будемо називати відповідною розв'язку рівняння / і / ,

а метод переходу до рівнянь /8 / - збікним, якщо прип-к* Ни’-и‘пЦ-*0.

На основі теореми 2,1. сформулюємо теорему про Існування 

розв'язку послідовності рівнянь /8 / і збірність методу переходу 

до неї.
Теопема 2.2. Нехай U* - один із розв'язків рівняння / і /  

і для всіх il & З  (и-*, ґ ) = ■{ и б  Q : // и. - їх* /[*■/• j

виконуються умови /9 /  - / I I / ,  а для оператора Т "(и .)  має місце 

нерівність ■ .

H T "{u ) IU  •*(+ >  “ V  • /Т2/

Нехай, крім того, для операті ^а T 'fu ’)  виконуються умови: 

І І Г ' № ) Ц * М г 1 (Г '(и % Х )\ > , т Ш * г я > 0 ,  * . * н  /тр/

с



Нарешті, нехай існує така область cL t+ ) с ( 0 ,о°) , що 

т  - J ^ (f , u ' ) f  > 0 для KOKH or 0 Є d. /W  ,

Тоді справедливі такі твердження:

1. л<ля операторів 'С  , , 'T'Z в кулі Л )

мають місце оцінки

Ц % ц ?Н  * )  г /14/

HTj(u) II (А  +#(+, u-'J г  + ̂  (* , Л  * ')  - ЛУ,. , Л ) ; /І5/‘
1К Ы к ,1 )1>Л ™  ґ, t 'jjllf y *  w , f a / ,  /16/

/IT” («-> It * Л 'їЧ  ^ ̂  V - ̂  ^ U‘J  • /І7/
2. Для будь-якого t 6 d ( * J  знайдеться таке , що при

71 >, п , ( і ~ )  В нерівнос- t / I 6 / W „  ( п > Л  и ' )  У ^  І виконуються 

умови: ^

л Ы  J i_pufawn + М » .  /; u-y* * / * ,  u '  > у
L1 +  Г т п и ^ 7 ^ )  < l > 7 7

7* 1
$  1 /19/

S. f.,jH кожному із  зазначених П % п 0/+) рівняння /8 / має в 

куііі 5  єдиний розв"язок я-'*. , відповідний розв'язку

и ‘ , до якого починаю»; Ізи ^  = и.‘ збігається п осл ід овн ість /^}

побудована згідно з /2 /  для рівняння /8 / , причому має місце оцін. д, 

що характеризує швидкість збіжності

J! K r  t * J U  щ ^ , ф ,  и’)[і - ̂ (+)J iH J ^ j . /20/
4. Кожна послідовність розв'язків f^-nj при п прямує за

нормою до розв"я?чу і ґ  , причому швидкість збіжності визначається 

нерівніотю

[( іґ -  <  II * • /2Т/

Останн-’ нерівність доводить збіжність апроксимаційного методу 

переходу до рівняная /8 /, щ е достатньою основою для практичної

У
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реалізації /  при фіксованих ті /  процесу розв'язування рівняння /8 /. 

Припустимо, що при фіксованому л ми знайшли розв'язки <4^

рівняння /8 /. ЦІ розв'язки надалі приймемо за центри шуканих куль

$  fti~~ ипг > ^ ) і зауважимо, що одержання апостеріорної оцінки 

похибки наближеного розв'язку v  рівносильно доведенню існування 

принаймні одного розв'язку рівняння / і /  в кулі S (°>  ^  J ■

іідя нелінійних рівнянь, що мають не один розв'язок, задача по- 

лягае.в-тому, щоб д а  кожного розв'язку v  знайти такі значення 

радіуса і"  , иоб у'кулі $(*> 'г) виконувалися достатні умови існу­

вання віяного розв’язку' рівняння / І / .  У цьому випадку величини

•Лі ( f ) > т  ( f ) t J/(+ ) виявляються нелінійними функціями, аналітич 

ний вираз яких не завади вдається одержати. Тому природним е під­

хід, коли ці функції виражаються через аналогічні величини,що об­

межують в. кулі $ ( + , + )  оператор , його похідну

а також ( и-) , 1 функціонали *}. '/п , и .) ( /=  X, З )J

що характеризують у кулі S ( *,+) їх близькість до операторів 7V_, 

*рYu-),TY«-) згідно з /9 /  - / I I / .  Має місце лема.

Лема 2.Т. Нехай для усіх  +) , де ^  - один ‘ з

ровв"язк1в .и-'пі .виконані умови /9 / - / ї ї / ,  а для оператора ’K '/it)

мае місце нерівність

■ и г « м  *  х  ". /22/

Нехай, крім того, для оператора Т'п виконані умови:

K T K tM U m J lk t l]  т п> 6 , /23/

Тоді у кулі S  ( справедливі оцінки:

l [ T v  {{ £• у[і  ( п ,  о- ) /24/

(1Т Vu)II <■ 4 Х+ t ,  * )  = А (п , t  * )  , /25/

| (г  їш л . д Л  >, І У и ' .л ' Ц и м *  -

=  m  (п, t, і>) К fill

/26/

IIТ "  Л і)  К 4  ( Л  *)+  73 К  Л  ^ Л  *>).
/27/
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При фіксованих п  і V  праві частини /25/ - /27/ перетворю­
ються в нелінійні функці І і  а це означає, що

нелtніКгигли функціями радіуса f- ст >»ть І ліві частини нерівно­
стей /5 /  і /6 / . В умовах леми 2.1 існування розв'язку /5 /,/К / 

гарантує Існування кулі единого розв'язку рівняння / і / ,

що відлов І дав даному гг .

Сформулюємо основну теорем;' Існування єдиного розн’ язку р ів ­

няння / ’/  у припущенні, що структура оператора 7^ и- гарантує

поліноміальну структуру відносно У  Функціоналів Л(І >п
Теорема 2.3. НехаЯ при будь-якому Фіксованому п ?, П о рів­

няння /8 /  -ає одне І те саме число розв'язків, що дорівнює m t 

і при цьому депонується Ке.іІІШІС.ТІ .

V " '  *• Г *  > 0 -
Тоді в умовах леми 2. 1 справедливі такі твердження:

1. Існує таке п  *, 77о . починавчи з якого кожному розл”язку

V  відповідає свій Інтервал /  У»., 1%) с. [ о , Я )  , де 8. - най­

менший платній корінь функції , що для всіх +

системі нерівностей / о /  , /6 / , в яких визначені згідно

з /25/ - /27/, буде сумісною.

2. Рівняння / І /  має в кулі S ( t f j ' f )  , де У  б- (> \ l £ . )

єдиний розвиязок и" , що відповідає даному а- , до якого /почи­

наючи Із U* — It /  збігається послідовність « побудована

згідно з /2 /, причому має місце оцінка /7 / , в якій & ).
3. Апостеріорна оц.нка похибки, що характеризує близькість

розв"язкІв U’ і U = If півнянь / і /  і /8 / , визначається не­

рівністю

Перебираючи всі розв"язки * п і с  н. рівняння/8 /, одержи­

мо множину систе нерівностей /5 / , /6 / . Розв"язок кожної з них ви-

рчачав І .тервал зміни радіуса f  кулі існування єдиного розв 'яз­

ку и "  рівняння / І / ,  що відповідає розв'язкові рівняння

/8 / , тобто реалізується процес відокремлення усіх  розв'язків рів­

няння / І / .
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У § 3 розглянуто ще один варіант відокремлення розв'язків 
рівняння / т/  за умови застосування іторацІЯного методу мінімаль­

них похибок у випадку поОудови апроксимаці^них рівнянь проекцій­

ними методами , для операторів Т 1 Тп , то діють у різни 

просторах. На апроксимацій ні оператори 7Ї, не накладаються обме­

ження щодо структури, а це означає, що функціонали

і ма-лранти -Лі,™ , JV можуть бути довільної структури із за­

гальними в.лс'ивостями.

Отже, неха!! потрібно розв'язати операторне рівняння

Т и  - г і - Т и  - О , /29/

де т - нелінійний оператор, визначенні1 і неперервний нг від­

критій, непусті?, обмежені;’ множині Si- - банахового простору

£ , замиканії якої є SI .
Позначимо / £ууJ  послідовність замкнених лідпросторів £  ,

а їх перетин 1? кнокі" ою S L  позначимо -Г2-И. , тобто Л~2- 

= й П Ем. . ^  п - замикання 52*.

,ллі буцемо вважати, що оператор 7^ > $ -  набли­

жений у певному розумінні до оператора Т’ і породжує послідов­

ність апрокоимаційтх рівнянь

7п и п ^  “ Т* и * ~  0. /3Q/

Кожне із рівнянь /ЗО/ трактує.ося як наближене до /29/, а 

Кого розв"я:-ии при конному П оголошуються наближеними розв'яз­

ками /29/.

Слід зауважити, що в даній постановці задачі різниця Т  і 

7J» не може бути характеристикою близькості рівнянь /29/ 1 

/ЗО/, тому що оператори Т  і 7J. дінть у різних просторах. У 

зв"язку з цим розглядається послідовність лінійних проекційних 

операторів Р*. , кожний з яких проектує на в і повідне А с  . Якщо 

А с  необмежені, то припускається, що оператори і» ^  - непе­

рервні на І ”і2. 1 TY-J2J c 2 ( f nJ-  області визначення оператора

, В цьому випадку степінь близькості рівнянь /29/ і /ЗО/ ха­

рактеризується величиною ".малості" норм операторів

s „ =  Tyt- Z nr j  и п =  т - , / З І /

де S ^ i £* .- > £*. , ««.•’ £ - * £ ,



У І1рипуш<;ш?і , ulo Простори f  І £-n. - І’І ЛЬОЙрТИВІ , one ритори 

Г  t - двічі дичівренці; онні за Фр і::е в Я  , її оператори “7^. - 

в 5ІЛ , для теоретичного обгрунтування проц< у відокремлення розв'яз­

ків використано метод мінімальних иохиоок, „іо для рівняння Д С(/  має 

ви г ляд

" Г ’ * - -  ( * . * < : . ) .  №/
*ц - [ гГ'(и .уJ" . „ас м ісіє теорема.

Теорема 3. і . ІІехя.і у кулі £  , V, ґ) - j  и е. S i : /ґ и - о-К* S’J  , дн

V ? u° - початковому паолиженню /32/, оператори Тії , T '/u J  T *fu.) 

зчдонольня. гь умовам /3 /, /4 / і при цьому мають місце нерівності

/  —  b o W f r - ) / г ь  f a )  < 1 ,  / :-з /

/ v * t  ( 1*) -  . / о 4 /

іоді рівняння /29/ має в кулі S f r j t )  єдиний розв'язок и.' , до

якого монотонно і сильно збігається послідовність f n * J  . побудова­

на зр І чпо а /32/, причому має місце оцінка похибки

Лиг- иґ! -• [і r j ] £ ш
і іким чином, як і в попередньому випадку, задача відокремлення 

ізольованих розв'язків зводиться до задачі знаходження таких ііар 

( , Л  )  . які зумовлять справедливість теорем 3 .! .

для цього випадку доведено теореми, аналогічні попереднім, із 

яких випливав збіжність методу переходу до послідовності рівнянь 

/ЗО/, існування інтервалів радіусів куль єдиності Ізольованих рс_,- 

в'Язків рівняння /29/ та оц іки апостеріорної похибки кожного роз­

в'язку рівняння /ЗО/.

Глава 7ТІ.‘ Наближені методи відокремлення та побудов и Ізольо­

ваних розв'Язк !в деяких класів нелінійних інтегральних р ів нянь. _

Бона присвячена застосуванню методу відокремлення ізольованих 

розв'язків до нелінійних інтегральних рівень /НІР/. Розглядаються 

питання побудови аослідовності апооксимаційних рівнянь за допомо­

гою метолів вироджених ядер та механічних квадратур 1 зведення не­

перервних задач до дискретних, тобто до систем нелінійних алгебра- 

ічіШа і трансцендентних рівнянь. Досліджуються практичні аспекти 

виконання дестатніх умов теорем існування I одержання апостеріор­

но! оцінки похибки,* іцо рівні .'начне відокремленню розв'язку.

У § 4 розглядаються НІР .

ІЗ
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' "и ( * )  -  и /■*■)- [К. (•*■>¥> и(у>)°*р - //л .)  *= 0 . /зб/

І ПОСЛІ ПОВНІСТЬ Н ОЛИКвНЙХ ДО /3(')/ рівнянь

r£  u-M - и ^ ) ^ /  ~ f- J*)-  ® п ■ > - »  /ь"7

де г//и^_ шукана функція X (* ., у , и (у )) € С (& ), f f a ) е С [&-),

( * '  У/ и f /*/■*■) с CC&J - задані Функції .
f2- f ґл.у.и.); в і ж, у *  *>" /rMf*j*tc,*xr) . -
Бвакає'->ся, .цо розв'язки к /•*/ рівняння /об/ 1 и п <-*у ' <с' ,£ /

послідовності рівнянь /37/ з:ідоь~льняють означенню 2 .т.

У припущенні, ;і.о

К  ( я , у , « />А/ =  * {■ ' .  у )  f f y ,  * t y j )  /Згі/

рівняння /56/ насуває вигляду

T 'u f jc ) -  : ( * ) -  J К / / х ) *  О ■ /39/

Надалі вважав ься, що

/ u ^y J) =  ̂ - t К 'ҐУ Іи ' ^ >  ”> / 40/

К /> , у /  - £ V ;  «// Л  /> I ,  f W  = XrJ i  ^

^гг (*> $ '- L .  *V* / /  І -  f ii Л  U J  /4Т/
i'-Ж <"‘ 1 y

де V”iM ,  Ч'К/ J -  системи Лінії-но незалежних гі-ункцій. Тоді аііро- 

кс;:кацІ"на до /39/ послідовність рівнянь v.ae вигляд

? > . / * / = *  ь / * ь £  %
• скільки результати теоретичних длзлідкзнь § 2 повністю пере­

носяться на /З о / ,/37/ або ж /39 /./42 /, то вважається, що метод пе­

реходу /о  /37 /,/39 / збігається. Це дає змогу розв'язувати /42/ 

при фіксованих я  .

Розв'язок рівняння /42/ шукається у вигляді

и ^ С з с )  =  ^  а >  Ч ^ Л  /43/

де Qі, аА,-ч &■*. - неозначені коефіцієнти. Підставивши /43/ у /42/, 

одержимо для знаходнення Qi} ..у <3^ системі' нелінійних алгебра­

їчних рівнянь.
і

<  [ V t ) l  т  щ і р у р *  /44/

К - ї^п .

14
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Таким чином, задача розв'язування НІР /42 / звелася до розв'я­

зування системи /44/. Розв'язки /43 / приймаються за центри куль 

1 пикористовуються для знаходження їх радіусів.

Надалі припускається, що в області функціІ у, и / у О

і Кп. (ж >у, (*- * .* .—)-  двічі неперервно диференціПовні по

змінній и - и ( л ) .  Звідси випливає, що нелінійні оператори Т и . і 

Т^и. (* ? * ,!,...), визначені згідно з /36/, /37/ і такі, що діють із  

52. в , є двічі дипіеренційовними за Фреше по змінній

и-и/х) на бупь-якому елементі C [0 ,l]t //ut-llicl*'*’ , причому

їх диференціали мають вигляд

гг A fa j-  J  H 'fa jf j ьЦ у))Є іф о/р  /45/

? і ! М А  * * & /* )-  / *  п (*■ р , , /46/

Т  " fa ) I  t- l =  ,  /47/

7 * 1 * )  і  h  *  - J * n  (* •? >  ^ . /4Я/

іуія реалізації процосу відокремлення ізольованих розв'язків 

р і в 7яння /35/ за допомогою методу мінімальних нев'Язок за гільбертів 

ростір Н  виберемо п.юстір функції J h p M  . якому належать всі 

неперервні на [О. J  іЬункції. В :с іх  подальших обчисленнях викорис­

товується норма, ао відповідає простору 4л ^ в< . Із ьзхуванням

цього умови близькості операторів '7* , гКх і їх похідних визначи­

мо умовами /9 /  - / I I / .

Наведемо числові значення величин, що для даного випа, ;у ха­

рактеризують оцінки /9 /  - /ТІ і /22/ - /23/. Позначимо:

ш я K * f* J V ' * г*й> * ь  = і ї х Х  (* ' ї и

/49/

Hexai* мають місце умови

/50/*

I I  *  ,  /51/

де СЛ)СЛ - сталі, І*М-*0 при *-*««.

Тоді для елемента ^  , що е одним із  розв'язків рівняння /42/, 

величини "V n j УЛ і згідно з лешми 4.2; 4.4;

4.5; 4.6; 4.7; 4.8 визначаються так:

15
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л
(  І . +1>п* + * $ )  ,  яш о К.'п  ( х ,%  и • / # ) *  О t

L ( i t  м * / *  якшо (* ,# , b Y /j) ^  0 .

л (ч,,, /&:.*<*# ь *■:

/5?/

/53/

/54/

де Q-m-я. — iiox t он і полінома

« ?  о ;  =  J L  v - j - r c  ■ * '- * ,
"> Л y t j /

і .

якщо

якщо

якщо

якщо Х'п (х , yt -О-(ц)) і  0 

ЯКУЮ К '« ( * ,  у ,  *-!% ))? о * * V  L,  

якщо и К » . ) , * # ) * * ,  О іП л г ^

П7х = О **І. > *J < *  J

#н  ( * '? >  °» * "4 > *  4

V/j *  *тх *  **> ,  /55/

h fx j-  вгнута гуикція ̂

ЯКЩО в ‘*< ** ї *  '** г

&-(*)- поліном ^-«'"степеня, 

якщо m t * Oj Wt > i.j  И й < Ї  J,

а /л / s  T ’+ f* / _ цев"язка-ііол1ном,

визначені згідно з /49/, а ^  і ^  визна­

чаються із  нерівності Фавара * ^

( f t / * ) * * / *  в? 

причому при JD 1= Л & =  .

? *  ( n ,  f , » )  - « ,  ■ л ч і  £ ‘  / <  . j - r i l » , - * '

де Q *  4.^-) похідні полінома ,

Таким чином, одержано всі компоненти необхідні для ■формулю­
вання достатніх умов існування ізольованих розв"язків рівнянь /36/,

і .  -  m Aj  

і

і- - Л ъ

1-J 

«» "  * }
1  - >

/56/

/57/

/58/
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/59/ і відшукання радіусів куль єдиності усіх розв'язків цих рів ­

нянь.

Теорема 4.4. Нехай оператори Ти і , представлені формулами 

/ЗО/, /57/ або /59 /,/42/, двічі неперервно диференцічовні за Фреіие 

в кулі §(&,*-) , де *  - ис ( х )  - записаний у вигляді /43/ наближе­

ний розв'язок рівняння /Зв /, причому 'T’ Y 'f j j (if-)

визначені згідно з /45/ - /48/.

Нехай на елементі для оператора7*(*)справедливі оцінки

• /23/, де А п та ю  п визначені з Я дно з /52/, /55/. Нехай, зреш­

тою, виконуються умови /50/ і /51/.

Тоді справедливі такі твердження: t . .

1. Умови близькості операторів Т”** ;  '7* .и- j  ^  "  u ' j

rT "fu)j rJ ^ '(u )  у кулі S ( 0~, -ґ-) при будь-якому ~п характеризуються 

нерівностями /9 / - /11/ із  функціоналами J £ 3 , що

представлені відповідно співвідношеннями /57/, /58/ і /53/.

2. Для операторів 7 ' ,f u J ,T 'V u l у кулі &(&,+.' мають місце

оцінки /25/ - /27/, де ^  зазначені згідно з /52/, /55/

та /54/.

5. При '>V /О ,'* ) > О існує таке н ? °  , що при

Ъ п кохному розв'язку рівняння /42/, знайденому у виг­
ляді /45/, відповідатиме інтервал 10 ,9 . ’ )  , де # -

найменший додатній корінь функції Уп{п^,\У) , що при всіх -Ье. (4 * ,^ ) 

система нерівностей /5 / , /о / ,  де ■'V/ii' визначені

згіано з /25/ - /27/, а »о , буде сумісна.

4. Рівняння /39/ у кулі §(>,+ ), гз , мае єдиний

розв'язок иї(я-), що відповідає наближеному розв'язку «►/*.) , до 

якого збігається починаючи з ч °(х )*  іН * )  послідовність /

побудована згідно з /2 / „ля оператора / 3 ' / ,  причому справедлива 

оц інка/ 7 / з

5. Близькість відповідних розв'язків та рівнянь

/59 /,/42 /, !"0 характеризує апостеріорну оцінку похибки розв'язку.

іУ/л.), визначається нерівністю /28/. > __

Підставляючи замість и,х) усі розв’’"чки (*~ *Л ) j

знаходячи відповідні їм інтервали для радіусів , можна відо­

кремити усі розв'язки рівняння /36/.

У п'ятому параграфі ц іє ї глави йдеться про відокремлення ізо ­

льованих розв'язків НІУ /56 / за умов використання для цього апро-
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ксимацій ого методу механічних квадратур та Ітераційного методу 

мінімальних похибок.

Наведені вище теореми дають теоретичне обгрунтування і прак­

тичні рекомедації щодо відокремлення ізольованих рог "язкія функ­

ціональних рівнянь. В результаті задача розв'Язуван1 1  вказаних 

функціональних рівнянь зрадиться апр”ксиглаційними методами до зада­

чі знаходження усіх  ізольованих розв'язків систем нелінійних алге­

браїчних і трансцендентних рівнянь. Спосіб розв'язування таких рів­

нянь розглядається в наступній главі.

Глава ІУ. В ідокремлення та наближене знаходженнт усіх Ізольо­

ваних розв'язків систем нелінійних --ілгебраічних І трансцендентних 

рівнянь. У даній главі никладено I S  - алгоритм відої .эемлення І 

уточнення всіх Ізольованих .^зв 'язк ів систем нелінійних алгебраїч­

них і трансцендентних рівнянь. У єдиному шостому параграфі глави , 
с орму-ьовані його теоретичні основи І практичні асш «ти. Розг. л- 

нуто питання опт/'ізац і ї обчислень при реалізації BS -  алгоритма 

на багатопроцесорній KUM та питання точності.

BS - алгоритм побудований на ос юві методу є -  сітки. Цей 

метод, що застосовується для розв'Язуванн" нелінійного операторно­

го рівняння з цілком неперервним оператором на опуклому компакт!, 

полягав в такому: перетворюючи за допомогою оператора послідов 

ність t к - сіток компакта І задовольняючи певним умовам, можна 

відокремити ізольовані розв'язки, що належать компакту, і' наблизи­

тися до них як завгодно близько.

Отже, розглядається система нелінійних рівнянь вигляду

де функціЇу5,у4--//н визначені і неперервні в обмеженій області 
6 л  - вш Ірного дійсного простору £ УІ І з  метрикою р .

Якщо ввести позначення вектора й* {чі,Чь—,Чч) І вектор-функції

Ставиться задача знайти всі Ізольовані розв'язки системи /59/ 

або /60/ на й - вимірному змкненому кубову 

Я s f  й -  ҐЧл,Ць,..г Ип ) :  a t u i i l ,
Означення 6.Т. Збіжна послідовність и\ . точок

простору X  називається розв"язувальною для оператора f* , якщо

з
/Ь9/

то система /59 / запише.ься в
еквівалентній формі

/60/
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о ( и к, P /uKJ) -> О при П-?С0  . ,
Теорема в.Т. Для існування в області R хоча б одного розв"я

! ку рівняная /60/ необхідно і достатньо існування для Рґй / хоча 

б однієї розв"язувальної послідовності /  u Kj  .

Відомо, що вектор-функція F (uJ неперервна на обмеженій, 

замкненій множині Я , рівномірно неперервна на ній. Це'означає, 

що для будь-якого/*,> 0 знайдеться таке число S (^ J  -/*■, що для 

довільної пари точок ? умови л.

буде випливати нерівність

$  F f a j )  ± Г .
Позначимо скінченну - сітку на Я *, що відобража­

ється вектор-функцією F  у скінченну /*- - с ітку^ .^ /?  . Припусти­

мо, що иЦ) - вектор-розв"язок системи /59/ або /60/,

тобто й Нехай зірка навколо точки й ° , тобто

множина точок сітки, для яких . Нехай

z / f j)  ,  г і ' -  F (&  ' J  f д е  a  ,  Т о д і

$ (& •, a 0 і  * $ № * '№ * $ * $ ( * * , u ') * t+  &f r J .

Ця нерівність, що випливає із рівномірної неперервності вектор- 

функції Р  на <? , є основною при побудові £ S -алгоритму. Із неї 

випливає, що кожному розв"язку гї° рівняння /60/ можна поставити 

/неоднозначно/ у відповідність послідовність точок £ таку,

що й(£о  Є £н (Ґк) —с і їгд і , F f u p  £  -сітці в Я і має місце 

нерівність ,_/*•>  1 )

<р ( и £ ‘  ;  ^  ( r J  *  =

Отже, нехай дано рівняння /'60/ і апріорі невідома кількість 

його розв'язків та місця їх розташування,в області R .

Припустимо, що сітки £ к (fe) в Області Я  ^  побуїдонан і . 

Елементи цих сіток відповідно позначимо і  й-Ч1) ( s

.утворимо пари “ - і / ,  такі, що
г ( « л

При кожному к із  даного масива відбираємо ті пари, які задоволь­

няють нерівності

j>  ( д  Р ( е ' і ' П + г - t o J .  л і /

Якщо при :віадму-НеС)удь К так.іх rmp не буде, то це означає, 

що в області Л розв'язків немає, Із нар, що задовольняють умо­

ві /61/, утворимо ланцюжки за таким правилом. Нехай на к і к+ і.
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кроках зн'1’’цені відповідно пари
.t<) .(к) ЛІІС> л<к**> Л <К*‘) л (**

'Годі парі / Y « V a J  відноситься пара " f /Jy  ^

якої будуть виконуватися умови

' * / « '  я Г ? '9(1
?  (й 'Ґ , £ y ' * XJJ

/6 ?/

/63/

Продовжуючи цей процес, мохна пооудувати множини ланцюжків, кожній 

із  яких буде відповідати своя іюслідовніеть {  U £ KJJ  а конному 

розв"язку - своя множина таких послі ;овностей. Таким чином, буде 

здійснюватися відокремлення ізольованих розв'язків системи /60/.

Подальше відокремлення і зол- званих розв"язків з метою зіставлення 

кожному з них єдиної розв"язувальної послідовності здійснюється за „ 
догомогоу) ітераційних методів, за умовк можливого їх э^стосуваш і, 

що перевіряється експериментально, аоо за допомогою достатніх умов 

теорем існування і збіжності.

Таким чином, суть Є 5  -алгоритма « застосуванні до системи 

/60 / полягає у генеруванні -сіток на Я , перетворенні їх

елементів за допомогою оператора у g r -сітку і перевірці умов 

/61 / - /63/.

Голі.^ними скдадовими частинами С.З -алгоритма, що відбивають 

його практичні аспекти, е такі:

1. Аналіз та зведення рівняння до вигляду, зручного для засто­

сування £ S  -алгоритма, в результаті s^ro здійснюються такі екві­

валентні перетворення рівняння, які забезпечать відображення вектор- 

функцією F I області & в себе (I8J.

2. Алгоритм-підпрограма генерування <?* f n j  -сітки в Я .

3. Алгоритм-підпрограма обчислення на £*  / / i j  -сітг* та

генерування > ^  -сітки.

4. Алггоитм-підпрограма перевірки умови /бт/, що в одночасно 

і критерієм зупинки процесу реалізації на BOM £ S  -алгоритма.

5. Алгоритм-підпрограма перевірки умов /62 /,/63 /. Нар демо ос­

новні етапи S S  -алгоритма.

1. задания або визначення параметрів /цетру та розм ірів/ об­

ласті ІІ розв'язків системи /59/ та характеристики точності роз­

в'язків за нормою нев'Язки й- W / ,  що за умови tiu- F fO Jf± cf1

є критерієм зупинки S S  -алгоритма або переходу до ітераційного 

уточнення.

2. Побудова мажорант (К)1 К  •
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3. Генерування £« (jflc) -сітки, і ї  відображення за допомогою 

F I* * ) у ^  -сітку та записування точок Л , що задоволь­

няють умові /61 /, у масив Mt .

4. За точками масиву генерування -сітки та за­

писування точок, іцо задовольняють умові /61/, у масив .

Ь. Зіставлення кожній парі таких пар

^ / j  -Л) , які разом будуть задовольняти умовам /62/,

/63/. Відібрані пари записуються у масиві , звільняючи масив

Ма для генерування елементів нової сітки.

6. Перевірка умови Пй -Р(й .)К ів на предмет зупинки £ 5  -ал­

горитма або прове"ення подальших обчислень з підключенням ітерацій- 

нои  процесу.

ідодо величин (р-к) і /X  має місце теорема.

Теорема 6.2. ,ля будь--якої підобласті , що містить при­

наймні один розв'язок системи /60/ і для центра Щ к) якої ■ справед­

лива умова F ( d . l*y)  Є. Я ", послідовності і f a  виз­

начаються так:

т. Якщо для

£к (Г к )  = а - < -> ^  = и У л '
2. Як чо для £,и~££уx,g(H,d-J = L і  u s - t ; f j  > to

£ .  ( f K)  = d  ■*'* > =
В роботі розглядається питання про розпаралелювання обчислень 

при реалізації -алгоритма на багатопроцесорних ЕОМ. Обгово­

рюється питання про ітераціПне уточнення за допомогою методу Ньюто­

на одержаних наСли-кених розв'язків, а такок про обчислювальну по­

хибку, 40 ''.уп; 'шоджуе процес відокремлення розв'язків.

Глава У. Числова реалізація процесу відокремлення і наближено­

го знаходження усіх і зольованих розв'язків деяких клас ів функціо­

нальних рівнянь. Ця главе містить результати числового експеримен­

ту щодо розв'язування системи нелінійних алгебраїчних і трансцен­

дентних рівнянь та нелінійних ін*. згральних рівнянь із  степеневою не- 

лінійністю.

У проце' і числового експерименту розв'язувалися системи виг-' 

ляду /59/ із  я-^2,3,4,5,6, що мали від одного до 9 розв'язків, сис­

тем із  трансцендентними доданками, число розв'язків яких визна­

чалося розмірами заданої області , а також системи рівнянь, число 

розв'язків яких змінювалося залежно від числових значень параметрів, 

що входили в систему. Наведемо деякі з них.

Приклад т. Система рівнянь [Г47

'с і

д / и . і г ) - - ™ , ТО 

і -- .



«1
0,0

0,4567758? 

0,70424553 

0,83857861 

2. При 

л и *
0,0

0,41851631 

0,43996035

иЛ Ні (
0,0 0,0 0,0

0,83897860 . 0,45677587 0,83й9?8ь0 

0,70424553 0,70424553 ‘ 0,70424553 

0,45677586 0,83897860 0,45677585 

, ях- система мав 3 розв"яак1в

0.0 "•** 0,0 ■ ;•■■!' 0,0 

0,83927871 0,46576937 0,85852106 

0,64993785 0,43995998 \ , 0,84993785

0,85852103 

При ф  

Ні.
0,0

0,03384469

0,и4705429

0,41851637 

zO ,ci, Q ^J/fa+ Q jJ

0,0 4 0

0,12208721

0,17128676

0,83927874 ■ 0,46576929 

система має 16 ро8в"язків

0,0 и* о .о  и*
'0,43267682 j 0,99046848 

0,57299700 0,98675927

0,80184266 0,63813858 0,92376962 .

П 1 ООІ\ЯГЮ г

0,27810468

Гї /МОС7СМ9

« і Ча.
0,09753945 0,13926964 0,0176784 7,0707984

0, & 067167 0,34657559 0,0167579 7,4591877

0,01873068 6,67354292* 0,0019X75 65,1882672

гг

f  U і  *  <9, ?6~U± + O j£$St-n В Чд 

I  t lx  = и х - нх гь + <0, i - i f

розв'язувалась в області о <■ ut i  i j  Л ^илі- . j 3 точністю І0~*

•ЗО Н Р П  "аъигня rtvrrw ЧНйМїТПНТ Н П І  ПО ЯП  п Я ЯК И . 4 « P T t 1 H V  ІЯ  CTMHY ИИТ1ПТ7ММП-

ііркклад 2у При вивченні властивостей динамічних моделей, за- 

пропонованих В.М.Глувкояим, виникла задача відшукання розв"язк ів си­

стеми нелінійних рівнянь ,,:і
ґ щ  х а х щ  ( і  - Uv)~  Qj. U jj

]  Н і*  4 tft«o

1 *5 = <z*.Ux(t- HiJ-  Оли*-,
(  * Д< «о Л  - "«*) -

при різних еначеннях параметрів і £U в облаот! i j  і ґ*іУу

I .  При £^= 6 ,0 *  система мае 4 іюзв"явки

Проводилося багато експериментів щодо розв"язування систем не­

лінійних алгебраїчних 1 трансцендентних рівнянь, що виникають в ре-
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зультаті дискретизації неперервних задач, зокрема при розв'язуванні 

нелінійних інтегральних рівнянь метолом вироджених ядерта методом 

механічних квадратур. ІІеякі з них ми наведемо ни>Ле.

іля практичної реалізації процесу відокремлення ізольованих 

розв'язків нелінійних інтегральних рівнянь розроблено .відповідний 

алгоритм. Наведемо головні його етапи.

1. Вибирається розмірність п. апроксимуючого підпроотору І ви­

значається наближена схема.

2. Конструюється послідовність апроксиуяційних рівнянь, у да­

ному випадку це системи нелінійних алгебраїчних і трансцендентних 

рівнянь.

3. Одержана система зводиться до вигляду, зручного для засто­

сування £ S -алгоритма, за допомогою якого знаходяться усі Ізольо­

вані розв'язки в заданій області.

4. За даними фіксованими і знайденими відповідними їм роз­

в'язками V  обчислюються 1 виражаються через шуканий радіус Ґ 

/гулі единості/ величини j J>j j Ж , -тл , Ж".

Ь. На основі цих величин складається система нерівностей /5 /, 

/6 /  або ж /33 /,/34 /, з яких утворюються скалярні рівняння відносно 

г* , корені Й^их знаходяться £ £  -алгоритмом.

6. Перевіряється сумісність системи нерівностей /5 / ,/6 /  або

/53 /./34/. Якщо область сумісності пуста, то збільшується **- і 

процес повторюється. '

7. Якдо ж для кожного о- , що відповідає тому чи Іншому п. , 

Область сумісності не пуста, то задача відокремлення розв'язків 

вважається реалізованою. Як результат видасться для кожного O' 

сьій Інтервал значень радіуса »" кулі единості розв'язку и-Чх.) 

вихідного рівняння і числова величина апостеріорної оцінки похибки.

Наведений алгоритм Функціонує в автоматизованому режимі. Най-, 

більш трудомісткі процеси додо знаходження усіх ізольованих роз­

в'язків указаних виде систем і скалярних рівнянь, а також генерува­

ння таких систем реалізуються в автоматичному режимі за допомогою 

спеціально створеного алгоритмічного.! програмного забезпечення. 

Наведемо приклад реалізації вказаного алгоритма.

Ставилася задача відокремити усі ізольовані розв'язки неліній­

ного інтегрального рівняння із  додатнім у квадраті в *  ж ,у  < і  

ЯДЄл>М . ... _____

и м = і  - і ,



що має одним із своїх, точних розв'язків функцію £ " *  , тобто

и ^ л ) ~  Є *  [15]. _х

■ Заміна в цьому рівнянні функцій в- *  відповідно п. -м

1 (п t X J -м відрізками їх розкладу в ряди Маклорена приводить до 

апроксимаційного рівняння п

О
розв'язок якого зписується у вигляді полінома

и н (*. J  *  а .- є "  і- СЦ.Л*-**: + .

Були сгенаровані і . з а  допомогою £ Р -алгоритма вирішені сис­

теми при *  — 3 ,4 ,5 ,6 ,7 .8 . У кожному випадку одержано три розв'яз­

ки. Так, при **--6 система і розв'язки мали вигляд

+4f>) ; Д  -Z - J5?7T7™ ' * г ^
J* І  *

(  Q - — —

» S s k ( * A - y . - !f>X 

п -

Q, = f ( / s - JA  ~

\ Q ^ L / J f i s + i p - t )  <
^  *  tx\

!° s J  * & * Х' 4 й еггзу '

0S j - ° t j ( a *J0**-->Qs ) -  коефіцієнти 

розкладу полінома

(<ЭоХе+ ах лгі... + G f ) J

а і"  = 0,001383 
о !?  =.-0,00833 

= 0,041666

0,001226

Р (л =  - 0,166667 

Q l‘ ' ~  0,500000 

а '/ ' -  - 1,000002 

#£*•= 1,000010

а)
а . =

а ? -  - 0,007829 

а ? ' =  0,039460 

' ' Ґ -  - 0,159860

О у '-

4 ‘ -

О ? -

а ,  -  0,002714 

а “ ‘ -  - 0,012324 

Q ? -  0,057605 

а “ >= - 0,206225 

0,497173

q “ > -  - 0,507036

- 1,794393

0,490510 

-1,030485 

1,593255

Результати обчислення величин уЛ) ^  ; ,JU , * t,

поміщені в таблиці.
Допустимі області зміни радіусів куль єдиності розв'язків

мають вигляд

Q,00856 і  Н * ? )  * 0,]525

0,0046?# Н и ? і  і  0,109

0,00357^  t ( U f ) ±  0,332
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"к
t

u f .
3

0,0004045 0,0000802 0,001936

? , < w
0.0036911 +*+  0.0048523 t*

+  0.0015950

0.00056761’** .0. С0І38887Л» 

f 0.0008494

. 0.0036911 0.CI4I859 S’* 
' * 0 .0I3668I

’li(t) 0 . 0022258/ ’ у 0.ССІ4Є32 .0.0011352 ^ +  0.0013887 0.0022258 Ґ +  0.0042881

*(+) 2.0993320t*  1 .3800160 2.0981229f *  2.5666889 2.0993320 4.0397753 ‘

Лп. I . I 585055 2.0725672 3.8286153

Al(+) 2.1007973/ +  1.3834059 t* 
+ I .1601005

2.0975553 2.5666882W 
у 2.0734166

2.1007973 f*-* 4.0496781г* * 
+  3.8424834

0 .5I38G3I 0.5495837 2.4600350

УП. (*■) -2.1007973* -  1.3834059/-* 
+  0.5122681

-2 .0975553V *- 2.5666882-t* 
+ 0,5440594

-2 .10079731*- 4.0496781 <  * 
+  2.4463669

Тайляыя

Таблиця результатів обчислення характеристик рівняння
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Аналогічний числовий експеримент Суло проведено при наближено­

му розв'язанні методами вироджених ядер та механічних квадратур НІР

и(Я-) - ~  j  S/'-n Ж  у  U JfyjcJy +  ~  St*. X  .

У випадку методу вироджених ядер відокремлення розв'язків здій­

снювалося при *  = 2. Наближені розв'язки у цьому випадку мають ви­

гляд • ,
ї х )  *  0,2505 *  - 0,04173 »  ,

рс) ~ 4,97U2jc -0,58962 ,

£ * ( * ) -  -5,1937J-*' і  0,59084 *  .
J  Інтервали (і\  зміни радіуса "Ґ мають вигляд

0,00085 і  t- (f i)  ± 1,2 

0 , 0 2 ?  і )  fc т . О
0,0235 і  + * 1.85

Нарешті, були проведені чисельні експерименти щодо розв'язуван­

ня задач глобальної оатимізаці І. Наведемо один із прикладів ц ієї 

сер іЬ .
Знайти мініцум функції Sf ( )  у кубі -Z - u a, ‘̂ i us ~ * •  

*л~ иІ  “ l b  ‘  * * * *

+ * UJ  + “ і *  j r
Відповідна система рівнянь мав вигляд

( Ct L  = 4u{ +■ 6k \ -  + ^  =

J  (3 jf- — 4 b £  f - J u i -  +  ? UJ  ~

Шукане значення мінімуму Функції V?#,af -37,7235 у точці 

/►1,1255; -1,752441 2/.

Числові експерименти щодо знаходження .розв'язків систем нелі­

нійних алгебраїчних І трансцендентних рівнянь проводилися сумісно 

э Л,Ь,11евчук. якій адтор за це щиро вдячний.

JfQl Інші йбч#с4(е*шя, необ^дні- для знаходження інтервалів 

р а д іу с ів  к у л ь , ад ійенрад йс*. даорсда.
На закінчення рисломш цщву ПЙВДРУ моєму надковому консуль­

танту академіку Б.С,Михалевичу за постійну увагу до роботи і об­

говорення результатів.
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