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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

ІШЙДЬВйЄЇЬ_І£УЙ* Диссертационная работе посвяин-на ис­

следованию полумарковских процессов,построенных по сумиаи неза­

висимых случайных величин при наличии экрана в нуле. Типичный 

представителей таких процессов является процесс полуиарковского 

блуждания, у которого через случайные времена происходят скач­

ки случайного разиера. В точке нуль имеется 8адерживаюдий экран. 

Попав в состояние "О", процесс находится так , пока не придет по­

ложительный скачок, Математическая теория таких процессов,а так ­

же методы решения задач,связанных с такими процессами,имеют важ­

ное значение для теории массового обслуживания,теории надежнос­

ти и управления запасами.

ЦШ-Е§б21М

1 . Изучение распределений процессов полуиарковского бдежда- 

вия,процессов полу марковского блуждания с задержиьашим экраном 

в нуле,суммарного процесса полумаркооского блуждания,суммарного 

процесса полуиарковского блуждания с задерживающий экраном в ну­

л е , сложного процесса полуиарковского блуждания с отражавший эк­

раном в нуле,сложного процесса полумарковокого блуждания при

наличии экрана.

2 . Изучение основных граничных функционалов процессов полу- 

марковского блуьдания без екрана и с задерживающим экраном в пу­

ле, суммарного процесса полумарковского блуждании без экрана и

с задержиьаюшим экраном в нуде.сложного процесса полуиарковско­

го блу-кдания с отражающим экраном в нуле,сложного процесса полу- 

марковеного блуьдания при наличии экрана.

Б. Изучение асимптотического поведения процессов полумарков­

ского блуждания без экрана и с задерживающим экраном в нуде,сум­

марного процесса полуиарковского олундини» оез экрана и с задержи-



ваюівим экраном в нуле, слоеного  п р о ц ес са  п о л у и а р к о в ск о го  блужда­

ния с отражавшим екраном в н у л е ,  сложного п р о ц ес са  полуиарковско­

г о  блуждания при наличии э к р а н а ,  к о гд а  снос  процесса не н апр ав ­

лен вниз,

4 . Доказательство эргодической теоремы для процесса пол>.лар- 

ковского блуждания с задерживаемы экраном в нуле, для суммарно­

го  процесса полумарковского блуждания с задерживавший экраном а 

нуле, для сложного процесса полуиарковского процесса с отра&а- 

юпии экраном в нуле, для сложного процесса полуиарковского бпуъ- 
дания при наличии экрана.

5 . Вычисление эргодического распределения процесса полуиар­

ковского блуждания с задерживащим экраном в нуле,суммарного 

процесса полуиарковского блуждания с задерживающим экраном і  ну­

л е , сложного процесса полуиарковского блуждания с отражало*к 

экраном в нуле, сложного процесса полуиарковского бдуьдзяин лри 

наличии украаа. •

6 . Доказательство предельных теорем для процессов аолунар- 

ковского блуждания,для суммарного процесса полуиарковского блук- 

даяия.

НаїЗШ-ВОЙЙ^аа-В&ОІ'льтйтов

1 . Приведение изучения процессов с экраном к изучению про­

цесса без экрава.

2.  Введение момента первого попадания процесса в точку нуль 

для изучения распределения процесса полуиарковского блуждания с 

задерживающий экраном в нуле и его основных граничных функцио­

налов.

3 . Введение момента первого появления отрицательного скачка

суммарного процесса полуиарковского Олуждания с задергивавшим 
экраном в нуле для изучения распределения самого процесса и его

основных граничных функционалов.

-  2 -
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4 . Доказательство эргодической теория д і ї  сложного процесса 

полуиарковского блужданяя при налічив экрана, нахождение явного 

вида эргодического распределения для сложного процесса полумар- 

ковского блуждания при наличии экрана.

5 . Доказательство предельных теорем для процессов полуиар­

ковского блуждания, суммарного процесса полумарковского блужда­

ния.

Практическая ценность работы следующая:

1 . Полученные результаты позволяет найти следующие характе­

ристики для одноканальных састем обгаживания , когда промежутки 

между двумя последовательными поступлениями требования и длини-

обслуживания имеет произвольные функции распределения, р а з­

мер поступаете* группы и размер обслуживаемо! группы-лроиэвольно 

распределенные случайные величины:

а) распределение длины очереди,

б) распределение максимальной длины очереди,

в) совместное распределение момента первого пересечения уров­

ня и перескока через этот уровень,

г) распределение периода занятости системы,

д) совместное распределение супремума ■ значения длины оче­

реди,

в) предельное распределение функционала от длины очереди в 

схеме серий.

2 .  Полученные результаты позволяет найти основные характе­

ристики в теории надежности в случае сисіемьі резервирования с 

восстановлением, когда длительность жизн и  элемента и длительность 

ремонта элемента-произвольно распределенные независимые случай­

ные величины, размер группы выходящих из строя элементов и размер 

группы восстанавливаемых элементов случайны.



3 . Полученные результаты позволяют найти подобные характе­

ристики в теории упранления запасами в случае с задалживанием 

спроса и без задалживания спроса.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы до­

кладывались и обсуждались на семинаре кафедры "Теория верочГЧос- 

тей и математической статистики" Бакинского государственного 

университета им.Ы .Э.Расулзаде, на семинаре отдела "Вероятност­

но-статистические методы" ИК АН Азербайджанской республики, ич 

семинаре кафедры "Теория вероятностей и математической статис­

тики" Московского госуниверситета им.М.В.Ломоносова, на с пми’ і-  

ре кафедры "Теория вероятностей и математической статистики" 

Ташкентского госуниверситета им.В.И.Ленина. Различные раздали 

диссертации докладывались на международных конференциях и сим­

позиумах (Вильнюс, 1977,1981,Тбилиси І382,Ф ррганеі:ЄЗ,Киев 1931).

Публикация. Основные результаты работы отражены г  С * , ч 
б- І І ]  . Основные результаты изданы в двух монографияхС‘ч , t»J

Объем работы. Диссертационная работа изложена» 23Є страни­

цах, включая 6 рисунков. Библиографический список насчитывает 

I I I  наименований.

Содержание диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения (глава I ) ,  10 гл ав , заключения и списка литературы.

Во введении дан краткий обзор исследований, относящихся к рас­

сматриваемой в диссертационной работе проблеме. Здесь с ф о р м и ­

рованы тема И цбль диссертационной работы, обосновывается ее ак­

туальность, йовизна и практическая ценность полученных результа­

тов . Кратко изложено основное содеркянг.ё работы по главам.

Прежде чем излагать результаты диссертационной работы по 

главам дадим определения исследуог.ых процессов.

- 4 -
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I .  Пусть на вероятностном пространстве^S L , ^ Р О І з а д а н а  

последовательность независимых одинаково распределенных пар слу­

чайных величин { ї к ,* ? * }  . , где > 0 .
процесс

т- 1  m - /  222,

'5 t t ) - i Z nr) в0ЛИ

называется процессом полумарковского блуждания.

Одна из его  реализаций имеет вид:

51*)

(I)

Если чо ре з 0  i t )  обозначить число скачков процесса A_i
n.<ttl

иа отрезке [ O j t J  • 10 ра^>бнство ( I )  мо*но записать следующим 

образом: ^

S  Ч ) =  И Ч * .
Kz 1

2 . Пусть задана вышеуказанная последовательность пар слу­

чайных величин [  ^2 * } к . ( ,

Q2ESS§22fl2£-2- Процесс т

Ц і к .
Г.--1

£ ^mc/x(0, S h  +^к),  к * і ,

>«
о  • -  ' -  " I Г.-.1

где

г*к

5 , - 2
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называется процессов полукарковского блуждания с задоржииаюиим 

экраном в нуле.

Одна из его реализаций имеет вид:
1*4)

Si* і
Обпий вид про ;ессов полуї'.арковского блуждания с задержиіпгчіим 

экраном дан А.А.Боровковьім: если процесс Ї М  -некоторый про­

цесс без экрана, то процесс £  Ц)  с задерживамим экраном в 

нуле определяется равенством

=  ї п ± ( о ,  н s ) ) .
оі  S ; t  і

3 . Пусть на вероятностном пространстве ( —П- ,  l ( )) зідана

четьрехмерная последовательность независимых одинаково распреде­

ленных случайных величи . { J *  , } § "  ,  7 *  . г д е

| £ > о ,  ? -  > о ,  7 ; > о  ■ ч ; < о .
Построим процессы полумарковского блуждания

m -J ^ т - (  4- J22, f

X ' U )  =  Е  7 ; , есл* $ к  *  + <
К -  f *  * *

АЕШ£Л£ЗіШІ!2_3• Процесс Х ( ^ ) =  М +  X' ( £ )  называ­

ется суммарным процессом полумарковского блуждания (СППб).

Одна из его реализаций имеет вид:



4 .  Пусть задана вышеуказанная чэтырехмерная последователь­

ность сл.величин { 1<Т < •

Обозначим Z* - £ r . Упорядочим в порядке возрастания вели-
<7*  *  т  ~ 1 ^  -чины ^ к t L ц и полученную иоследоватвльность обозначим че-

РЄ8 t 4j Тд , ...

гг - Vволи ‘■К -  t  >

воли Т к  = Ї  " ■
» 4 •

ЙИСШЛеШіе.І. Процеос X*U:)~ S *  , если 7 *  W  < £ * 4 / j
где ^  =  т о х  (О , S K- f  + ^ / <  ) ,  5 С =  2  ,

навивается сукмарньм процессом полуиарковского блуждания с эадер- 

живаюцим экраном в аул з.

Одна из его  реализаций имеет вид:

Пусть

% <  -

і

-  7 -



5. Опить пусть вышеуказанная четырехкериая последователь­

ность случайные величин

{5к - ; *«', ч; L7,
Обозначим Kf  ̂ ,

{к:  g  >*J  •

0DE6aS5£flE§_§* Процесс

їм-- C, + "С,- vr'f •, 0 ”  *«•'si< T 'K  ’

где

5к-  І + +" + ^ ґ ( г - к )  " I '
называется сложным процессом полукарковского блуждания с отра- 

жаюпиы экраном в нуле.

Одна из его реализаций имеет вид:

«К 
v

-  8 :
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Х&У

УСІ-)

6 . Зададим последоьательность независимых равномерно рьо- 

пределенішх иа £о , і ]  величин [ / і * ,  неотрицатель­

ные измеримые функции , ' f ' lx, }/ )  из R z a R^  .
Пусть X(o) - z1' , o.  Обозначим через 6 t  первый момент,для коте- 

рого 2 t  х а )  і  О.  Если 2 - 0  , то в^= О . Положим = 2+ Х ( 0і}

* ї  = * ( * • , * , )  • V = f { *>>*)  •
Предположим, что для 1< к  величины и.

определены , \<*,1 . Тогда В к -первый момент,больший, чем
> о

0 К. |  ♦" §к-< , Для которого

4 “ . ,  +■ Х ( б к ) -  Х . |0 к .<  ♦ ? / - « )  і  ^

5 * - |  - 7 к _ ,  f  3 C t e J - X ( e , . , +

Полагаем
Ї  f  JCfO , еоли о < і  < ,

r vll.\ _  если f t  + ,
7 K + x(f)- х(ек + ?К°)(Є0ЛИ eKt- %°<-i < j 

О, еоди 8 *  < K <  © к +
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Определение 6 .  Процеос Х°(4) называется сложным процес­

сом полумарковского блуждания при наличии экрана.

Глава 3 посвяцена изучению классов случайных процессов,по- 

стреенних по суммам независимых случайных величин.

В § 3.1 дано определение процессов $ ( + )  и Щ І )  .
В £  3 .2  изложен метод решения уравнения типа свертки ні 

полуоси.

В 3 .3  наИдены преобразования Лапласа распределения про­

цесса 5 ( f )  и распределении его основных граничных Лункцронагов.

Преобразование Лапласа преобразования З.урье распределения 

имеет следуюлий вид:
ОО 0 0

\еЫХ Ĵ E {ш<х}Л=
о -  **>

_  1  ,

~  A 1 - f f  C*,j)

где
ОО

Y о)  = J е :и Р { '
о



- II -

Преобразование Лапласа преобразования Фурье распределения 

супремума £ l t )  имеет вид:

supscs)<*}Jh
О -  Ро O i.it ■і

= f  г *  Р I Jjt>  Р <  е  в ( г ‘ “  -  0  ‘

і

< | $ Р I $ -  ХбсІи^сІфСзУс/'ГСх)^
О

Г Д Є ^ ( І ) = Р  [  <■ < J > 0 ,  F ( x ) ~  F { V j  < х } ,  X  е  С- ©О, + oo j

Преобразование Лапласа совместного распределения момента Тх. 

и величины перескока процесса $ ( * )  имеет вид:

я  J _____ [
< - ^ А )  I  _ 1  *

где
O-J

«к»» = ffĉf {f/ed*’'VJuJ<
о

я. (». xj =-Te.4*d* в {„sr. е t S«J<- *}
О
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Найдено преобразование Лапласа совместного распределения

минимума, супремума и значения процесса 
on

И О J о . . і ; a h 2 1 U i ) < {
Q H‘. i !  r  0<4< t

£?} j d f  ~  ^ (Qt,  G>i) ~

CO e o

- S S* jV > - <  l
, — OO *“ e*«i

o<?

( j 2 )  г л ( ( а г о - х ,  ЄГ а - і ) ) ] -  \ 6 l ( 0 , ^ ) [ t x l i or o ^ t
— C»-»

«со-»))- fl\~ (t-a-^Jxltitiore-iJrl-iVJ.

где
^  oo со

S )  ( fi, t )  = 2 Z  f c x l j  Г -  Q  ' ( a - e - y . j f r ) . .

-  ПГ ( Є - а - ^ . ! , я ) ,
o o

Г / ( з г ,  8 )  =  J  Є H  r t  I X ,  Л ,  S ) .
О

P [ Z x Cs)e* ,  f a ( i ) € h } ,

Г (  х Д  / і )  -  P { T X ( - S ) e ^ ; $ ) e / 5 j \
o o

(< 0  =  5 e  U f  { S f * ) c  4 }  <14 '
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І  б -  борелевские иножества.

В §  3.4 найдены преобразования Лапласа распределения про­

цесса Х{<-) и распределений его основных граничных функционалов. 

Преобразование Фурье распределения процесса £Y ^J имеет вид:

ч . п и х а )  гі л к) ч _ г ]
t №t = М в = 2_, / + Ы ) £ {  №*■)= кJ *

к  - о

* Z Z - f ^ C * )  £ [ № ) - * } ,
к = о

где
, к*1 +. і , t  . U 7 (

О ( { ) - t n - f l x :  5 '  > t  } ,  j - ' ( j ) -  М  б

Преобразование Лапласа распределения процеоса X . ( і )  

имеет следующий вид:

Q ( \ , x / 3, k )=  T e Mf  L s“.p, х а ) < х / л Ф г , ^ - к ] ^
О

х  х 7 3 і
Д , ( А , Х / * Л ) + £  f i " >  J і < м ї

Ґ І ~ 4 ~ ОО -  Оо - OQ -

где
г-'
f t .  t ь , х [ ї , к ) -

k

- t ( x  i )  5 e ^ i i -  £ ( - t ) ] d £  +



оо

о

к  w

Ъ ( Ъ , х , ч , и 11, к . ) т е ( х - * ) £ ( ч - 1) J  Є +
ь-ч

х-г
. СО ( к - <) СЧЭ

+ І  £ ( # - ? - * ) с1ъ р  F ,  (/і) Цє*  р_Ю*
о ' **' к

t - K  ^ ^

\  i ^ ( t - h - T ^ u ) . ^ U - k - Z ) ]  J f * 1* I Z )  
о

Найдено преобразование. Лапласа совместного распределения 

момента первого пересечения некоторого уровня X  я перескока 

черев этот уровень процессом Х ( ї )  , в котором коэффициент 

М > . х , у / 2 ,  * 0  заменяется функцией

Са(>.х*У /2Л ) =
СО

1 - £ М ] [ £ ( Ь - * ) £ с х +У: 2 )  + £ ( *~к)
о

> j d f f  Г/О

Найдено выражение преобразования Лапласа совместного рас­

пределения инфимуыа, супремума и значения процесса $ ( 1 )  ,в 

котором коэффициент (Ь0 (X , X t y  I 2,  к )  заменяется через

-  14 -

Do

=  [ С
О



а коэффициент В заменяется через

»о,й,і,у,и/г,0 = е^-1)Р.Ц-г)] І  puli'
b - u .

Г 1 I ^  г і * ( к - 0  7  -  i f
f  і f.ly-z-tfJrjL.Z (fi J e  /?//-}<

0 - ?  ^

 ̂ tba-h-Uuj-i iU-h-ziJj t lS  V^c//-
о
Глава 4 посвяиена изучению классов случайных процессов о за -  

держиваювим экраном.построенных по суммам независимых случ^ных 

величин.

В jj 4 .1  даны определения процессов я

В £ 4 .2  даны интерпретации процессов 5 * (О  ■ ЭС*7^ в теории 

массового обслуживания, теории надежности и теории управления 

запасами.

В } 4 .3  налдеиы преобразования Лапласа распределения процес­

са $*"(0 и распределений супремума $*({-) совместного распреде­

ления первого комента пересечения некоторого уровня X.
и перескока через этот уровень 0х(.  $ * J ,  совместного распределе­

ния супремума и значения процесса. В частности,соответствушие 

•результаты получены для процесса Ъ* i t )  , когда он имеет единич­

ные скачки вверх и внив .

Преооразогание Лапласа распределения ( і )  имеет следупиий

^  х f
%о( Ка>* >х>УІх>1 f е

oo  oo

+ { e AfD-^H [в[х*(*-Ц<у-*‘Р]Л+(РК
W 0

-  16 -
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0 - j r .

- ї й  2 x ) - T Z ( j  _ *J f t J .  Л > 1  У ,  f . f f y o j f U j

* r t ( « W M +

и о

.- > T 0
x

f ( » М *  в
A

где
L < '  <- ч ч > ) £

- U c  - j - O

T v ^ T J  J 0

=  J e *  E [ s ( 4 ) < * } < № ,  
і?

( * . * ) =  f e > +  £  -

_  0  _

5  6 f )  -процесс,построенный по парам { І к > ~  *?к j> і (5л- _
первый моьент пересенения уровня Ї  процессом ~5№) я перескок

через этот уровень соответственно.

Аналогичные выражения получены для пресбразовані'іі Лапласа 
« U P  *,*LS)0 .совместного распределения первого момента пере­

сечения некоторого уровня X  и перескока верез этот уровень

процессом $  * ( f j  , совместного распределения супремума и значе-
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ния п р о ц е с с а .  В ч а с т н о с т и , соответствующие результаты получены 

для пол;марковского блуждания с едиь.ічишіи скачками вверх и 

вниз.

В £  ЧЛ найдены преобразования Лапласа распределений сум­

марного процесса полумарковского блуждания о задерживаюиим ек­

раном а его основных граничных функционалов.

Итак ,

[ i W ) p [ x 4 t k  * +
о

PC оо с>о

4- С  1 ̂  I \ ('и) dUi( f f i ,Ui ) ' "
*г-< і) о о  i>

. . .  ІЗ*.,M->)£, ■
где

J  (A, X  I  I , k )  = P_ U )  [ a  A - f  * ) £  Zj  f  U  t  U  - к  )  f
O ^  ^ d -k

+ tu-i.)etx) [ £  r / " f c^ j t tu -r -k i -
К • і *-  Оо О

& а . х ^ , и І 2 , к )  =  М [ е ( ^ 0 £ ( х ^  ? ) * ( ? ) £ ( # - * ) *

X *  ^  (k)

K t ( n u - k )  + L U - h ) e i y ) fF . ( ^ - f l d Z : f * ( f i) x

0



« f L“к h -v-vJJf "Я),/*
о

Аналогичные выражения получены для преобразований Лапласа про­

цесса Х*(Ь) , когда один из процессов X  I t ) , X  U)  является 

обобщенным процессом Пуассона со скачками одного знака.

Глава 5 посвящена изучению асимптотического поведения про- 

цесоов $ f t j ,  XW-J , 5  f t) .  ОС- М ^ к о г д а  они зависят от одного па­

раметра.

В £ 5 .1  изучено асимптотическое поведение процессов 

и X (-f) . Доказаны следующие теоремы.

Теорема 5 .1 .1 . Пусть существуют М 7# -О д > & - Cf

* Поло,и“

-  16 -

/

<V

U + T ) - ± - i T
а 1

Тогда распределение 5^. W  слабо сходится п р и Т - * ^ ж  распреде­

лению вииеровского процесса V W f ) , t ^ L o ,  fj . Подобная теория 

доказана для процесса

ЭС_ U1 =  _ _  [гит)-а*т] ,
' ‘'С Г

м <  м V  r

а  = Я-? / ’ " ^  ~ 0 ’ V }i +

t  -  ^  ^
если существуют вторые моменты случайных величин Sf , 'f

В ^ 5 .2  доказаны теоремы об асимптотическом поведении про-
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цессов л.  <ту яx U t )

Теорема 5 .2 .1 .  Пусть существуют вторые моменты случайных 
■f ♦* * 

величия 5^' , 7 | "  и Й > 0 .  Тогда X  i t )  асимптотически нор­

мально со средним и дисперсией С -f .

В условиях теоремы 5 .2 .1  распределение Х Т Ш  , i e C o , t l  
слабо сходится к распределению винеровского процесса W d )  , 1 Чч ] .  
Представляет интерес п случай, когда 0 = 0  .

Теорема 5 .2 .2 .  Пусть суоествуют вторые моменты олучаіїних
(  г „  +

величии 5 |_ і i f  я а - 0  , Тогда распределение процесса

X *  И )  =  7 = ^  Х  I і  ' )
' r  ' v e t

слабо сходится к распределению | W( f J ) , і  € ,где W(+) -
винеровский процесс.

Для’ доказательств этих теорем понадобилось доказательство 

асимптотически нормальности процесса , проверка условия 

компактности мер в • Кроме Того, доказано, что ^ и м е ­

ет асиїптотические независимье прирацения, причем

5 г ( М О - £ г (4) и $ r ( h )
асимптотически совпадают. і»

Глава 6 посвяшена доказательству эргодической теоремы для 

процесса Х * Ч )  и найден явный вид эргодического распределения. 

В § 6 .1 доказана эрходическая тоорома для процесса X  'Л) . 
Теорема 6 .1 .1 .  Пусть выполнены условия:

> ♦I )  икеют г ^арифметические распределения и коьечные
математические ожидания,
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2) сувествуют конечные математические ожидания M' Y *  .

3) H 2 lL  <  о  .
m  ч ;  m f -

То тогда эргодмчен.

Для доказательства этой теоремы потребовалось доказатель­

ство нескольких лемм.

В§6. 2  вычислеио эргодическов распределение процесса X  Н)  
Глава 7 посвявена предельный теоремам для последовательно­

сти процессов Sf,(t) , %«Н)  , построенных по схеме серия слу­

чайных величин
I от, ("> { ~  7 - Т -  ->
I  , и  ]* -«  , и  = Г, , f K > 0  и

! l«J*• І«І- /и I"1* I ---- In)- (ц) +
I \  і . %  ] к г « ,  « --< .«»  «к ' У О , Ч к > 0 ,  ?^<0

и для последовательности функционалов от этих процессов.

Пусть имеется последовательность серий пар случайных вели­

чин { } к х < , ^ В каждой серии пары являются

независимыми и одинаково распределенными. Построим последова­

тельность процессов полумарковского блуждания:

«“ ) ї . Z L ' m )
Ї —J (+) Г ,г1>при T Z  ? к .
К -1  К-1 * - і

^1*^) (и)
Предположим, что величины s к И IК бесконечно м алы ,т.е . 

для всякого t

7 Ї ° > £ ] )  =  0 .
/1 —* 4 «/

В § 7 .1  доказана теорема о возможных предельных процесс»» 

для последовательности процессов t i )  •

Теорема 7 . I . I .  Пусть конечномерные распределения процес­

сов £ Г1 ({) сходятся к конечномерным распределениям некоторого 
процесса %Н)  и для каждого совокупность случайных вели-



чиа { Sri ( s ) ,  W j ограничена по вероятности. Тогда супесіву- 

ет такой двумерный обриваииийся процесс с независимыми прирапе- 

ниями [ ? ( * ) ,  11+)> ,где -неотрицательный возрас-

таювий процесс, что для всякого 4 > о  l i t ) - ^  (  5 ~*(4 )J , 

где £ f( i ) - S  , если f  (S -o )  < t  <r f  ( S ) ; при этом считаем, что 

5 _<( Г )  = + б>о • Особый интерес представляет тот случай,
> ( И ) -уЛ ( И )когда величины § к  , п?к  независимы.

Теорема 7 .1 .2 .  Пусть величины £ ^ И , « ' Ук' ^  независимы

и конечномерн» е распределения процессов сходятся к ко-

нечиокерньи распределениям некоторого процессе £  ( f j  . Тогда су-3
вестаует однородный процесс с независимыми приропениями J  

в обрыватаиися возраставший процесс с независимыми приравениями 

§(4j  .причем эти процессы независимы, такие, что = (*')•
В § 7 .3  изучена сходимость распределений процесса X n (i) 
Пусть заданы последовательности серий независимых в каждой 

серии одинаково распределенных случайных величин

[ и Г ,  ч Г ; С 1', ч Г ) ] ”

Все величины предполагайся положительными и бесконочномалыми. 

Построим процессы полумарковского блуждания t

x f w = . B ^ r * ,  ™ . c V v * <K-1 к -1 к--»
и по этим процессам -  ’суммарный процесс полумаркоьского блукда-

* . 1 У

Если оба процесса Хп !<■), (^ограничены по вероятности, то 

предельный процесс имзет вид:

1 ■ 21 ■



x ( i )  = 2 * (  T ( S ~  ' ' ( * > ) .

где Г * (* J -некоторые обрыааввиеся возрастаювие процессы с не­

зависимыми приравениями, причем вое четыре процесса 

§~(4)  независимы между собой.

В случае неограниченных по вероятности процессов X '  
ииеет место следуювая теорема.

Теорема 7 .2 .1 .  Пусть конечномерные распределения процессов 

%п( 4)  сходятся к конечномерным распределениям некоторого про­

цесса X( t )  v Если процессы X  М) неограниченн по вероятности, 

то X t t )  является однородным процессом с независимьщи прираве-

"ИИМИ.

В §  7 .3  п о к а з а н о ,  ч т о  к о н еч н о м ер н ы е  р а с п р е д е л е н и я  после­

д о в а т е л ь н о с т и  п р о ц е с с о в .  СХОДИТСЯ В 2 ) j к р а с п р е д е л е н и ю  

процесса

Пусть донизано, что распределения последовательное!! про­

цессов 5 fl 1+) сходятся в £ ) fOI]  к распределению процесса $(4 )- 
Построим процессы о задерживавшим экраном в точке О :

5* ( ^ ) , 5 * 0 ' ) '  По формуле А.А.Ьоровкоьа

5 *  i t )  =  t « | -  i n f  Ю ,
'  П O f  і  і  t  O t i i t

Преобразование

д C m ) ]  -

непрерывно в топологии У  преобразует й  в ^  . Поэтому

для всякого У  -непрерывного Функционала - р ( я і - ) )  функцио­

нал .• , \
f f ( a i - ) )  =  i  ( A L x <  W

- 22 -
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гакШсУ  -непрерывен. Следовательно, распределение Cf

сходится к распределении (%(•))  . Отсюда вытекает, что для 

всякого 7  -непрерывного функционала F  распределение 

Г ( ( 5.С ( сходится к распределению f  ( $ * ( ■ ) )  .
Тек самым установлено, что распределения процессов с задер­

живавший экраном сходятся в ^  C c , i J  к распределению процесса 

$ * ( t )  -  $ 14 ) -  ( О) 5 ( sJ). Это замечание носит обвий ха­

рактер и же связано с конкретным видом процессов.

Глава 8 посвявена исследованию процесса X  Щ  . в этой 

главе найдены преобразования Лапласа распределения процесса Х<*) 
X  I f )  и его основных граничных функционалов, доказана эргоди- 

ческая теорема для процесса X  1+) , исоледовано асимптотическое 

поведение распределения процесса X  d )  .

В ф P .I  даны определение и постановка задач.

В $ 8 .2  найдены преобразования Лапласа распределений про­

цесса X  ш  я его основных граничных функционалов.

Итак,преобразование ;,апласа распределения процесс? ОС (■(■) 

имеет вид:

£  { X  U ) < x / o f i o ( X ' x l l , k )  +

oo  w  "O

VX-5. ( 0  0 о с

Jl { > , J  у  И , d  ^  И- ! у  n . I , U "  ■ 1J J)c ( ^ > y- h j *  >L*n ) J
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П о**

1 о h.
ОС- 2

* \  ? {  х * а - М с * 2 ~я 1  J f l M J l ,

. 0 к  

j f ( l , r , u / i , k h  i f .  ( * - * ) - f . ( * - x)J { & * £ ( + ) c/tV

ГД9

Ь- ^

сю O-^

► I Z  [  \  C " ( 1  - J 1 y )  J £  'У І  -  i’ f / ” * • г
m  і  < 2 - x  л ї

J (1 Г ^  Jcf^ ( Z  ) ] ^

+t ( i j  = H  * * < •  О ,  f± (+ )=  ?  t ,?i < d  •

Подобные <iорм^ли получены для преобразований Лапласа распреде­

лений для основных граничных функционалов от процесса і  .

В £  Ь .З исслодоьамо асимптотическое поведение процесса

X l t )  • ¥
Доказана теорема о том, что если случайные величины

имеют конечные вторые моменты, то процесс jc  асимп­

тотически нормален с математическим окиданием и с диспер­

сией С і  .
Далее строится процесс



І . „  ( і )  Г х  ( < r ) - n r r j
v V

j.< каяыгеттся теоремы, анялогичіше теореіам 5 .2 .1  и 5 .2 .2 . 

із 5 P .4 докаэ&на эргодическая тооре?.а для процесса X l t > 
Г"орр;.їі Е .4 .І .  Пусть существуют М > * , М V* к положи- 

тел міно плотцостя распределения вероятностей величин ? , ^
а с ; ’ . Тогла процесс X-(О зргоді: ієн.

ІМ  доказательства теоремы выбрана вложенная цепь ‘.аркова, 

такая,
1) чтобы она была ограничена по вероятности; это условна 

о5єсп-єчй:.яот существование конечных инвариантных мар для иепи,

2) чтобы для нее существовала лоложятельиая компонента ве­

роятности а рзходв, абсолютно непрерывкой относигмьно моры 

Лебега в К А ; ото услоі ис обеспочпкает единственность коноч­

ной полож/т^льно" ш^ариантиоЯ меры.

Глава 2 посвящена азученда пронпсса Х ' И ) .

Ь §# 0 .2  найдена лрообразованяя Лапласа распределений про­

цесса Х СИ)  я его ооногашх граничных ''ункнгоналов. Отметим, что 

указанные рт проявления сначала найдены д?я про” есса Y  V і, « і ) ,  

затем, для процесса Х \ { ) .

В § Э.З доказана ар-годпеская те.орвгя для процесса 

З ' С Л Я У  Т Р Г П ,  ЧТО я р о :  ЄСЛ )  * t f J  НО РВЛЯЯТСЯ :.ПГКСР-5КЛМ, к  г и г

доЛэаляптся случайные переемы
I 14 I і ». t  Ч'- l  і  , I , /

- f • '  • • ■' 1 V ; . о , с < i  Г ~ І
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г н )  =  і-“ ( I  • ;  . 1 - ;  \  < 1

* S « > -  > p  S«  Г„ I ,■ f, К
Тогда ?Г57!.' еХ^СЧПхП Л 'OUPCC



{ х ‘К). 6‘ (+), S'H), SW)]
будет однородный марковским процессом. Моменты являются 

моментами остановки для этого процесса. При этой

{ Х Ч Є * ) ,  6 7 ® « ) ,  П & ) ,

будет ьложенной цепью марковд.Так как <5 /£ i.)zO ,

■ $(& *.)=  S K • Т О ,полагая S *  =. 6 +  (0к),будем  иметь [ 5Ж , 5 * ]  -  

однородную цепь Маркова.

Теорема 9 .3 .1 .  Пусть I )  сувествуют первые моменты вели­

чин ~ ; 2) имеют нереветчатые распределения;

3) выполняется условие M " l f  № ? , -

4 ) сувествуют плотности распределения вероятностей величин S *

; 5) всякой непрерывной ограниченной функции 

функция М l s,~x> V* id также непрерывна;

6) величины М ( и ограничены.

Тогда процесс X c( t )  эргодичен.

Для доказательства теоремы доказывается эргодичность цепи

{ S k , * k j  и конечность
О ОО

- *хэ о ч
где JD( d х / эргодическое распределение для цепи { S * , £ k J .

Ь ^ 9 Л  вычислено эргодическое распределение процесса
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ОО оо  wXJ О О ©о

S (fM  1 [ S 1 f \ К It !**.*«) *
О о О ~с° 0 ~ О
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где 4 'Уу'У*) является / 3 * $ f  “ і8 и е римой функцией.

-G"-алгебра,  порожденная подмножествами пространства Х =  

( ! ? + , ( ? ♦ ,  Р-* > R-) » <^+ " б" -  алгебра, порожденная под­

множествами пространства эргоди«чсвое

распределение для цепи { ? к ,  УК } '

1 C ? : J І' Л) J _
-  ------------0  s . , 0j

• Й  St  s i + f (*•>.*)
с - *

[ ( Ю( ]<
З^ї-о-, 1 = ^  
м , и

2 _ ,  У, і  ї г +  2 Z  St

< п  i t
L-I

< N zz Ь %  - С  Т >- +(**,*>, ■
і-> к -< г '  J
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с
x

! ' • +■ L> ' I

л  P t  > х ^ Г , ( к - ї , 1  E  j / e J / Л ,

к  ^ / ъ ,  ^ j  =  £ :  ц ~  z r ; : :
r t-U  ҐҐІІ < • f  KVlKC ^

f I  (и) f , f r «) г

V ? '  t 4 '**t  ' 1 * 4 »

Z j S i t i  + V I X b X j  f j V  x  f ^ s .
* ’ » 1 = 1 *  U <

P{ ?">*■*■ <frA,.xj- 2  St j n  £ {?;£J ^}l[{ + Y(X,J-

- s s .  * ч > ш  £ £ v - £ r > - t  <*■<■ *>.L- i  1*1 K -1  J - < <7

і - I n  (
22 j . >l , ,r,< ^

+<* ,,.* )+£<7 - E -V -tJy , f  C { ' « ^  *
*• - * u t -1  С

n f [ С  > %+с  (s. - a  £■ ?+e j /  }л 

f t  5^  , > ^ S ( i - r . ) , '&
n L-i *1 t J^ rt

p f  C « .  > * ■+4’( * « * ^ * - £ 1 } *
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*  1  { І  + Y  < '- Ч

т " * '  i f  , і
-  С  ft t <^.J I  [ a  6Jy J

В § 9 . 5  «еоледоваї процэоо Х с(^) , к о г д а  случайные вели­

чины имеет показательное распределение о параметрами /^+ j
соответственно.

Найдены преобразования Лапласа распределений самого продес- 

сп X і (f.) и его основных граничных <їуі.:<цшоналов и на ;деи явннії 

вид эргодичеекого распределения

екз О j

a  -  о" c"> v о

[ ( Ґ . +  ? . ) ( * - * (  *.*,))}
n  '

- A \

p [  + ( J , Xi )  f  Ё т  , Г ( х .Г і ) + £ У 'У  e J f i }<

I  [  f  f  £  j e : t f r > n ) L i - r ‘* . 4
О - эо  H - о  f i

* -1 
W , * K ) ( i - i V( x / r*) ) ]  2 { ^ с х , х , ) h £ : y  >о , Ш } А п ( А у Ї

ц і  t ' <  *• '  J
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В Q 9 .6  иссдедоиайо асимптотическое поьедеише процесса 

Х ‘И.К Доказаны теоремы,аналогичные теоремам 5 .2 .1  и 5 .2 .2 .

Ь ^ 9 .7  исследовало суимы потери и дополнительного пос-

4 (f)  означает сумку потеря и дополнительного поступления 

системы,функционируемой процессом Х Ї -fJ. Доказаны следующие 

теоремы.

Теорема 9 . 7 .1 ,  Ісли процесс %с(+) эргодичен, то с верв- 

ятностью I '

Taopeua 9 . 7 .2 .  Ейли O - o ,  то величина Ccrrt -t  ,  оо v /c T
имеет отраженное нормальное распределение.

Теорема 9 . 7 .3 .  Е«ли C t > o  , то £  { t i  >п А ({)< •*-] -  
U Ч і  * 0,0

=. £  {  2 І З '7 ((/ -х } г д в  V -последний номер выхода процесса

из состояния "0й .

Далее ,в у 9 .8  найдены формулы для первых вторых моментов 

эргодического распределения сложного процесса полумарковского 

блуждания при наличии экрана для инженерного использования, 

когда имею* показательное распределение с парамет­

рами fi , /V соответственно.

Обозначим

тупления системы, функционируемой процессом X  (+) . 

Пусть 4 ( £ )  =  ' Х ' Ц ) -  "X1+)ф

p. t , t )  ,  /  WV МТ  . . .  д ;

J - ї ? , и ? , - і

. і» Aff-Tj 
mnua 9 . 7 . 2 .  Ейли 0 = 0 .  то  величина U - ^

+ , с вероятностью

К , с верояшостью
L J

7
J



На;; де ны

^  й т  М X v(4)  Л і  — t t * yt M X  (■(■)
1 f. + о*> ‘ 4 » **“*

Итак,

- З І  -

«'f = г  + f  У J 4 ^ +

7  £ » 7 ,  -
+ -

^  e x p  { -

....  n V7TП -JU

e % p  f ’j  і h i  i !  _  i ^ ' J J z d - ' J - ' - 1'! 
r viT (-expHwV)/*,fj

В глаье 10 И8Л0КСЯ основные результати я выводы.

1. Налдены распределения процесса полууаркоаского Олукдаиил 

и его основных граничных £ункаионалов. Доказаны предельнее тео­

ремы в схеме серии.

2 . Нш деиы распределения процесса полумарковского Слуїдания 

с задержквяпвии экраном в нуле и его основных граничных функцио­

налов. Доказаны для його эргодическея теореме и предельные тео- 

ргмы и схеме серий. -

3 . Наедены раелредзления суммарного процесса полумарковско-
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го блупд&ния и его основній граничн>л  функционалов. Доказаны 

предельные теоремы.

4 . Найдены распределения суммарного процесса пэлумаркс»<:ко- 

го блуждания с задерживалним экраном в нуле и его основні/* гра­

ничных функционалов. Доказана эргодическая теорема д ія  неге..

5 . Найдены распределения сложного процесса полумарковского 

рлуждяния с отражающим экраном и его основных граничні тс функци­

оналов. Доказана вргодическая теорема. Исследовано асимпто'.ичес- 

кое поведение.

6 .  Найдены распределения сложного процесса полумарковского 

блуждания при наличии екрана и его основных гранитных функцио­

налов. Доказана эргодическая теорема и вычискено эргодическое 

распределение. Найдены формулы дня первых вторых моментов ер - 

гсдииеского оаспределен'ия для инженерного использовании и мс- 

следівано асимптотическое погедеиие.
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