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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Розвиток промислового і цівільного будівництва, розробка но­

вих конструкцій висувають більш високі вимоги до методів розра­

хунку споруд і конструкцій. Широке використання обчислювальної 

техніки у проектуванні і розрахунках будівельних конструкцій 

обумовлює подальший розвиток чисельних методів.

Один з найбільш універсальних методів розрахунку складних 

сучасних конструкцій - це метод кінцевих елементів (МКЕ). Він є 

теоретичною основою сучасних обчислювальних комплексів розрахунку 

будівельних конструкцій на ЕОМ. Розробка та дослідження нових 

ефективних схем МКЕ для нелінійних та динамічних задач є важливою 

науковою проблемою як в теоретичному, так і в прикладному відно­

шенні .

Дисертація присвячена розвитку теоретичного апарату, що 

обгрунтовує використання неконформних кінцевих елементів при 

розв'язанні нелінійних та динамічних задач будівельної механіки,а 

також його реалізації при розробці та дослідженні алгоритмів роз­

рахунку .

Актуальність теми обумовлена простотою реалізації неконформ­

них елементів і,в той же час, відсутністю їх теоретичного обгрун­

тування .

Тема дисертації відповідає плану науково-технічних робіт 

відділення систем автоматизованного проектування НДІАСБ.

Метою дисертації є розвиток теорії неконформних кінцевих 

елементів для розв'язання нелінійних та динамічних задач буді­

вельної механіки і впровадження розроблених методів в інженерну 

практику.
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Наукова новизна полягає в постановці й розв'язанні таких

задач:

- обгрунтувати використання неконформних елементів при роз­

в'язанні статичних задач нелінійної теорії пружності та геомет­

рично нелінійних задач в докритичній стадії;

- встановити можливість застосування неконфорнних елементів 

у лінійних динамічних задачах;

- обгрунтувати використання неконформних елементів у задачах 

теорії повзучості;

- довести можливість застосування неконформних елементів 

в динамічній задачі пружно-в'язко-пластичності;

- обгрунтувати використання неконформних елементів при роз­

в'язанні динамічної задачі в геометрично нелінійній постановці;

- розробити для нестаціонарних задач безумовно стійкі різни­

цеві схеми дискретізації у часі, одержати оцінки їх похибки у 

сполученні з неконформним МКЕ. .

Достовірність одержаних результатів підтверджується їх тео­

ретичним обгрунтуванням, а також розрахунками модельних задач, що 

мають точний розв'язок.

Практичне значення роботи полягає в розробці та впроваджу­

ванні ефективних алгоритмів розв'зання нелінійних та динамічних 

задач.

Впровадження результатів роботи. Запропоновані алгоритми 

реалізовані в розроблених НДІАСБ обчислювальних комплексах та за­

стосовуються у розрахунках будівельних конструкцій.

Апробація. Основні результати дисертації доповідалися на 

IV-IX школах-семінарах "Метод кінцевих елементів у будівельній
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механіці", семінарах з механіки у Ленінградському політехнічному 

інституті,Інституті механіки АН України (м.Київ).Київському інже­

нерно- будівельному інституті.

Публікації. З теми дисертації опубліковано 18 наукових 

праць.

На захист винесено:

- умови збіжності те. оцінки похибки неконформних елементів у 

фізично та. геометрично нелінійних статичних задачах;

- дослідження та теоретичне обгрунтування застосування не- 

конформного МКЕ у лінійних динамічних задачах;

- алгоритми розв'язання задач нелінійної повзучості і пруж- 

но-в'язко-пластичності з використанням неконформних кінцевих еле­

ментів;

- алгоритми розв'язання геометрично нелінійних динамічних 

з^дач з використанням неконформного МКЕ;

- доведення можливості статичного та динамічного розрахунку 

оболонок плоскими кінцевими елементами;

- методи побудови матриць жорсткості та векторів правих час­

тин для геометрично нелінійної задачі у статичному та ’динамічному 

випадках;

- розробка, теоретичне та чисельне дослідження безумовно 

стійких скінченнорізницевих схем дискретизації у часі для неста­

ціонарних задач;

- застосуванню теоретично обгрунтованих схем МКЕ у чисельних 

дослідженнях будівельних конструкцій.

Дисертація, загальним-обсягом 214 стор., містить 10 таблиць 

та 46 рисунків, складається з вступу, 6 глав, висновків, додат­
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ків та списка літератури з 141 назви.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі дано огляд стану досліджуваних проблем, сформу­

льовані мета і задачі роботи.

Швидкий розвиток та широке застосування МКЕ обумовлені вели­

ким інтересом до нього інженерів-практиків, використовуючих цей 

метод, програмістів, реалізуючих МКЕ на ЭОМ, та математиків, що 

займаються його теоретичним обгрунтуванням.

До найбільш значних праць з реалізації МКЕ належать праці

A .Ф.Смірнова, А.В.Александрова, Б .Я.Лащеннікова, М.М.Шапошнікова,

B .А.Постнова, 0 .С.Городецького, Дж.Аргиріса, О.Зенкевіча, І.Аль- 

тенбаха, У.Фішера, О.С.Сахарова, В.М.Кислоокого, Д.Сегерлінда.

Основні теоретичні положення МКЕ для лінійних стаціонарних 

задач розроблено у статтях Р.Куранта, Л.О.Розіна, Т.Пайана,

П.Тонга та інших; де встановлено, що конформний МКЕ є окремим ви­

падком метода Рітца при спеціальному виборі базису. Теорія ме­

тоду Рітца, викладена, наприклад, у монографії С.Г.Міхліна, дає 

достатні умови збіжності МКЕ для лінійних стаціонарних задач. Це 

є лінійна незалежність, конформність та повнота в енергетичному 

просторі системи базисних функцій.

Математичному обгрунтуванню МКЕ для лінійних стаціонарних 

задач присвячено численну літературу.До найбільш значних належать 

статті та монографії С.Г.Міхліна, Ж.-П.Обена, Г.Стренга,Дж.Фікса, 

Ж.Деклу, Дж.Сеа, Е.Мітчелла, Р.Уейта, С.Г.Дьяконова, Ф.С'ярле, 

П.Рав'яра, Дж.Одена, Т.Редді, Г.І.Марчука, В .І .Агошкова, Л.А.Ога­

несяна, Л.А.Руховця, в яких встановлені умови збіжності та оцінки 

похибки конформного МКЕ. Дослідженням неконформного МКЕ у ліній­
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них стаціонарних задачах присвячені праці Г.Стренга, Дж.Нітше, 

Т.Мійоші, Б. де Вебеке, П.Ласко, П.Лесена, Р.Темама, Д.Арнольда,

І.Бабушкі, Ф.Бреззі, В.С.Карпіловського, а також автора.

Значно менш досліджено МКЕ в задачах, які не є лінійнини 

статичними. Конформний МКЕ для лінійних стаціонарних задач з мо­

нотонними операторами (задачі нелінійної пружності) вивчено у 

працях X.Гаєвського, К.Грегера, К.Захаріаса, Р.Варги, Ф.С 'ярле. 

Питання теорії та реалізації МКЕ в лінійних нестаціонарних зада­

чах (лінійна динаміка) вивчаються у працях Г.І.Марчука, В.І.Агош- 

кова, Е.Мітчелла, Р.Уейта, А .Н .Синиціна, 0.Л .Ладиженської, Р.Кла­

фа, М.М.Шапошнікова, А .В .Александрова та інших, де досліджується 

конформний випадок.

Таким чином, питання теоретичного обгрунтування та реаліза­

ції неконформного МКЕ в нелінійних та динамічних задачах до цього 

часу залишалися відкритими. їх розв'язанню присвячена ця праця.

Дослідження МКЕ приводять також і до такого кола питань. За­

стосування МКЕ до нелінійних та нестаціонарних задач зводить їх 

до систем нелінійних алгебраїчних рівнянь у нелінійному стаціо­

нарному випадку або до систем звичайних диференційних рівнянь 

(лінійних чи нелінійних) у нестаціонарному випадку.

Методи розв’язання систем нелінійних рівнянь та лінійних 

систем диференційних рівнянь вивчено досить повно. Досить указати 

статті та монографії Л .В.Канторовича, Дж.Ортеги, В.Рейнболдта, 

Д.Ф.Давиденко, М .0.Красносільського з нелінійних рівнянь та праці

0.А.Самарського, С .К.Годунова, В .С.Рябенького з різницевих схем 

для лінійних нестаціонарних задач.

Менш повно досліджено питання стійкості та збіжності різни-
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цег.их схем для нелінійних нестаціонарних задач. У монографії 

Р.Темама вивчені схеми для нелінійних нестаціонарних рівнянь 

Нав'є-Стокса, що описують рух в'язкої рідини. У працях К.М.Янен- 

ко, Б .Л .Рождественського, О.Л.Самарського пропонуються різницеві 

схеми для задач газової динаміки. У монографії А.Ф.Смірнова,

А . Б . Александрова, Б . Я. Лащеннікова, К .МЛПапотінікова запропоновані 

різницеві схеми для ряду нелінійних динамічних задач.

Точу у дисертації досліджені різницеві схеми у сполученні з 

неконформним МКЕ для лінійних нестаціонарних задач, запропоновані 

та досліджені різницеві схеми дискратізації у часі для нелінійних 

(як фізично, так і геометрично) нестаціонарних задач.

У першій главі наведено основні результати з обгрунтування 

збіжності МКЕ для лінійних задач у конформному та неконформному 

випадках. Наведено варіаційні формулювання лінійних задач теорії 

пружності у вигляді

a (u, v) = (f, V) , ч, v е V, (1)

де a(u,v),(f,v) - можливі роботи внутрішніх і зовнішніх ckj:, 

a(u,v)= (Be(u),є (v)), В - матриця пружності, є(и) - деформації, 

u - вектор шуканих переміщень, v - вектор можливих переміщень. 

Множина можливих переміщень V складається зо всіх векторів v, що 

задовольняють головні (кінематичні) граничні умови, для яклх 

енергетична норма Hull = Va (u ,u ) - величина скінченна. Наведені 

формули a(u,v) та (f,v) й опис множини можливих переміщень для 

тривимірної задачі, оболонки, пластини та стержня.

Рівняння м е т о д у  к і н ц е в и х  елемент і е Е и п л и в а ю т ь  з ( 1 ) і м а ю т ь  

в и г л я д  a(uh,vh)«*(f,vh), W  V

де Vh - множина можливих переміщень вигляду uh~I! ик̂ , -• Щ° задо-
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вольняють у граничних вузлах головні граничні умови, дк* коорди­

натні функції, які відповідають призначеним степеням свободи Lk 

та відрізняються від нуля лише на зірках елементів.

Умови збіжності МКЕ для лінійних задач такі:

1. Мають місце рівності Ь д =Sk 1 k, 1
2. На кожному кінцевому елементі справджуються тотожності

£  (Lkx‘)uk= X і, І і |їі=то+ Т-1, 0< X S шо.
k

3. Базисні функції конформні, тобто Дкє V y якщо функції д к

неконформні, д к« V, то існує конформний базис V, що задоволь­

няє 1.,2. при І=га+1^- 1 , 0 — т та рівності

а (Xі, д -А )=0, І і I ̂ m +т -1, 0< X s m ,г k k 0 2 2 0
де ar(u,v) - можлива робота внутрішніх сил на кінцевому елементі 

П .Г

Якщо виконуються ці умови, мають місце оцінки похибки МКЕ з 

енергії та переміщень

tlu-u II з Khs, llu-u II s Khp ,h 0' h О О '

є Vs =/ Т - дк е V D =/ 2Т' ̂
\ т, дк с V р 1 х1+г2, д* С V  ̂ (2)

для функції Phu=J](Lku )д к<= V h має місце нерівність
к

llu-P ull S Khr  . h 0
3 (2) одержані оцінки похибки ряда конформних та неконформ­

них елементів, що широко застосовуються.

Встановлено аналогічні (2) оцінки похибки у випадках, коли

вирази для можливих робіт замінюються наближеними a (u ,vh h h
(f,vii)h, які задовольняють нерівності

'“ ‘V V - W V 1 S Kh0lluh“ “V '

l<£ «vb)-<f*vb)h l a Kho " V '  (3>
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mo дозволяє обгрунтувати можливість розрахунку криволінійних 

стержнів та оболонок прямолінійними та плоскими елементами.

Одержано оцінки похибки конформного та неконформного МКЕ у 

задачах на власні значення {обчислення критичних сиц, власних 

частот)

IX l + llu -и II — Khs,
1 і , h і 1 , h '  0 '

де Л (,Х. точні та одержані МКЕ власні значення, Uj/U, власні 

функції, що .їм відповідають.

У другій главі досліджено застосування МКЕ для фізично та 

геометрично нелінійних статичних задач. У фізично нелінійному 

випадку використовуються співвідношення нелінійної теорії пруж­

ності. В геометрично нелінійному випадку для пластин та оболонок

Можлива робота зовнішніх сил, варіаційне формулювання задачі та 

рівняння МКЕ мають такий самий вигляд, як і у лінійному випадку. 

Статична геометрично нелінійна задача розв'язується в докритичній 

стадії. Це означає, що друга варіація потенціальної енергії

є ,  _ j (u) = є °  j (u)+i /2  D ( u , u ) ,

° і  , 1 (U' v ) =1 /2(“ i <u ) “ j (v ) +“ j <u ) “ l (v) ) , 

є°_ j (u)=i/2(aut/ax + au)/sxi ) + Kt ju3<

a (u)= a u /Эх - К u , х  = - 1 / 2 (да дх + да /д х ) .  
і  '  ' з '  і 1 , 1  1 i , J  і  j  j  і 7

Можлива робота внутрішніх сил має вигляд

a (u, v ) = (Во (с° (и ) +1/2 D(u,u)) ,с (v)+D(u, v) J + fB^lu) ,*(v) ) , 

Bq=5B, В =53/і2 В, 6 - товщина оболонки.

a'(u,v,w) = (B0c°(v) , c° (w) ) + (Biar(v) , ЯГ (w) ) + (Bo e ° (v ) D(u,w) ) + 

+ (BqD (u, v) , c° (w) ) + (BqD (u, v) , D (u, w) ) + (Bq c (u) , D (v, w) ) . 

додатно визначена, тобто має місце нерівність
* 2 a' (u, v, w) і КIIv II .

(4)

(5)
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Рівняння методу кроків у сполученні з МКЕ для статичних не-
*лініиних задач мають вигляд

9'(и ,и -и , v ) = (f, v ) (Є -0 ),h,m h , m + 1 h,m h h m + 1 m (6 )

m=0,l,..., M-l, 0=0 <0 < . . . < Є  =1, U =0.0 1 M ' h , 0
При застосуванні МКЕ в геометрично нелінійних задачах можли­

ва різна апроксимація переміщення и з (апроксимація частинами). Ба­

зисні функції прямокутного та трикутного елементів мають вигляд 

д =(г ,0,0), д =(0,т ,0), д =(0,0,д
6 1 - 5  \ » І /  б  1 - 4  1 6 1 - 3  1 '

д =(0,0,д ), д =(0,0,д ),
6 1 - 2  1 '  '  і ,  і ' '  6 1 - 1  1 '  '  1 , 2 ' '

де - базисні функції плоскої задачі, Д,,Д, 1/Д1 2 - згинні ба­

зисні функції, що задовольняють умови збіжності МКЕ 1-3 при s=l,

0 — І — По, По - кількість вузлів елементу.

Позначимо Рд =д , Рд =д , Рд =(0,0,т ),6 1-5 61-5' 61-4 61-4' 6 1 - 3  1 1  ' і ' '

Р Д 6 1 - 2 =Р(і6 і - 1 = 0 ' P U h= p „ P * V

D i,j,h<Uh ' V =Di,j<PUb'Pvh>' <f 'vh>h= ‘f'pvh>- <7>
Підставляючи залежності (7) у (4),(6), одержуємо вираз для 

a^(uh,vh,wh) та рівняння методу кроків у сполученні з різною ап- 
*

роксимацією МКЕ та заміною криволінійних елементів плоскими.

Для a'(u ,v , ) ,  (f,v ) мають місце аналогічні (3) нерівності.n n n n п
При виконанні (5) справедлива оцінка методу кроків у сполученні 

з різною апроксимацією МКЕ для статичних нелінійних задач 

llu-u II і KJh +0), 0=min(0 -0 ).h , М ' О  ' ' і 1 itl m '
В останньому розділі глави одержано формули матриць жорст­

кості стержньового та трикутного елементів для геометрично нелі­

нійних задач у фізично лінійному та нелінійному випадках.

У третій главі досліджено застосування МКЕ в лінійних дина­

мічних задачах. Позначивши можливу роботу інерційних сил b(u,v),

9



записуємо зазначену задачу у вигляді

b (u " , v ) + a (u , v )  = ( f ,  v) , u,veV (8)

u(0)=u°, u' (0) =u* . (9)

Вирази для можливих робіт внутрішніх і зовнішніх сил та про­

стір можливих переміщень V мають такий самйй вигляд, як і в ста­

тичному випадку.

Рівняння методу кінцевих елементів одержуємо з (8),(9):

b ( u ' . v h) + a ( u h. v h) - ( f , v h) .  V V V (Ю)

uh (0)=Phu°, u;(0)=Phu 1, (11)

де Vh - множина можливих переміщень вигляду u =£u (t) и .

k
Якщо виконуються умови збіжности 1-3, справджується оцінка похиб­

ки МКЕ для динамічної задачі

lu'-uJJ + llu-î ll s Kho, |и|=/ b(u»u) . (12)

Ця оцінка зберігається при застосуванні наближених виразів 

a (u ,v ), (f,vb)b, b (u ,v )=b(Pu , Pv ), діо задовольняють нерів-n h n  h h h h h  h h
ності вигляду (3).

Систему звичайних диференційних рівнягіь (10), (11) пропону­

ється розв'язувати скінченнорізницевим методом. Позначимо 

t =вга, Є - крок у часі, u =u(t ), 6 u=e‘1(u -u ),га r a m  і» ш + 1 m

a u=i/2 (u +u ), /3 и=(2Є)_1(и -u ),m ' i d  ю - 1 m m + 1 ш - 1 ' '

1 u=0"2 (U —2u +U ).m m ♦ 1 m m -1

Різницева схема другого порядку має вигляд

b(Tmuh'vh)+a(“ muh'vh)=(fm'v h> (13>m n n  m n n  m n

u =P u°, u =u -ЄР u 1. (14)h , 0 h h - 1 h , 0 h ' '
Для неї доведено існування єдиного розв'язку, нерівність 

стійкості

1/3 u l+llu II * К (15)m h h , m

1 П



та оцінка похибки у сполученні з МКЕ

|u'-/3 u I"Hlu -u II — К (h +02). (16)m m h m h , m О
Рівняння (13) записуються у вигляді системи відносно a um h

(20_2Ь+а) (0£ u v ) = (f ,v )+20"2b(u ,v ) . (17)m n n  m n h,Kin
У випадку врахування в'язкості рівняння динамічної задачі 

мають вигляд

Ь (u", v) +а (и, v) +а (и', v) = (f, v), u,v є V

при початкових умовах (9), де a^u'.v) - можлива робота сил тертя. 

Різницева схема другого порядку у сполученні з МКЕ має вигляд

b ( r mU h ' v J + a ( “ mU h ' v J + a , (|3m u h' v J  =  <f „' V J  <1 8 >m n n  m n n  l m n n  m n

при початкових умовах (14). Для неї має місце існування єдиного 

розв'язку, нерівність стійкості (15) і оцінка похибки (16). Рів­

няння (18) записуються у вигляді

(20'2Ь+е"1а ]+а)(amuh-vh)=

= (fBvh>+2e'2b< V . ' vh>-e 'la1 (V „ - 1'vh>- <19>
Для матеріалу з тривалою пам'яттю залежність між напруженнями

і деформаціями має вигляд 
t

а (t)=Вє(t)+/B2 (t,s)є (s)ds.

Позначивши s,u, v) = (В (t, s) е (u) , е (v) ) , записуємо дина­

мічну задачу
t

b(u",v)+ а (u,v)+Ja2 (t,s,u(s),v)ds = (f,v), u,v є V
о

при початкових умовах (9). Різницеву схему другого порядку запи-

(20 2b+a)(a u ,v )=(f ,v )+20"2b(u ,v )-m j m n n  m n  h , m h

- в /г  I  [a2 (tm,tt,uk h,vh)+a2 (t|B,tkti, u ^ lih,vJ]. (20)
k = О

Для неї зберігається існування єдиного розв'язку, нерівність

стійкості (15) і оцінка похибки (16).
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Рівняння (17), (19), (20) можуть розв'язуватися розкладом за 

власними функціями (формами коливань) ір ( задачі (10) и ь=£с( (t) <рj . 

В цьому випадку одержуємо системи рівнянь відносно а>с |, з (17) - 

систему, що розпадається, з (19) і (20) - системи, що не розпа­

даються .

В останньому розділі глави наведено формули матриць мас 

стержньового, прямокутного і трикутного елементів.

У четвертій главі досліджується застосування МКЕ у фізично 

нелінійних нестаціонарних задачах. Для задачі нелінійної повзу­

чості залежність між напруженнями і деформаціями має вигляд 
. t

с ( t)=P0 (t,<r(t) )- /[L (t ,  s )p t (s,cr(s) ) +p2 (s,o (s) ) ] ds-q(t ) , (21)
0

де L(t,s) - ядро повзучості, q(t) - деформації усадки, функції

р (t,<r) враховують нелінійну роботу матеріалу, причому

(р (t, o’ )-р (t, сг ) , сг -сг ) г КІІсг -сг II2,
' ' 1 ' * 0  1 ' 2 ' ' 1 2 ' 1 2 'з

де (сг,т)=£ S<T r dn, іісгіі2=(сг,сг) .
і , J  =  1 П  ’  1 ’ /

Нелінійність залежності (21) не дозволяє виразити в явному 

вигляді сг(t) через c(t). Тому, позначивши

G(t,o-)=3Po (t,cr)/3(T, 1 (t, s,<r) =L(t, s)pi (s,cr)+p2 (s,cr) , c(t,s,o-) =

=31 (t, s,cr) /at, g (t,cr)=3Po (t,o-) /at-і (t, t,cr) , 

формулюємо задачу у вигляді системи відносно ueV,cr:

(сг', Dv) = (f', v)
t (22) 

G(t, (г)<г'+ g (t,cr)-Jc (t, s, сг) ds - c(u')=q'. 
о

Доведено існування єдиного розв’язку задачі (22).

Різницева схема другого порядку у сполученні з МКЕ має’ вигляд 

(0 < V Dvh ) = (£ f-vh)m n n m n m - 1
G(t ,<r )/3 cr +g(t ,<T )- 8 /2 T  [c(t ,t ,o- )+c(t ,t ,cr )]-m h , m m h 3 m m ' ' 1 1 m k ' h,k 1 m' k*l'k =0

-Dpmu h=qh.m' (q'-q;,Dv)=0. (23)
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Для неї доведено існування єдиного розв'язку, нерівність стій­

кості

та оцінка похибки

ІІСГ -сг ll+llu —u II — К (h +02).m h , m m h , ш 0
Для динамічної задачі пружно-в'язко-пластичності використо­

вується залежність

де нелінійна функція g(<r) залежить від прийнятої умови пружності 

та задовольняє нерівність

(9Г (0'і) -д (<х2) # сгі ~cr2) s 0.

Нелінійність g (сг) не дозволяє виразити у явному вигляді сг 

через Е, тому задача формулюється у вигляді системи відносно иєУ,сг

u(0)=u°, u'(0)=u', O' (0) =сг0 .

Різницева схема другого порядку у сполученні з МКЕ має ви­

гляд

ll+lluh , m

с ' =/3~ 'сг' +g (<j) , (24)

b (u", v) + (cr, Dv) = (f, v) 

B~ 'cr' +g («г) -Du'=0

В ’1 <3 сг +g(cr )-D/З u =0m h m m h (25)оu

a

Для неї доведено існування єдиного розв'язку, нерівність

стікості
/

1/3 u l + llu II+ 11 о* II 5 кm h h , m h', m
і оцінка похибки

!u -13 u l + llu -u ll + iicr -сг ll ї K(h +02).m m h  m h , m  m h , m  0
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При розв'язанні системи (25) знаходимо з другого рівняння 

а  сг і підставляємо у перше. Одержуємо систему відносно а  и

Матриця системи (26) не залежить від т, змінюються тільки 

праві частини. Рівняння (26) можуть розв'язуватися розкладом за 

формами коливань відповідної лінійно-пружної задачі. При цьому 

одержуємо систему рівнянь, що розпадається, праві частини якої 

обчислюються за результатами попереднього кроку.

В п'ятій главі досліджено застосування МКЕ у геометрично не­

лінійних динамічних задачах. У фізичному лінійному випадку для 

пластин і оболонок виходимо з варіаційного рівняння 

b(u", v) + (Bq (е° (U)+1/2D(U,U) ) ,є (v)+D(u, V) ) + (BiZ(u) ,*(v) ) = (f, v) . 

Позначивши N=B (є0 (u)+i/2D(u,u) ) , диференцюємо цю рівність no t і 

одержуємо видозмінену постановку задачі

b(u,/,v) + (N,c°(v)+D(u,v)) + (Bi^(u),^(v)) = (f,v), u, veV,

u (0)=u°, u ' (0)=u1, N(0)=N°=Bo (є0 (U0)+1/2D(U°,U°) ) .

Для задачі (27) доведена нерівність 

lu' I + Hull + |u"l + llu' II + II N II + II N'll s K, 

з якої випливає існування розв'язку. Доведено, що розв'язок зада­

чі (27) єдиний.

Далі використовується МКЕ з різною апроксимацією (7) пере­

міщення из і заміною криволінійних елементів оболонки плоскими. 

Схема другого порядку у часі в сполученні з МКЕ має вигляд

ш h
(20'2b+a) (a u ,v) = (f ,vj+20'2b(u ,v )-m h m n h , m h

-(u +BDu +0Bg(cr ),Dv ).h , m - 1 h , m - l  h , m h ' (26)

B ^N' - c 0 (u' )-D(u,u' )=0, (27)

bh (3rmUh' Vh) + (“mN'E <Vh'+Dh(Uh «' VJ '*<VJ ) = (f 'VJh'n m n n  m h n n , m h 1 m n  n m h h

B_1p N -c° (13 u ) —D (u ,13 u )=0,0 m h m h h - h , m ' m  h ' '
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u =P u°, u —u -ЄР u 1, N =P № ,  (28)h , 0 h h , - 1 h,0 h ' h,0 h ' 1 '
N h .,=Nb 0-ephB (C°(u1)+D (u°,u1))•

Для схеми (28) доведено існування єдиного розв'язку, нерів­

ність стійкості

1/3 u І + llu II + II N II З к (29)ш h h , m h , m
та оцінка похибки

lu'-/3 u 1+ llu -u II + II N -N II s K(h +Є2). (30)m m h  rah,m m h , m  0
При розв'язанні системи (28) знаходимо з другого рівняння 

а  N та підставляємо у перше. Одержуємо систему відносно a uш h m h
2Є"2Ь (a u . v  ) + (В (с°(а u )+D (u ,<x u )),c°(v )+D (u ,v )) +h m h h 0 v m h' h v h,m' m h/7/ N h' h v h,m' h11

+  u J - * ( v h > >  =  < f  - V b > + 2 0 ‘ 4 < U b  - V h >  +  < 3 1 >1 m n  n m h  n n , m n
+(B„(£°(u )+D (u ,u ))—N ,e°(v )+D (u -,v )).o' h , m - 1 h' h,m h , m - l '  1 h' h' h , m h''

Система (31) відрізняється від аналогічних рівнянь у статич­

ному випадку, крім присутності інерційних додатків, тим, що до­

датки, в які входять сили N, перенесені в праву частину. Це і за­

безпечує стійкість схеми у динамічному випадку. Доведення нерів­

ності стійкості (29) та оцінки похибки (30) істотно використовує 

існування інерційного додатку b(u,v). В статичному випадку, тобто 

при b(u,v)=0, нерівності (29),(ЗО) не виконані, та при значеннях 

стискуючих сил більших критичних схема (28) або (31) стає обчи­

слювально нестійкою.

Застосування до рівняння (31) розкладу за формами коливань 

відповідної лінійної задачі приводить до системи рівнянь, що не 

розпадається, ліві та праві частини якої обчислюються за резуль­

татами попереднього кроку.

Аналогічні дослідження проведено також при одночасному вра­

хуванні у динамічній задачі геометричної і фізичної нелінійності.
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Задача формулюється у вигляді системи відносно ueV,cr 

b(u", v) + (cr(e°(v)+D(u(v)-x3x(v) ) = (f, v) ,

B~ V '+ g  (cr) -c° ( u ' ) -D (u , u ' ) +хз*  ( u ' ) =0, 

u (0 )= u ° , u '(0 )= u * ,  cr(0)=o-°,

де х зє (-S/2, S/г ] , S - товщина оболонки.

Доведено існування єдиного розв'язку цієї задачі.

Схема другого порядку у сполученні з МКЕ має вигляд

b h(T»Uh'V h> + <“n,<rh'C °(Vh)+Dh<U b,m'Vh)-X3;»;<Vh>) = <f'V h)h'

B' 4 <rh+9 < V J - C° ( ^ u h>-D h<u h,„'0.u h!+x3*<0„uh>=0' <32>
u =Р u°, u =u -0P u 1, cr =tr (0), O- =<r - 9 a ' 10) .b,0 h h - 1 h,0 h ' h,0 h ' ' ' h , - 1 h,0 h ' '

Для неї доведено існування єдиного розв'язку, нерівність 

стікості (29) та оцінка похибки (30) .При розв'язанні системи (32) 

виражаємо з другого рівняння а  та підставляємо у перше. Одер­

жуємо аналогічну (32) систему відносно <*muh.

Шоста глава присвячена чисельним дослідженням розроблених 

алгоритмів. Запропоновані методи розв'язання нелінійних і дина­

мічних задач реалізовано у розроблених НДІАСБ обчислювальних комп­

лексах ЛИРА, МИРАЖ, НЕУД, ФЕНИКС, призначених для статичного і 

динамічного розрахунку конструкцій. Наведено результати розра­

хунку модельних задач, що мають точний розв'язок. Розрахунки про­

водились зі згущенням сітки в два та в чотири рази.

Мета ціх чисельних експериментів - підтвердження одержаних 

у попередніх главах теоретичних результатів для оцінок похибки 

нвконформного МКЕ при розв'язанні нелінійних і динамічних задач.

Циліндрична вільно оперта у торцях оболонка під рівномірним 

тиском розраховувалась з застосуванням плоских прямокутних і три­

кутних елементів. На рис. 6.1 наведено графіки змінення відносних
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похибок нормального переміщення та згинаючого моменту в точках 

серединного осьового перерізу. Безперервні лінії відповідають 

прямокутним, штрихові - трикутним елементам.

Обчислювались власні частоти круглої затиснутої та квадрат­

ної шарнірно опертої по контуру плит. Графіки змінення відносних 

похибок для перших трьох частот наведено на рис. 6.2, 6.3. .

Кругла затиснута по контуру плита розраховувалась на три ти­

пи динамічних навантажень, що змінюються у часі за синусоїдою:

1) імпульс у центрі плити в початковий момент;

2) рівномірно розподілене навантаження;

3) зосереджена сила у центрі плити.

На рис. 6.4 наведено графіки змінення відносних похибок згинаючих 

моментів на контурі в точках їх екстремумів. Номер на графіку 

відповідає номеру навантаження.

При проведенні чисельних експериментів у геометрично нелі­

нійному випадку для квадратної пластини був заданий точний роз­

в'язок, по якому визначались деформації, зусилля і зовнішні на­

вантаження у статичному та динамічному випадках. Такі ж побудови 

проводились для задач повзучості та пружно-в'язко-пластичності. 

Графіки змінення відносних похибок по зусиллям в центрі плити у 

геометрично нелінійному випадку подано на рис.6.5 для статичної 

задачі, на рис. 6.6 - для динамічної.

Для дослідження точності запропонованих різницевих .схем роз­

глядалась система рівнянь МКЕ геометрично нелінійної динамічної 

задачі для консольного стержня. Задавався точний розв'язок, по 

якому визначалися праві частини. Розрахунок проводився по різни­

цевим схемам першого та другого порядку точності з кроком у часі
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0.02, 0.01, 0.005. Максимальні відносні похибки одержано 0.8%,

0.4%, 0.2% і 0.4%, 0.1%, 0.025% для першої та другої схем відпо- • 

відно.

Проведено чисельні дослідження семиповерхової будівлі реак­

торного відділення АЕС. Конструкція, виконана з бетону класу 30, 

розраховувалась в лінійній постановці на власну вагу, технологіч­

не навантаження, а також на сейсмічну дію у 8 балів. На рис. 6.7 

наведено план останнього поверху та значення максимальних перемі­

щень характерних точок від сейсмічної дії у напрямку осі X.

Розраховувалось шатрове покриття діаметром 200м - оболонка 

обертання від'ємної гауссової кривизни з зовнішнім та внутрішнім 

опорними кільцями, підкріплена системою радіально-кільцевих ре­

бер. Конструкція розраховувалась на рівномірно розподілене наван­

таження, рівномірно розподілене по кожній з половин покриття та 

на сейсмічну дію у 8 балів. Розрахункову схему та ізолінії проги­

нів при нерівномірному статичному навантаженні зображено на 

рис. 6.8. Ррзрахунок на сейсміку проводився у лінійній та геомет­

рично нелінійній постановках. На рис. 6.9, 6.10 наведено графіки 

змінення у часі прогинів та меридіональних зусиль в характерних 

точках. Штрихові лінії відповідають лінійному розрахунку, безпе­

рервні - нелінійному.

Були проведені розрахунки герметичної оболонки реактора АЕС. 

Вона має форму ціліндру, перекритого куполом у вигляді півсфери. 

Розрахунки проводились на власну вагу та технологічне навантажен­

ня, внутрішній тиск та сейсмічну дію у 8 балів у фізично неліній­

ній постановці. На рис. 6.11 наведені розрахункова схема, епюра 

переміщень точок осьового перерізу при розрахунках на власну ва-
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гу, а також ьпюра максимальних переміщень від сейсмічної ції.

Розраховувалась залізобетонна конструкція мосту на власну 

вагу і монтажне навантаження у фізично нелінійній постановці. 

Розрахункову схему кав?дено на рис. 6.12. На рис. 6.13 наведено 

ізолінії ьомєнтів у місці їх концентрації, на фрагменті А.

В И С Н О В К И

Як результат проведених досліджень розроблено теоретичний 

апарат, ще обгрунтовуй застосування неконформних кінцзвих елемен­

тів при розв'язанні нелінійних і нестаціонарних задач будівельної 

механіки, та здійснено впровадження розроблених методів в інже­

нерну практику.

1. Доведено теореми, що дозволяють досліджувати збіжність 

’‘"•і одержувати оцінки похибки нрконформного ЬЛЕ для нелінійних і

нестаціонарних гадач будівельної механіки.

2. Запропоновано метод апроксимації частинами, обгрунтовано 

його застосування до геометрично нелінійних радач у сполученні з 

методом кроків. Доведено можливість розрахунку оболонок плоскими 

елементами,

3. Запропоновано ефективні скінченнорізницеві с і .є м и  дискре- 

тізацхї у часі для фізично та геометрично нелінійних динамічних 

задач. Досліджено їх застосування у сполученні з розкладом за 

формами власних коливань иідпевідьої лінійної задачі.

4. Установлено безумовну стійкість запропонованих різницевих 

схем, одержало оцінки ї х  похибки у сполученні з некок*юрмним MICE.

5. Одержано формули елементів матриць жорсткості та векторіЕ 

правих частин для геометрично нелінійної задачі у статичному і

23



динамічному випадках.

6. Різницеві схеми для динамічної геометрично нелінійної за­

дачі дозволяють проводити розрахунок і в закритичній стадії.

7. Проведено розрахунки ряду нелінійних та динамічних задач, 

що мають точний розв’язок, з послідовним згущенням сітки. Резуль­

тати чисельних експериментів підтверджують теоретичні висновки 

про коректність використання неконформних елементів.

8. Неконформні елементи широко застосовуються у статичних та 

динамічних розрахунках складних конструкцій. В дисертації

наведено результати чисельних досліджень будівлі реакторного 

відділення, герметичної оболонки реактора, шатрового покриття та 

інших. Ці результати узгоджуються з якісним уявленням про роботу 

конструкцій і досить близькі до експериментальних даних, що є 

підтвердженням теоретичних висновків та ефективності розроблених 

методів.

9. Запропоновані алгоритми реалізовано у розроблених НДІАСБ 

обчислювальних комплексах ЛИРА, МИРАЖ, НЕУД, ФЕНИКС, які впровад­

жено більш ніж у п'ятистах підприємствах України та інших країн.
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