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ЗАГАЛЬНА ХА&КТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Широке використання шаруватих цилін­

дричних тіл як елементів конструкцій, які знаходяться в умо­

вах локального нагріву, зумовлює необхідність розв'язування 

відповідних задач термопружності. Одвовимірні задачі термо­

пружності для шаруватих циліндрів і методи їх розв'язування 

досить повно розглянуті в літературі, зокрема в роботах Віга- 

ка В.М., Колесова B.C., Коляво Ю.М., Ленюка М.П., Мотовилов- 
ця І .А ., Процюка Б .В ., Уздальова А .І. та інших.

Просторові задачі термопружності шаруватих циліндрів ви­

світлені в літературі недостатньо. Характерні аналітичні ме­

тоди їх розв'язування подані в роботах Комарова Г.Н ., Глотови- 

ловця І.А ., Неміша Ю.М., Ноди Н. та інших. У наведених робо­
тах р о зв 'я зк и  задач отримані методом спряження, який полягав 
в знаходженні р о зв 'я зк у  зад ач і термопружності в зображеннях 

для кожного шару в наступним визначенням невідомих сталих ін­

тегрування з відповідно! системи алгебраїчних рівнянь, отри­

маної шляхом задоволення граничвих умов 1 умов контакту. ЦІ 

системи пропонується роав"яаувати чисельно. У роботах Молот­

кова Л.А., Приварнікова А.К., Феня Г.А., Шевлякова Ю.А. та 

Інших при розв'язуванні задач пружності в тілах з плоско-па- 

ралельнами гранщями розділу шарів' пропонується знаходити 

аналітичні розв'язки відповідних систем алгебраїчних рівнянь 

з допомогою матричного методу.

З іншого боку, в роботах Коляно C .L ., Лаврешока В .І . ,  

Образцова І .Ф ., Онанова Г .Г ., Підстригача Я.С. та і них про­

понується розв'язувати з використанням апарату узагальнених 

функцій задачі термопружності для всього пакету шарів шляхом 

інтегрування систем диференціальних рівнянь термопружності 8 

розривними і сингулярними коефіцієнтами, в яких враховані 

умови контакту. При такому підході розв*явок задачі в зобра­

женнях виражається черев значення шуканих функцій 1 їх похід­

них на границях розділу шарів, які знаходяться з рекурентних 

співвідношень. Крім того, для просторових вадач термопружності 

цей підхід дає можливість уникнути ряду труднощів, які вини­
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кають при чисельній реалізації ро8в"язкіз энайдених методом 

спряження, і зумовлені поведінкою функцій, черев які виражають­

ся ро8В"Я8КИ відповідних 8здач, при великих значеннях аргумен­

ту. Методика роав"явку задач термопружності для шаруватих ци­

ліндрів, яка базується на використанні узагальнених функцій, 

розроблена тільки для одновшірних задач.

І8 врахуванням вищевказаного, викликає інтерес роавиток 

ціе! методики для просторових вадач термопружності багатошаро­

вих циліндрів.

Метою роботи е розробка методики визначення просторових 

температурних полів і напружень в шаруватих по радіальній ко­

ординаті циліндрах і проведення чисельних досліджень їх тер­

мопружного стану при рівних наборах термомеханічних і геомет­

ричних параметрів.

Наукова новизна роботи полягає в наступному:

І . Запропоновано методику розв'язування статичних і квазі- 

статичних, двовимірних осесюветричних 1 тривимірних неосеси- 

мотричних задач термопружності ізотропних багатошарових цилін­

дрів, яка базується на використанні апарату узагальнених функ­

цій.

г. З використанням запропоновано! методики ро8В"явані 
просторові задачі термопружності для шаруватих циліндрів , як і 
нагріваються рухомими локальними потоками тепла і шляхом кон­

вективного теплообміну.
3. На основі отриманих р08в"яак ів  проведені дослідження 

температурних полів 1 напружень в д в е - , три -, п"ятишаровкх 
циліндрах пр«і рівних значеннях термомеханічних 1 геометричних 
параметрів.

Достовірність ревультатів вабевпечується фівичною овгрун- 
тованістю постановок вадач, апробованіств математичних методів 
їх  ровв^явку, співпадінням в окремих випадках розв"явк ів  в 
р08Внньками, знайденими на основі інших методик, використанням 
при отриманні чисельних ревультатів  м етодів,, як і вабевіечують 
необхідну точність.

Практична втачиміоть роботи полягає в розробці мелздики 
іііавачзнчя температурних полів ! напружень в багатошарових
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циліндрах, яка довволяе проводити дослідження термопружного 

стану при рівних наборах термомеханічних і геометричних пара­

метрів. Отримані результати чисельних досліджень е теоретич-. 

hod основою оцінки напруженого стану шаруватих циліндрів при 

нагріві потоками тепла. Прикладні реаультати використані в 

спільних розробках ІПШМ АН України і Львівського держунівер­

ситету. Результати досліджень температурних полів в клині, 

який нагрівається потоком тепла, були використані при розроб­

ці технології термообробки різців, на яку отримано авторське 

свідоцтво про винахід.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційно! робо­

ти доповідались на I I  I I I I  Всесоюзних конференціях по меха­

ніці неоднорідних структур /  м. Львів, 1987 p. 1 І99І р. / ,  

республіканській науковій конференції '^Диференціальні і інте­

гральні рівняння і їх  застосування" /  м. Одеса, 1987 р. / ,

I I I  Всесоюзній конференції "іііцність, жорсткість 1 техноло­

гічність виробів І8 композиційних матеріалів" /  і... Запоріжжя, 

1989 р. / ,  ІЗ конференції молодих вчених Інституту прикладних 

проблем механіки і математики АН України /  м. Львів, 1989 р. / .

В цілому робота обговорювалась на семінарі кафедри мате­

матичного моделювання Львівського державного університету їм.

І.Франка І на спільному семінарі відділів терломеханіки та 

механіки деформівного твердого тіла Інституту прикладних проб­

лем механіки 1 математики їм.Я.С.Підстригана АН України /  м. 

Львів, 1992 р. /

Публікації. Результати виконаних досліджень опубліковані 

у 8 роботах, отримано авторське свідоцтво на винахід. • •

Об"ем роботи.дисертаційна робота складається is вступу, 

трьох розділів, ваключення, додатку і списку літератури /  87 ' 

найменувань / .

3f.!ICT РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність вибраної теми до­

сліджень, зроблено аналіз сучасного стану проблеми, коротко 

викладено основні результати роботи.

У другому розділі в циліндричній системі координат при-
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ведена постановка просторової статично! 1 квавістатичної вада- 

чі терлопружності для вільного від вовнішнього навантаження 

івотропного, багатошарового по радіальній координаті циліндра, 

між шарами якого вдійснюється ідеальний термомеханічний кон­

такт.

Далі вапропонована методика визначення термопружного ста­

ну в циліндрі. Спочатку вианачається температурне поле в бага­

тошаровому необмеженому циліндрі, на вовнішніх поверхнях якого 

вадані граничні умови 3-ого роду, шляхом представлення роав"яв- 

ку вадачі теплопровідності черев функцію Гріна. Функція Гріна 

нестаціонарної вадачі теплопровідності знаходиться а рівняння

І к (* »*<*#)* ( ? $ ♦ $ ]  = «  
при граничних умовах

'-О , ( # * ^ & ) |  -о Ш
С-йо ‘ "t-

Ь  , ~  °  при і  ± ~  /з /

і початковій умові

СІ  = - і—
k * o  P W )

/4/

в використанням інтегральних перетворень Фур"е, Лапласа і алго­

ритму розв'язування авичайних диференціальних рівнянь з розрив­

ними коефіцієнтами*. При цьому враховані особливості отримання 

роав"Я8ку задачі для випадку різних коефіцієнтів температуро­

провідності шарів, на то також наголошувалось в роботах Таму- 

ррва М.Г. Тут Я4 (Є.) , С „ ( 2 )  - відповідно коефіцієнти теп­

лопровідності і об"ємно1 теплоємності, які представляються у 
"їїроцюк Б,В. О решении вадач теплопроводности и терясупругссти 

дг»а многослойных тел / /  Докл. АН УССР. Сер. А. 1977. № I I .  С. 

ЮІ? - 1021.



вигляді

Р<*> = Pi ♦ L f b i - P j S f S - Z j ,  /5/
i=f

де 8; , /} - зовнішній радіус 1 характеристика t -ого шару,

«, - кількість шарів, $ ( х )  -  одинична функція Хевісайда,5(х)~ 
дельта-функція Дірака, Z0 « 2^ - радіуси внутрішньої і зов­

нішньо! поверхонь циліндра, - відношення коефіцієн­

тів теплообміну до коефіцієнтів теплопровідності на поверхнях 

'і - Эо І 2 = • Функція Гріна стаціонарної задачі тепло­

провідності знаходиться введенням рівняння теплопровідності до 

рівняння 8 сингулярними коефіцієнтами і подальшим застосуван­

ням інтегральних перетворень фур"є по осьовій і кутовій коорди­

натах. Функції Гріна представлені у вигляді Інтегралу 1 рядів 

по відповідних власних функціях. Приведені також функції Гріна 

осесиметричних задач теплопровідності і розглянуто застосуван­

ня функції Гріна стаціонарної вадачі для визначе-’ня осесимет- 

ричного температурного поля в багатошаровому циліндрі з залеж­

нім від осьової координати коефіцієнтом теплообміну на зовніш­

ній поверхні циліндра.

Далі запропоновано спосіб визначення компонент вектора пе­

реміщень із системи рівнянь рівноваги в переміщеннях з розрив­

ними 1 сингулярними коефіцієнтами .

( а  М  w - + м  2 ди< _+ -ЯЇГ аг г іь-е  -

_ f t (2) 6 9 v~y / -i

A v ,  * ї\ "  •

/є/

( а і Ь /  , j ае- г ац а ш  б в  і
\  г Ч  < j*(*) ч d f  a * i f
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t*r, ' <*а 62

при відповідних граничних умовах. Тут Л - оператор Лапласа,

е =4^ * І  (т? + и*)+Т1 ’ &*)я(*1<*>*г№ Х
Я ( а ) * J* 1$) 1 «<t (9j - відповідно коефіцієнти Ляме і тем­

пературний коефіцієнт лінійного розширення, які представляються 

у вигляді /6 /, в  -  приріст температури точок тіла.

У випадку осесиметричної задачі після представлення пере­

міщень черев терлопрукний потенціал і розділення змінних, ви­

хідна система двох рівнянь рівноваги в переміщеннях зводиться до 

системи двох звичайних диференціальних рівнянь другого порядку, 

а остання - до диференціального рівняння четвертого порядку. 

Ро8в"язок системи містить невідомі значення шуканих функцій і 

)х похідних на границях ровділу шарів, для визначення яких по­

будовані рекурентні співвідношення. Крім того,запропоновано мо­

дифікований п 'їх ід , при реалізації якого розв"язок системи зви­

чайних диференціальних рівнянь виражається тільки через значен­

ня шуканих функцій на границях розділу шарів, що приводить по­

рівняно з першим підходом до зменшення в два рази кількості ре­

курентних співвідношень.

Для неосесиметричної вадачі вихідна система трьох диферен­

ціальних рівнянь /6/ після представлення через термопружний по­

тенціал і розділення змінних зводиться до системи трьох звичай­

них диференціальних рівнянь другого порядку, яка надалі пере­

творена до системи двох диференціальних рівнянь четвертого і

-  8 -
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другого порядку. Аналогічно, як І в випадку осесиметричної за­

дачі, для знаходження вначень шуканих Дикцій і їх похідних на 

стиках шарів, черев які виражається ров"язок системи, побудо­

вані рекурентні співвідношення.

В третьому р о зд іл і а використанням запропонованої методики 

отримано ро8в"язок задачі термопружності для порожнистого ци­

ліндра, зовнішня поверхня якого нагрівається рухомим норлально- 

роз поділе ним потоком тепла

д Е /й-зл

+ (і - 2 *(ґ))'і ]}  cos {J- { *(v)) S (cos Ы- / *(Z)))'

т

Тут Q -  густина теплового потоку, А - коефіцієнт зосеред­

женості, •/>*(£) . l * l Z )  -  закон руху центра плями нагріву в 

кутовому і осьовому напрямках.

Встановлено, що розвняаок вадач1 в граничному випадку руху 

потоку з безмежно велико» кутовою швидкістю в точністю до множ­

ника /  співпадає з роав"язком ос асиметричної вадачі для ци­

ліндра, який нагрівається по аовнішній поверхні нормально-роз­

поділеним потоком тепла, де

* г г п Щ г  ~ I j t J £ - cos t -S (cK - f )d f  /8/

в середнім інтегральним по колу від розподілу теплового потоку 

по кутовій координаті.

Для цього випадку нагріву досліджено вплив співвідношень 

між термомеханічними і геометричними параметрами циліндра на 

роаподіл напружень на стику шарів. На прикладі двошарового ци­

ліндра для усталеного режиму нагріву показано, що для випадків, 

коли коефіцієнт лінійного ровширення внутрішнього шару більший, 

ніж коефіцієнт лінійного роаиирення зовнішнього шару, можна 

вказати інтервал вначень г ідношень J> = /Йг /  радіусів 

першого 1 другого шарів / ,  для яких радіальні напруження на



-  10 -

стику шарів будуть стискуючими. Встановлено також, що для зна­

чення 9 при якому радіальні напруження на стику шарів рів­

ні нулю, кільцеві і осьові напруження є меншими по абсолютній 

величині, ніж при значеннях J> а вказаного інтервалу. Ці ре­

зультати узагальнені на випадок більшої кількості шарів в ци­

ліндрі.

Дослідження не усталених температурних напружень в двошаро­

вому циліндрі, який нагрівається по зовнішній поверхні, в за­

лежності від значень відношень Л,1аг /  а ,  , а г - коефіці­

єнти температуропіовідгості внутрішнього і зовнішнього шарів / 

показали, що у випадку зменшення може при­

вести до виникнення в окремі моменти часу вначних розтягуючих 

радіальних напружень на стику шарів. ~

Крім того, в цьому ж ровділі визначено термопружний стан в 

ПиЯТИШарОБОму суцільному циліндрі При його нагріві шляхом кон­

вективного теплообміну з залежним від осьової координати коефі­

цієнтом теплообміну. Наведені результати розрахунків темпера­

турних полів і напружень при постійному і вмінному коефіцієнтах 

теплообміну.

В четвертому иоаділі методику визначення температурного 

поля розвинуто і поширено на випадок циліндра в ортотропними 

шарами 1 для випадку шаруватого клина. З використання:.! функції 

Гріна отримано розв"нзок нестаціонарної вадачі теплопровідності 

для скінченого о^тотропного циліндра, який нагрівається шляхом 

конвективного теплообміну з зовнішнім середовищем заданої тем­

ператури, постійної на кожній Із поверхонь, що обмежують ци­

ліндр. Приведено порівняльний аналіз розрахунку температурного 

поля в тришаровому циліндрі а Ізотропними третім 1 другим шара­

ми для випадків, колі; перший шар ортотропний і ізотропний.

Далі через відповідну функцію Гріна визначено температурне 

поле в багатошаровому необмеженому клині, який нагнівається по 

бічній поверхні нормально-розподіленим потоком тепла. Приведені 

результати розрахунку температурного поля на поверхні нагріву 

одношарового сталевого клина при рівних параметрах температур­

ної д ії ,  які представлені у вигляді розподілу ізотерм.

У заключенні приведено основні результати роботи і корюткі
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висновки.

У додатку міститься акт про використання результатів 

досліджень.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І КОРОТКІ ВИСНОВКИ

1. Запропоновано методику ро8в"я8ування двовимірних осеои- 

метричних і тривимірних неосесиметричних аадач терлопружності 

ізотропних багатошарових циліндрів у квавістатичнїй постанов­

ц і, яка бавуетьск на використанні апарату увагальнених функ­

цій.

2. З використанням запропонованої методики роав"ягана 

квааістатична неосесиметрична гадача термопружності для довго­

го багатошарового порожнистого циліндра, який нагрівається по 

зовнішній поверхні рухоми* нормально-ров поділе ним потоком теп­

ла. Встановлено, що р08В“я80к задачі в граничному випадку ру­

ху потоку по колу 8 безмежно великою кутовою ШВИДКІСТЮ 8 точ­

ністю до множника співпадає & відповідним р08в"яаиш о се. си­

метрично! вадачі.

3. На основі отриманого рс8Вия8ку вадачі термопружності 

у граничному випадку рухомого по колу потоку тепла проведені 

чисельні дослідження впливу тепломеханічних і геометричних 

характеристик на роаподіл статичних і кваа{статичних темпера­

турних напружень на стиках шарів циліндрів. Для випадку, коли 

коефіцієнт лінійного ровширення кожного шару більший, ніж 

коефіцієнт лінійного розширення зовнішнього шару, вказано об­

ласть значень для відношень радіусів шарів дво- 1 тришарово­

го циліндрів, при яких статичні радіальні напруження на сти­

ку шарів будуть стискуючими.

4. Отримані результати чисельних досліджень можуть бути 

використані для дослідження можливого розшарування шаруватих 

циліндрів,

5- Запропонована методика розвия8ування просторових аа­

дач термопружності багатошарових ізотропних циліндрів може 
бути застосована для тіл s більш складними теплофізичними ха­

рактеристиками. У 8ВиЯ8Ку 8 ЦИМ енайдено р08ВмЯо0К статично! 

осеоиметричної задачі терло пружності для суцільного циліндра,
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який нагрівається шляхом конвективного теплообміну при змін­

ному коефіцієнті теплообміну, на основі якого проведені чи­

сельні розрахунки термопружного стану в п"ятишарОвому цилін­

дрі.

Визначено також температурне поле в багатошаровому ци­

ліндрі 8 ортотропшши; шарами і в багатошаровому клині з ізо­

тропна;» шарами. Отримані результати чисельних досліджень 

температурного поля в сталевому однорідному клині, який на­

грівається по бічній поверхні нормально-розподіленні.-, потоком 

тепла, можуть бути використані для визначення зон термічного . 

впливу і прогнозування еон повного і часткового зміцнення 

матеріалу.

6. Таким чином, запропонована методика дає можливість 

визначати і досліджувати температурні поля і напруження в ба­

гатошарових кругових циліндричних тілах при їх локальному на­

гріві для широкого діапазону термомеханічних і геометричних 

параметрів.
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