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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В настоящее время активно изучаются са­
мосопряженные дифференциальные операторы С ДОЗ с почти-периодиче- 
скими Сп.-п.) коэффициентами Сем., например, монографии Л. А. Пас- 
тура и А.Л. Фиготина*). Несмотря на заметный прогресс, спектраль­
ная теория таких операторов далека от завершения. Еще менее изу­
чены спектральные свойства несамосопряженных ДО с п.-п. коэффици­
ентами. До последнего времени не была известна структура спектра 
даже для ДО второго порядка с периодическим комплекснозначным 
коэффициентом**.

Тем не менее в начале 80-х годов в работах М.Г.Гасымова*** 
и П. Сарнака**** был обнаружен класс ДО с комплекснозначными пе­
риодическими и даже квазипериодическими коэффициентами, для кото­
рых удается описать их спектр и построить обобщенные собственные 
функции. Отличительной чертой таких операторов является то, что 
их коэффициенты представляют собой функции, имеющие лишь положи­
тельные показатели Фурье. Так, для оператора Штурма-Лиувилля

Lly]  = -у "  + q. (х ) у  С1)

с периодическим потенциалом <?Сх), имеющим лишь положительные по­
казатели Фурье, М.Г.Гасымов построил решения Флоке е(х,\) уравне­

Л.А.Пастур, А.Л.Фиготин, Случайные и почти-периодические само­
сопряженные операторы. Общие спектральные свойства и распределе­
ние собственных значений. М: "Наука", 1991,- 336 с.

** Ткаченко В.А., Спектральный анализ несамосопряженного 
оператора Хилла //Доки АН СССР т. 322., N 2, 1992.
*** Гасымов М. Г., Спектральный анализ одного класса обыкновенных 
дифференциальных операторов с периодическими коэффициентами.
//Докл. АН СССР, 1980, т.252, N2, с.277-280.

**** Sarnak Р. , Spectral behavior of quasi periodic potentials, 

Commun. Math. Phys. 1982, v.84, pp 347-401.
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ния LI у] = \2у. Оказалось, что функция еСх.Х.) аналитична по пара­
метру X и, как функция от X, имеет простые полюсы в отрицательных 
полуцелых точках. С помощью вычетов функции еСх,Х.) в этих точках 
М. Г. Гасымов определил нормировочные числа sR, nelN, выяснил их 
спектральный смысл и поставил задачу восстановления потенциала q 

по ним. Возникшая здесь обратная задача спектрального анализа бы­
ла . им решена в предположении малости последовательности <sR>. В 
последующих работах учеников М. Г. Гасымова эти результаты были пе­
ренесены на некоторые ДО с п.-п. коэффициентами, имеющими лишь 
положительные показатели Фурье.

Принципиальным моментом в исследовании указанного класса 
операторов оставалось предположение о дискретности множества по­
казателей Фурье коэффициентов оператора. Это делает актуальной 
задачу об обобщении результатов М. Г. Гасымова на случай, когда по­
казатели Фурье п.-п. коэффициентов ДО расположены произвольным 
образом Снапример, всюду плотно) на положительной полуоси.

Далее, Л. А. Пастур и В. А. Ткаченко*, назвав построенные 
М. Г. Гасымовым нормировочные числа набором спектральных данных 
оператора С13, дали следующий критерий того, чтобы заданная по­
следовательность {sn>n€^ являлась таковым набором для оператора 
С13 с периодическим потенциалом qCx), имеющим лишь положительные 
показатели Фурье: для того, чтобы коэффициенты Фурье <t?n>ne^
функции q-Сх) лежали в Iі С или в і2 ), необходимо и достаточно, 
чтобы последовательность <nsn}n€^ лежала в Iі С соответственно, в 
I2), а построенный по числам {sn>ne^ специальный определитель 
DC г) не обращался в нуль в замкнутой верхней полуплоскости. Этот 
результат указывает на определенное соответствие между аналитиче­
скими свойствами коэффициентов Фурье функции <jCx) и последова­
тельности Отсюда возникает и другая задача - описать
аналитические свойства коэффициентов ДО указанного общего вида в 
терминах его спектральных данных.

* Пастур Л. А.,Ткаченко В. А. К спектральной теории операторов 
Шредингера с периодическими комплекснозначными потенциалами. 
//Функц. анализ и его прил.-1988,т. 22,вып. 2,85-86.
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Ode эти задачи решаются в данной диссертационной работе.
Целью диссертационной работы является:
1. Построение обобщенных собственных функций и спектральных 

данных для дифференциальных операторов с почти-периодическими ко­
эффициентами, имеющими лищь положительные показатели Фурье.

2. Решение обратной задачи спектрального анализа по таким 
данным и описание соответствия между аналитическими свойствами 
коэффициентов ДО указанного вида и его спектральными данными.

3. Исследование задачи Коши для уравнения Кортевега - де Фри­
за с п.-п. начальным условием, имеющим лишь положительные показа­
тели Фурье.

Общая методика работы. В диссертации используются методы 
спектральной теории дифференциальных операторов, теории интеграль­
ных уравнений, теории банаховых алгебр.

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые ре­
зультаты:

1. Построены обобщенные собственные функции операторов Штур­
ма- Лиувилля, Дирака и одномерного дифференциального оператора про­
извольного порядка с п.-п. коэффициентами, имеющими лишь положи­
тельные показатели Фурье.

2. Описаны спектры таких операторов и определены их наборы 
спектральных данных.

3. Найдены критерии того, что заданное множество является на­
бором спектральных данных какого-либо из указанных операторов

4. Указана связь между аналитическими свойствами коэффициен­
тов указанных операторов и свойствами наборов спектральных дан­
ных; доказано, что соответствие "коэффициенты оператора" - "набор 
спектральних данных" является взаимно однозначным и взагмно не­
прерывным в.специальных банаховых пространствах.

5. Исследована задача Коши для уравнения Кортевега - де Фри­
за с п.-п. начальным условием, имеющим лишь положительные показа­
тели Фурье. Получены достаточные условия, при которых решение 
этой задачи продолжается на всю ось времени и остается п. -п. 
функцией с положительными показателями Фурье.

Теоретическая и практическая ценность результатов.
Результаты, полученные в диссертационной работе, могут быть

5



использованы в спектральной теории несамосопряженных операторов с 
п. -п. коэффициентами. Методика работы может быть полезна при ис­
следовании других классов ДО, например, ДО с коэффициентами, име­
ющими строго положительный спектр Карлемана.

Апробация работы. Материалы диссертации докладывались на се­
минаре по спектральной теории линейных операторов под руковод­
ством Л. А. Пастура СФТИНТ, г. Харьков), семинаре по спектральному 
анализу под руководством А.Г.Костюченко (МГУ, г. Москва), семинаре 
по спектральной теории операторов Шредингера под руководством 
X. Фурстенберга С Иерусалимский университет, Израиль), XXII конфе­
ренции молодых ученых ФТИНТ АН Украины С1991).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 
работах [ 1 - 3).

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введе­
ния и четырех глав. Общий объем работы составляет 109 страниц ма­
шинописного текста. Список литературы содержит 30 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обсуждается актуальность темы, дан краткий обзор 
известных до настоящего времени результатов, описаны структура 
диссертации и ее основные результаты, введены основные определения 
и обозначения.

Центральную роль в работе играют специальные банаховы алгебры 
п. -п. функций, которые определяются следующим образом. Пусть зада­
ны произвольное замкнутое по сложению счетное подмножество положи­
тельных чисел М = <Aa>ndN и субмультипликативная функция 
р: Н— »[ 1, +оо), называемая весом. Обозначим Ар(.Ю банахову алгебру 
п.-п. функций, показатели Фурье которых лежат в Н, а коэффициенты 
суммируемы с весом р:

АРМ - { / :  /Сх) = ^  / п ЄХРСіЛпх); Ш А = ^  І/ n l p C V  < со}

Важной характеристикой веса р и алгебры АРЧЮ является ско­
рость роста функции рСД) при А — » -и». Введем такие характаристики 
веса р:
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def In р Ш
и = lim -------

]f*+oo In Л

In рСЛЗ - Т)А
С 23

Все элементы банаховой алгебры АРСЮ аналитичны в полуплоскости 
= <z: Іш z > -т)> и непрерывны в ее замыкании. Для всякой функ­

ции / из алгебры АРСЮ не менее чем [у-0] производных представимы 
на прямой <z: Im z = -75} рядами Фурье, коэффициенты которых лежат 
в Iі. В терминах веса р можно выразить и ряд других аналитических 
свойств функций из алгебры АРСЮ.

Для дальнейшего изложения удобно переупорядочить множество 
натуральных чисел, полагая сёп, если Л^Дд.

В первой главе подробно изучен оператор Штурма-Лиувилля (1) 
с п.-п. по Безиковичу потенциалом <?Сх), показатели Фурье которого 
лежат во множестве М:

Пусть характеристика ц веса р (см. С13) не меньше единицы. Опре­
делим банахово пространство последовательностей S^CAD с нормой

и банахово пространство СРШ п.-п. функций вида С 3D, у которых 
их вторая первообразная существует, является п.-п. функцией и ле­
жит в алгебре Ар(.Ю. Это означает, что конечна норма

СЗ)

K»n>lS = X  І^ІЛ-'рСА^ + ( E ІЛП*Я І2 )1/2

р
Теорема 1.1. Уравнение Lty] = Х у  с потенциалом q(х) из 

класса Qp(.K) имеет решение вида

еСхД) =expCi\x)fl + Г -- —  V <p„ expCiA x )1c пШ ,̂ lJ l  a:o£n 'a a J

в котором числа <#п а>п<̂  а>п удовлетворяет неравенству:
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At.fc, V  f «-
При любом положительном Xq  равномерно по х существует предел 

по некасательному к оси X направлению

z-lim еСх,-\)СХ.-Хп/2) = 
X— Х0/2 0

Xq «і М

епСх), х0 = Лп . aelN
О

Функция е^Сх) является решением уравнения Lly] = Ху при 
X=An/2, линейно зависимым с еСх,ЛЛ/2). Поэтому существуют комп­
лексные числа sR, nsIN , такие, что eRCx) = sne(x,An/2). В случае 
периодического потенциала д(х) числа sR лишь множителем 1/2 отли­
чаются от нормировочных чисел, введенных М. Г. Гасымовым. Эти числа 
названы набором спектральных данных оператора С13 с потенциалом 
q(x}. Спектр оператора L совпадает с множеством [0,+aD. На спект­
ре имеется некоторое множество спектральных особенностей*, рас­
положенных в замыкании тех точек СЛп/2)а, где sn*0.

Основной результат первой главы и вместе с тем ключевой ре­
зультат всей работы заключен в следующей теореме.

Теорема 1.2. Аля того, чтобы множество {sn>n€[N было набором 

спектральных данных оператора С13 с потенциалом <?СхЭ из класса 

0Р(.Ю, необходимо и достаточно, чтобы одновременно выполнялись 

условия:

i) последовательность {sri>ne^ принадлежит пространству S°iK);
ii) бесконечный определитель

D(z-,<sny) = del|| 6пЛ + exp [ Ar 2  A|C lz] ln,k=l

является обратимым элементом алгебры АР(Ю .

При этом оператор L однозначно определяется своим набором

* по поводу этого понятия см., например Павлов Б.С., Спектраль­
ный анализ диссипативного сингулярного оператора Шредингера в 
терминах функциональной модели. "Итоги науки и техники. СПМ. Фун­
даментальные направления." Т.65, М.:ВИНИТИ, 1991.
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спектральных данных.

Будем говорить, что множество Н обладает положительным бази­

сом, если существуют положительные числа wjyCOg,... .(Ojj такие, что 
всякий элемент из М однозначно представим в виде линейной комби­
нации этих чисел с неотрицательными целыми коэффициентами.

Теорема 1.3. Пусть множество Н обладает положительным бази­

сом. И пусть dec р таков, что первое выражение из С 2) имеет не 

нижний, а точный предел.

Аля того, чтобы множество <sR>n€tN было набором спектральных 

данных оператора С 1.2.1) с потенциалом q(. х) из класса СР(Ю, не­

обходима и достаточно, чтобы одновременно выполнялись условия:

i) последовательность <sn>ne[N принадлежит пространству S^CAD;
ii) бесконечный определитель D(z;<sny), определенный в теореме

1.2, отделен от нуля в полуплоскости П = і z: Im г > ~n >, т.е.

inf |DCz;{sn>n<.m) I > 0. 
г: lmz>~n

При этом оператор L однозначно определяется своим побором 

спектральных данных.

Эта теорема содержит результат Л. А. Пастура и В.А.Ткаченко, 
цитированный выше. Чтобы убедиться в этом, нужно взять множество

р
натуральных чисел в качестве множества Н и вес р равным 1 +Д для 
случая и, соответственно, равным 1 +Л для случая iqR}eL^.

Взяв в данном случае вес р равным 1+AV+2, 1̂ 0 , мы получим, что в 
теореме Л. А.Пастура и В.А.Ткаченко пространство 1г можно заменить 
дискретным соболевским пространством ы*.

Во второй главе результаты из первой главы переносятся на

одномерный оператор Дирака Т - В + QC х), В= (q_®J , хєС -оо, го), в 
котором 2x2 матрица-функция QCx) имеет вид

QCx) ~ ^  0^ ехрСіЛпх) С4)

и удовлетворяет условиям

ВаСх) + QCx)B=0 ; ^  Ц^ЦА ' 1 рСЛп) ||0Г1||2]1/2 < го С5)

С || ■ || обозначает евклидову норму 2x2 матриц).
Теорема 2.1. Уравнение ТУ = \У с потенциалом QCx) вида С 4)-
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С 5) имеет, решения вида

e . U . U - e x p aJn «„.«“'“VO®
ajn «„.«“ "“ VOli)

где E обозначает, единичную матрицу, а матрицы <$n a>ng^ а>п удов­

летворяют. неравенству

А  ~к * і  L b ,  -fc*"-.')8 < -
Существуют пределы по некасательному к вещественной Х-оси 

направлению

г-lim е+Сх,ХХХ+Лп/2) = # СхЗ; ^-lim е_Сх,ХХХ~Лп/2) = /пСх) 
Х-»-Ля/2 X-*An/2

При этом функции /пСх) и gR(x) оказываются решениями уравнения 
ГУ = ХУ соответственно при Х=Лп/2 и Х=_Лп/2, но уже линейно за­
висимыми с е+Сх, An/2) и е_(х,-Лп/2). Поэтому для всех neIN суще­
ствуют числа s* и s~ такие, что

V *3 s sn е+Сх- V 2 3- *nCx:) 5 sn е- сх,-Лп/2 3.

Множество пар чисел { s*, s~ )пє^ назовем поборол спектральных 

данных оператора Т.

Теорема 2.2. Для того, чтобы множество пар чисел і s*, 
s” >П6до было набором, спектральных данных оператора Т с потенциа­

лом Q(x) би За С 4)-С 5) необходимо и достаточно, чтобы одновременна 

выполнялись следующее условия:

i) последовательности. принадлежат пространству 5РСЮ;
ii) бесконечный определитель

И Й  = drt|4„ik * £  e x p ( ( V V tzK,k.l

является обратимым элементом банаховой алгебры АріЮ .

При этом потенциал QCx) однозначно восстанавливается по на­
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бору спектральных данных.

В третьей главе изучается одномерный дифференциальный опера­
тор Н, порожденный в пространстве L*CK) дифференциальным выраже­

нием hly] = іту(-П̂  + £ р Cxly'^Cx). Характеристика и веса р Сем. 
у- 0 '

(2)) предполагается не меньшей числа m-і. Функции р^(х) являются 
п.-п. по Безиковичу, а соответствующие ряды Фурье

р..Сх) ~ Г руп ехрС іЛах) , у=0,1---т-2

удовлетворяют условиям:

ПЄІ

^  |ру„|-лгт -рслп) < 00, у=0,1,...m-2 С7)уп1 “П

£  ір^ Л Г ' 2 ! 2 < »• 1- 0 .1 ..-.«-г. С 8)

Обозначим через корни т-ой степени из единицы, отличные
от единицы: ыі = exp(2nj/m), j=l ,m-l.

Теорема 3.1. Пусть п.-п. коэффициенты р^(х) вида С6) удов­

летворяют условиям (7)-(8). Тогда спектральное уравнение

Ну = имеет решение вида

е(х,А.) = ехрСіХхЗ
m- 1  , А .-і 

1+ L  Е |\+ ГГ77-] I *>>_ ,ехрСіЛ„х)
. nlN j=l 1 1 wjJ ccc£n "«-J a .

С 9)

0 котором коэффициенты iip̂  j> удовлетворяют, неравенствам 

m- 1  ,
L  IL, і -  E j|-p(Aa) <00
j=l nsN nn а'.оёп a

S  oIn '•’"C.jl ] 2 < ■

. Проведем в ^-плоскости луч Rj из начала координат через точ­
ку -1/С1-ш^. Решение е(х,\) является аналитической функцией от 

вообще говоря, лишь вне лучей Ry j=l ,m-l. Однако при всех 
j=l,m-l равномерно по х существует предел

И



X— ► ~Xq /C 1 "Uj)
^-lim

A,
eR jCx), Xq = An, пёN

' 0 , \q 4 M

когда \  стремится к -X.q/C1-Wj) по некасательному к лучу R. на­

правлению. Функция е„ .Сх) является решением уравнения Ну =
•If J

при X=-AR/Cl-cOj), но ухе линейно зависимым с еСх, -WjAn/Cl-Wj) ). 

Поэтому существуют комплексные числа s , ,nelN,j=i,m-i, такие что

Назовем множество этих чисел набором спектральных данных операто­

ра Н.

Основной результат главы содержится в следующей теореме: 
Теорема 3. 2. Аля того, чтобы множество <sn j>n^  j =т—mFT бы~ 

ло набором спектральных данных оператора Н с коэффициентами руСх) 
вида С6), удовлетворяющих неравенствам С7)-С8), необходимо и до­

статочно, чтобы одновременно выполнялись условия-.

i) при j =1,яі-1 последовательности isn ,>ne8.j принадлежат прост­

ранству Sp С Ю  ;
ii) Функция DCz), определенная формулой

является обратимым элементом алгебры АР(.Ю.

При этом коэффициенты Сх) оператора Н восстанавливаются по 

спектральным данным однозначно.

В четвертой главе для оператора С1), введенного в первой 
главе, подробнее рассмотрены топологические свойства С взаимно­
однозначного) соответствия "потенциал" «— > "спектральные 
данные". Множество последовательностей, отвечающих операторам С1) 
с потенциалами из 0Р(.Ю, обозначим через б̂ С Ю. Теорема 1.2 
утверждает, что множество б^СЮ лежит в пространстве SpCAO.

Теорема 4.1. Отображение "потенциал" <— + "спектральные дан­

еп jCx) = sR j еСх, -соjАпЛ  1 -«j) ).

к« ■ “  I W ji * *-%Л; е,ф“ л*г> L.ns=r
1-coj І-w^ л,пєШ;

12



ные" устанавливает гомеоморфізм между метрическими пространствами 

&>(.Ю и арсю.

Аналогичным образом молено установить, что соответствие 
"спектральные данные" *— » "класс коэффициентов" является гомео­
морфизмом и для рассмотренных операторов Дирака, и для дифферен­
циальных операторов произвольного порядка, если соответствующим 
образом устроить норму из левых частей неравенств С5) и С7)-С8). 
Более того, почти не меняя рассуждений из доказательства теоремы 
4.1, можно показать, что эти гомеоморфизмы бесконечно дифференци­
руемы по Гато.

Назовем потенциал qeQPiЮ конечно-параметрическим, если отве­
чающий ему набор спектральных данных <sR>n6^ финитен. Как следует 
из теоремы 4.1 множество конечно-параметрических потенциалов 
плотно в классе ОР(Ю.

Пусть характеристика ц веса р Сем. С2)) не меньше трех. Рас­
смотрим задачу Коши для уравнения Кортевега - де Фриза:

ut - 6иих + иххх = 0 , иСх;0) = иСх), -и < х < оо, СЮ)

с функцией иСхЭ из класса ирСЮ. Пусть оператору С1) с потенциа­
лом иСх) из класса QPt АО соответствует набор спектральных данных

*sn3ndN‘
Основной результат этой главы может быть сформулирован в 

следующем виде:
Теорема 4.2. Пусть для всех t из некоторого интервала I , со­

держащего куль, числа sR4 О = sR ехрСіЛ^О, пєШ, удовлетворяют,

условиям теоремы 1.2. Тогда потенциал uCx;t), соотйетст&укщій 

множеству спектральных данных оператора С13 является

решением задачи Коши С103 на интервале I.

Из теоремы 4.1 вытекает, что такой интервал I существует,
поэтому задача Коши локально по времени имеет решение в классе
оРаю.

Далее в работе рассмотрены достаточные условия, при которых 
решение задачи Коши СЮ) продолжается на всю временную ось
-00 < t < +00.

Теорема 4. 3. Пусть функция иСх) лежит в классе 0Р(.Ю и имеет
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набор спектральных данных ^ пУп^> причем числа 

С N ъ. оо ), соответстВуюиф.е ненулевым элементам последовательности 

<sn>, линейно независимы над полем рациональных чисел. Тогда 

функция i:Cx, О  - решение задачи Кош СЮ) - продолжается на всю 

временную ось -оо < I < +оо и при всех te\R функции иСх, £) лежат в 

классе QpCX).

Ha простом примере в работе показано, что условие несоизме­
римости в теореме 4.3 существенно.
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