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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Дисертаційна робота присвячена актуаль­

ній темі - теорії диференціальних рівнянь з відхильним або за- 

гаювальним аргументом, зокрема, побудові спеціальних рішень, які 

описуються диференціальними рівняннями без відхилень аргументу, 

доведенню асимптотичного характеру спеціальних розв"язків і зве­

денню диференціальних рівнянь з загаювальним аргументом або рів­

нянь нейтрального типу. Цій темі присвятили свої роботиО.Д.Мишкіс, 

Л.Е.Ельсгольц, а також багато вітчизняних та згкордоних вчених: 

М.В.Абзєлєв, Р.Беллман, К.Г.Валеєв, В .1 .Зубов, Ю.С.Колесов, 

М.М.Красовський, Д.І.Мартинюк, Ю.О.Митропольськиіі, Ю. Ї.Нелмарк,

В .0 .Носов, П.С.Панков, Б.П.Раз.уміхін, В.П.Рубанік, Ю.О.Рябов, 

А.М.Самойленко, В.І,Фодчук, Дж.Хейл, С.М.Шиманов і багато інших.

В дисертації досліджується стійкість рішень системи диферен­

ціальних рівнянь а загаювальним аргументом, а також системи 

диференціальних рівнянь нейтрального типу за допомогою попередньої 

побудови системи звичайних диференціальних рівнянь визначаючих 

асимптотичні розв'язки.

Знайдені умови достатні для існування і єдності існування 

спеціальних розв'язків, які вивчали в соїх роботах О.Д.Мишкіса,

И.О.Рябова, К.Г.Валєєва, П .С .Панкова, В .Г.Уваров, С.М.Шиманов 

та інші.

В теорії стійкості важливу роль вирішує принцип зведення

А.М.Ляпунова, який дозволяє при досліджені стійкості розв'язків 

знижувати порядок досліджуваній роботі. Цій темі присвятили свої 

роботи Є.Л.Бєлан, Ю.О.Митропольськиіі, К.Г*Валєєв, б.І.Діхман,

Г .В .Каменков, 0 .Б.Ликова, І.Г.Мапькін, Р.І.Мельніков, А.М.Самойленко, 

В.О.Плісс і багато інших. В нашій роботі принцип зведення розпов­

сюджений на системі диференціальних рівнянь з загаювальним аргументом
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і системи диференіальних рівнянь нейтрального типу.

Мета роботи. Знаходження умов існування інтегрального много- 

виду спеціальних розв"язків, знаходження способів їх побудови 

для диференціально-різнецевих рівнянь, доведення асимптотичного 

характеру спеціальних розв"язків, розробка принципа зведення 

для диференціально-різнецевих рівнянь.

Методика досліджень. В роботі використані методи функціо­

нального аналізу. Введено банаховий простір С (^ jf ,  f )  функцій 

обмеженого експоненціального росту при і  -* 4  <» . .Для розв"язку 

операторних рівнянь використовується метод послідовних наближень. 

Досліджується збіжність метода послідовних наближень і доведені 

теореми існування та єдності за допомогою теореми про нерухому 

точку. Розроблено чисельно-аналітичні способи побудови спеціаль­

ної системи диференціальних рівнянь з застосуванням ЕОМ.

Наукова новизна. В роботі введено банаховий простір 

С функцій обмеженого експоненціального росту при

i- * to o  вивчено властивості елементів простору і дано оцінку 

нормам лінійних операторів.

Знайдено умови існування і вказано засоби побудови інтеграль­

ного многовиду спеціальних розв"язків для диференціально-різне- 

цевих рівнянь нейтрального типу.

Доведено асимптотичний характер інтегрального многовиду 

спеціальних розв"язків для диференціально-різнецевих рівнянь з 

загаюваннями нейтрального тццу.

Сформульовано і доведено принцип зведення для диференціально- 

різнецевих рівнянь з загаювальним аргументом і рівнянь нейтраль­

ного типу.

Для лінійних диференціальних рівнянь з постійними коефіцієн­

тами і постійними загаюваннями аргументу запропоновані чисельно- 

аналітичні методи побудови спеціальних розв'язків \ зведень.
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Теоретична і практична цінність. Дисертація мав теоретич­

ний характер. Отримані в ній результати і розвинуті методи 

можуть бути використані для дослідження стійко'сті розв'язків 

диференціальних рівнянь з загаювальним аргументом і рівнянь 

нейтрального типу.

Апробація роботи. Матеріали дисертації доповідались на 

наукових конференціях викладачів Каршннського аграрно-економіч­

ного інституту в І98І-І992 p .p ., на семінарі кафедри вищої 

математики і обчислювальної техніки Каршинського агро-економіч- 

ного інституту, семінарі кафедри вищої математики Київського 

державного економічного .університету, на республіканській 

конференції "Моделирование и исследование устойчивости процес­

сов" а м ,Києві в 1992 р.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в 

7 роботах, олисок яких приведено в кінці автореферату.

Суцуктура і об"ам роботи. Дисертація складається зі вступу, 

трьох глав, розбитих на II  параграфів, висновків, списку лі­

тератури, додатків, таблиць і програм»

Бібліографія включав 112 найменувань. Загальний об"ам 

дисертації І99 сторінок.

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ 

У вступі подається короткий огляд літератури по розглянутих 

в дисертації питаннях, приведено обгрунтована актуальність теми. 

Дається короткий додаток -змісту дисертації,

В першій главі розглядається опоооби побудови інтегрального 

многоииду спеціальних розв'язків системи дифвренціально-різне- 

цевнх рівнянь,

В § І Д .  вводиться лінійний нормований простір 

функцій Я(4) неперервний на всій осі і з нормою, визначеній
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по формулі

tnax{<X,e}f

q= sup \х(і)йхр{-«і(^-і)}\, 6*Sup]x(t)espj-/tf-J!)}l. (I)

Доведено леми про норми з різними параметрами

Теорема І ,І . Лінійний нормований простір С(п/г f i t * )  
неперервних функцій Л (4 )  з кормою, визначекною по форм.урі (І) 

б повною.

Визначимо оператор по формулі

St x ( i ) *  x ( 4 + i ) .  ^

Доведено, що jjsz llc = Є^Т Ст>о)9 l l s j l c = Є (т-со)-
Для оператора інтегрування

І
X  Х ( І ) *  3 K ($ )t tS  при Ы>0 ' Р > 0

S'

отримана оцінка // ^  Цс - Щах { Ы. \ р  * } .
Нехай Х(~і) - вектор-функція з' проекціями JC-j (^) >п) .

неперевними на всій осі* Вектор-функція X ( І )  належить простору 

с м К ^  г )  , якщо при деяких В>о виконується 

нерівність

]ІХ(і)Ц± 8 а х р { ы ( * ' - 1 ) }  ) (  ^  -■ ? )  ,

M lі ) і і &<*!>{/ И - г ) } ,  ( і * » ' ) .

- 4 -

Норму в С m(^, Р>; У )  визначаємо



по формулі

ІІХіЧ)!Іс = tnax {а ; б }г 

а= sup (Xft)expf-*(?-!)} І , fa SuglX(4)txpf-j*(-t-<fy}l. (2)

Теорема 1 .2 . Для того, щоб X(i)€  , необхідно

і достатньо, щоб Х.̂  ( і )  £ С (ы̂  Д  ґ )  Q * іг "'л М ).
В § 1 .2  наведені результати про існуванню і побудову інтег­

ральній многовидів розв"язку системи лінійних диференціальних 

рівнянь з загаювальним аргументом

^ 1 -  £  И), ' І  £ (—, ■») ■ (3)

Теорема 1 .3 . Якщо для. системи рівнянь (3) виконані умови

для неперервних матриць

/ / 4 к Р ) Ц * ^ к  (ї- і-/", N ;  ~ а  <*> У  (4 )

і - к. і  т л і) fO  ґ * *  і , " ’ /V • -ое<і£<**>) у то при виконанні 

умови

О і І  ^ Q 1 аі з

то іс НУ з єдиний розв'язок системи (3) X ( І )  «  й 'С<4лы , о)
з задано» початковою умовою М(0)~ Х0 .

Теорему І .б . Нехай для системи.(З) виконані .умови (4> і

- £ * * Т к & ) * 9 к ( к * 0 ;

Якщо нерівності

J L  Л ,
■2- °tK г л иК?0 У

-5 -
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відносно аі̂  уй мають додатній розв"язок, то система рівнянь 

(3) має єдиний розв"язок ХС І) 6  j i } ) ')  , яие за­

довольняв умові Х(о) - Х0
Аналогічні результати доведені для нелінійних систем дифе- 

ренціально-різнецевих рівнянь.

В § 1 .3 . шукаються частні розв'язки системи лінійних і не­

лінійних різнецевих рівнянь в просторі С) р } Р )  • Отри­

мані висновки використовуються для побудови частних розв'язків 

системи диференці ально-рі знецввих рівнянь нейтрального типу.

Теорема 1 .7 . Нехай коефіцієнти системи лінійних різнецевих 

рі внянь

х(4) *  £  ак аис-і - %:+)) *  к і )  (5) •

виконана умова (4) і - ^  (-і) і О ( K = d
Якщо F(-£) & С *Yi< * , о) і виконано умову

Ы.&
Є -  oit Є < { ^

то система рівнянь (5) має єдиний розв'язок 

ХСІ)  £ Р, і tien розв'язок може бути знайдено '

методом послідовних наближень

X o tf)= F (*), * > $ • ^ A t XH 'U r K(i)J ,F  4 ) (ИЩ І )2Д (6 )

Х(4) - и т  / и (і ).
І І+ о о
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Теорема 1 .9 . Нехай коефіцієнти системи рівнянь (5) непе­

рервні і задовольняють умовам (4 ) ,  Нехай F ( І )  неперервний

на всій ооі і Ff-i) Є С “' ( V  Oj . Нехай відхиленя 

аргумену Гк (-і) задовольняють умовам

ЯйЩО ВИКОНУЮТЬСЯ .умови

К*і к'і

тр система рівнянь (5) має єдиний розв'язок 

X ("if3  £  С ( Ц  Д, 0 )  , який може бути знайдено методом послі­

довних наближень (6 ).

Теорема І .10. Нехай коефіцієнти системи лінійних рівнянь

м ) ш г т - 'й - < ( * ш * г ,ш П '£ i ,w * o * , ( s S ) i 3  < »
Р

неперевні на всій осі і задовольняють умовам

"'jfr/j - ао < е*> ̂  ' (9)

Якщо Р( { ) £ £ *(яі) о) і відхиленя аргументу Тн ( і )  задо­

вольняють умовам

( 4 * 0 ,  & (10) 

І при W>0  ̂ р > о  виконані нерівності

3-замовлвння 132



£ , К * +А ) е < ы > &  ( * *Я *Л )«  *<у> аі)

то система рівнянь (8) маг єдиний розв'язок Х (і)Є  4 " f y h 9)  • 

Цей розв'язок може бути значено методом поолідовних наближень

х„ ( І)з  о ; XhH ( і ) =F d b  gf{ А* (4)х* (4 +1* (*)) + 

І»
\ 5 І  B b C ijx ^ s+ T ^ ty d s  Х ( і ) ‘  & т  К  (*)•
J  Icct

Теорема I . I I .  Нехай коефіцієнти системи лінійних диферен- 

ційно-різнецевих рівнянь

(ІЗ)

неперевні і задовольняють умові (9 ) ,  а відхиленя аргументу 

Т (4 )  задовольняє умовам (1 0 ), Якщо при деякиху*>с? ,

виконані нерівності ( I I ) ,  то система диференціальних 

рівнянь (ІЗ) має єдиний розв"лзок % (■£) £ <? и  О) ,
яке задовольняє умові X l. ° ) - X 0 , яке може бути знайдено 

методом послідовних наближень при розв'язку системи рівнянь

*  .
Л ( 4 ) . 2 І 4 к(і)1 І(4 *т ,(Ц )*Т . В, ( і)(х +  J W ) d s  ,

ІЄґ-i, о

Л іЯ ) в ^ ~ ,  х ( і ) . х . *  f t ( 3) d s  .
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Отрдаадіі результати узагальнені для нелінійних диференціально- 

різнецевих рівнянь.

В 5 1 .4 , роэглядавтьоя лінійні диференціально-ріанецеві 

рівняння є постійними коефіцієнтами і постійними відхиленями 

аргументу, будується оистемі лінійних диференціальних рівнянь 

без відхилень аргументуі йАа описує спеціальні розв"язки. Виве­

дені матричні рівняння, яАі визначають цю систему і знаїідено 

умови збіжності методе послідовних наближень для розв"язку 

матричних рівнянь.

Розглядається система диференціальних рівнянь

ї й ,

і шукається інтегральний многовид роав"язнів системи (1 4 ), які 

є розв'язками оистеми рівнянь

*  б х ( і )  (І5)

При цьому матриця С  е розв'язком рівняння 

д/

с *  й „ + Х  + , (Іб)

Теорем* 1 4 3 .  Якщо існує додатній роае"язок нерівності

И ф £ ( Ш Ы + $ и ) е  ^ < * )

gІмСО
" а №

4хН) 
U i  ‘

то існує система рівнянь ( Ш  і матриця С мо*ь бути знайдена
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при цьому збіжним методом послідовних наближень

В, § 1.5  досліджуються лінійні диференціально-різнецеві 

рівняння з зміними коефіцієнтами і зміними відхиленими 

аргументу.

Теорема Х.І7. Якщо для системи лінійнйх диференціальних

рівнянь

то існує сім"я спеціальних ропв"язків системи (18 ), які є розв'яз­

ками системи рівнянь

де матриця S (~t) е границею рівномірно збіжної послідовності 

матриць &н(4) •> Щ ■

-Jp.- а) кн) а» (18)

викочується нерівність 

. У  (
4  !zi. я!k 4 exp ( ' і -  (ыв j  , (19)

де позначено

c+K = * £ Р  ІЦ * & ) Ц  V )  '

ft* так { S«p l? K Wl} (-< *< +  < ,

(20)
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s . d l . o ,
к-і

s
# „ ( s J ) = E ( U , i )  d v  , (n * q t t 2 , " - ; .  

і

Теорема 1.18. Hexatt для системи диференціально-різнецевих 

рівнянь нейтрального тицу

(2 і>

виконана нерівність

#  /Я* *  /*4,

+ 2зЛ*

де * р > Ц А к Ш , / ґ ф І І В ь Ш
При цьому існує система лінійних рівнянь

е ( і)х ( і)  ' <“ >’

всі розв"язки якої є розв'язками системи (21 ), а матриця 

с ( 4 )  є границее рівномірно збіжної послідовності матриць 

■Си (-і )  -Де

ccu)so9 cnj-i)= & № * * * (і)̂

+  S T  \ (4 .)Л н(4 * % & ) ,4 )  ) (*= *> *> *> '")  і
Ь і  *

\
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У другій главі здійснюється дослідження асимптотики розв'яз­

ків системи диференціально-ріанецввшс рівнянь з загаювальним 

аргументом.

В § 2.1 розглядається система лінійних диференціальних 

рівнянь з загаювальним аргументом

у « в ). (24)

Теорема 2 . і . Якщо для системи (23) а неперервними коефі­

цієнтами і загаюваннями аргументу виконані умови (24) і при 

деякому о£ > О

то існує система рівнянь

£ < mxfi-t. ш, (23)

де виконані .умови

т*«) (26)

всі РОЗВ'ЯЗКИ ЯК0 Г Є РОЗВ'ЯЗКОМ сцотвми ( 2 3 ) і  для любого 
розв'язку (4 )  системи ( 2 3 ) ig g j»  ЯМюкй розі'Яаов

Х * Х 4 ( 4 )  сиотеми ( 2 6 ) такий, що



-  ІЗ -

(26)

Теорема 2 .2 , Нехай виконана .умова теореми 2 .1 . Для того, 

щоб був стійкий нульовий розв'язок системи (23), необхідно і 

достатньо, щоб був стійкий нульовий розв'язок системи (26 ).

В § 2 .2  вивчається система лінійних диференціальних 

рівнянь нейтрального типу

існує спеціальна система лінійних диференціальних рівнянь

всі розв'язки якої' є розв'язками системи (27).

Теорема 2 .3 . Нехай: для системи рівнянь (27) виконується

для якої при виконані нерівності

(28)

де при ~ оо<4<  ао ? Ке і>; ', /V  виконані умови

lid* 6^//<<** , II &кМ)Н* А , 0 * Г К і 6 К

- - - - -  с(4)х(4) , І Ш І І ^ (29)

.умова (28 ). Тоді для кожного розв'язку X  - Ха (4 ) системи

(27) існує розв'язок системи (29) X - Хі (ті) , так?,що 

виконано співвідношення (26) і виконана оцінка виду
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ь д )- х , т ій  і
-kii<0 u

В § 2 .3  пропонується метод дослідження стійкості розв'язків 

систем виду (23 ), (27) за допомогою функцій Ляпунова, яка бу­

дується для спеціальних систем без загаювального аргументу (25 ),

(29).

У третій главі розроблюється додаток принципу зведення 

для дослідження стійкості розв'язків диференціально-різнецевих 

рівнянь загаювальним аргументом.

В § 3.1  розглядається система лінійних диференціально- 

різнецевих рівнянь

(ЗО)

d t j ( i )  л*
= В У У) \  У{4* тк))

з постійний коефіцієнтами і постійними відхиленнями аргументу. 

Щукається інтегральний многовид розв'язків системи (ЗО) виду

У ( І ) *  k (ju )X (4 ) 7 ■ H ffi)x ('4 ) ч (ЗІ)

Пропонуєм, що при /** р для системи рівнянь виконані 

оцінки

ІЄ**И Ч ,  1 в * * 1 * С д е f (Л > Є '8 іс >), (32)



Теорема 3 .1 . Якщо для системи (ЗО) виконані оцінки (32), 

то при 1̂ 1 «: ' , де позначимо
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й f  £ 8 6  1

У Р (/ (*+ Ъ к+Л**$)й < °  '

*е *І 1 А Н ,  & в * & * І * т І ,  U J  6 * 5 -  I I Ч* ICzi J  Кв і У

r 4 j c j > S 4 M > Т " Ч и м ) ,  $ • £ & .

то для системи (ЗО) існує інтегральний многовид розв'язків, 

визначений системою рівнянь (ЗІ). При цьому матриця K(ju) , ■ 
н (f i)  аналітичні залежать від А  при^к/< :у«0 . 

Теорема 3 .2 . Нехай виконані .умови теореми 3.1  для системи

(30) з загаювальним аргументом при - & & 4 О • При цьому

стійкість нульового розв"язку системи (ЗО) рівносильна стійкості 

нульового розв'язку системи звичайних диференціальних рівнянь

(31).

В § 3 .2  вивчається система лінійних диференціальних рів­

нянь з загаювальним аргументом

Я  (і) №  -г*  Щ ) >

*’* (33)

^ W m j  i f £ ( c / i w - r k Ф + х  {4)чa - t -  а » ) .



Припускається, що для неперервних матриць At  (•/), 8к (т̂ )г (4)
£) (V  J при є (- &>j аа) виконані умови

и а > Ц и к , й , « %  , І \ < Ш  S, Н " < 1341

а загаювання аргументу неперервні і задовольняють умовам

0 *  Т(С (̂t , ( * *  і , ' " ,  V ) . (ЗЙ)

Припускаєм також, що фундаментальні матриці розв'язків рі%т) 
М (і, г ) систем диференціальних рівнянь

-16 -

m m  , ~п~* в«>д(і)у di

задовольняють слідуючим умовам

s ( - t - r )  , -л с - і-г )
ІР ІЇ,Т )ІІ*С8Є ,  (Л>0^6>0\ 135)

При цьому знайдено достатні .умови існуваня спеціальних 

розв'язків із яких випливає, шо при достатньо малих значеннях 

І^І>0  система рівнянь (32) має інтегральна;! мЧРГОвад 

розв'язків, визначаюший системой рівнянь

m - M w m  ^

Знаіідені рівняння для визначенн матриць С \4>f* ) } 4(4, і

досліджена збіжність методу послідовних наближень, яка визна­

чає матриці

При цьому доведено, що любий розв"язок системи (3?) експонен­

ціально притягується до інтегрального многоведу (3 3 ), | стійкість 

нульового розв'язку системи (33) рівносильна стійкості нульо­

вого розв'язку системи диференціальних рівнянь (37),
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В § 3 .3  розглядається система диференціальна рівнянь 

нейтрального типу

(л кт і- ш *  б к{Щ{ -тк(Ф

r , j ,  dX(i-t*(4)J  ̂ _ (38)

+ ~ Ж ~ ~  ) )

а  и (4)

Припустимо, Що виконані умови (ЗЗ)-(Зб), а також

II& К ( і ) І І -_Д а /  ; { & ( - • » ,  < = *) .

В роботі знайдені достатні .умови існування спеціальних 

розв'язків, із яких виходить, що при достатньо малих значеннях 

[ju/>о система рівнянь (38) має інтегральний многовид 

розв'язків, який визначається системою рівнянь виду (37).

Яри цьому стіікість нульового розв'язку системи (38) рівносильно 

стійкості нульового розв"язк.у системи диференціальних рівнянь 

виду (37).

В додатках розглянуто чисельні приклади побудови інтеграль­

них многовиді в спеціальних розв'язків, досліджується збіжність 

методів послідовних наближень і досліджується стійкість р зв'яз­

ків диференціально-різнецевих рівнянь, наводяться графіки і 

таблиці, а також програма на мові S1MMSIC .•

Основні результати дисертаційної роботи відображені в у 

публікаціях.
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