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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

А к т у а л ь н о с т ь  т е м ы .  Данная диссертация посвящена 

исследованию ряда задач, связанных с ограниченными (в частности, 

почти периодическими) решениями линейных функционально-дифференци­

альных уравнений. Логика развития исследований на эту тему привела 

к необходимости построения теории линейных операторов в простран­

ствах ограниченных векторных функций, определённых на бесконечном 

промежутке.

При рассмотрении теории операторов в пространствах функций, 

определённых на конечном промежутке, и связанных с ними уравнений 

(несингулярные краевые задачи), широко используются классические 

теоремы Фредгольма; неоднородное уравнение разрешимо при любой 

правой части тогда и только тогда, когда соответствуоцая однород­

ная задача имеет лишь нулевое решение; если однородная задача

имеет ненулевые решения, то исходное неоднородное уравнение раз­

решило в тем и только в том случае, если правая часть ортогональна

решениям соответствующей сопряжённой однородной задачи. Теория 

регулярных задач широко излагается как в журнальной так и в учеб­

ной литературе.

Теоремы Фредгояьма в общем случае теряют силу при переходе к 

рассмотрению операторов в пространствах функций, определённых на 

бесконечном промежутке. Поэтому вполне актуальной является задача 

построения и дальнейшего развития соответствующей техники для 

изучения таких операторов и связанных с ними уравнений.

■ Ц е л ь  р а б о т ы  состоит в изучении линейных Фунюшональ- 

но«-дифференшальных операторов L  : С -* С - С ((? ,г  ) р и л ?



где А *  € [С , С ] , О £ К ^  W , £ ,  f" - комплексные

банаховы пространства, ІДП - банахово пространство линейных 

ограниченных операторов, определённых на Ь  со значениями в Н 

С (I?, Р) - банахово пространство непрерывных и ограниченных 

на 1\ функций со значениями в Р  , С ((І?, Ь )  - подпростран­

ство К раз непрерывно дифференцируемых на (R функций с 

К - .й производной из С№ ,Е ) .

Такие классы операторов включают в себя обыкновенные диффе­

ренциальные операторы с ограниченными коэффициентами, операторы, 

определяющие дифференциальные уравнения с запаздывающим аргумен­

том, с последействием и многие другие важные классы операторов.

Операторы вида (I) условно можно разбить на два класса опера­

торов: Л.) операторы с "постоянными" коэффициентами и 2) операторы 

с переменными коэффициентами. К первому классу отнесём операторы, 

перестановочные с операторами сдвигов функций из рассматриваемых 

пространств.

Соответствующим образом можно разбить и содержание данной 

диссертации: в главе I изучаются операторы с "постоянными" коэф­

фициентами и устанавливается почти периодичность решений соответ­

ствующих уравнений, а в главах П и Ш изучаются вопросы обратимос­

ти и фредгольмовости операторов вида Ш  с переменными коэффици­

ентами.

М е т о д ы  и с с л е д о в а н и я .  В работе находят широ­

кое применение методы теории линейных операторов в банаховом 

пространстве, методы гармонического анализа и качественной теории 

регений функционально-дифференциачышх уравнений.

Н а у ч н а я  н о в и з н а  заключается в выборе объекта 

исследования v. предлагаемых методах исследования. Все результаты, 

изложенные е диссертации,являются новыми.
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з
1.  Получены новые- условия почти периодичности решений 

функционально-дифференциальных уравнений с "постоянными" коэффи­

циентами. При этом расширен класс рассматриваемых ранее уравне­

ний.

2 . Получены новые условия обратимости функционально-дифферен­

циальных операторов в банаховом пространстве.

3. Приведены необходимые и достаточные условия С - непре­

рывности и равномерной С- непрерывности линейных операторов.

4 . Получены необходимые и достаточные условия фредгольмовос- 

ти линейных функционально-дифференциальных операторов.

Т е о р е т и ч е с к а я  и п р а к т и ч е с к а я  ц е н ­

н о с т ь  р а б о т ы .  Предложенные в диссертации методы 

позволяют получать критерии почти периодичности решений широкого 

класса функционально-дифференциальных уравнений и, в частности, 

уравнений в частных производных, а также пощгчать условия обра­

тимости я фредгольмовости операторов.

А п р о б а ц и я  р а б о т  и. Результаты диссертации 

докладывались на научных конференциях политехнического института 

(г . Дананг - 1982, 1985, 1989 ) ,  на 3 - м и 4  - м математичес­

ких съездах Вьетнама (Ханой - 1985, 1989), на семинарах Таджик­

ского госуниверситета ( 1986, 1987), Воронеяского госуниверсите- 

та ( 1987, 1992), на научной конференции преподавателей Таджик­

ского госуниверситета'(апрель 1987), на всесоюзной конференции 

по теории и приложениям функционально-дифференциальных уравнений 

( Душанбе - 1987), в институте математики АН Украины ( Киев-1993, 

семинар-акад. Ю.А. МитрояольскиЙ).

Л и ч н ы й  в к л а д  и п у б л и к а ц и и .  Основные 

результаты диссертация получены автором я опубликованы в рабо­

тах [і - 14] . В диссертационную работу вклотеим те результаты, 

изложенные в fjl,l2j . которые принадлежат шчнй автору,



О б ъ ё м  и с т р у к т у р а  р а б о т ы .  Диссертация 

изложена на 255 страницах и состоит из введения, 3  глав, со­

держащих 16 параграфов, двух дополнений, списка литературы из 

209 наименований. В автореферате используется нумерация утвержде­

ний из диссертации.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы, делается обзор 

результатов, связанных с теорией функционально-дифференциальных 

операторов^» кратко излагается содержание работы.

-Ї. В первой главе изучаются обратимость операторов вида (Ї) 

с "постоянными" коэффициентями и почти периодичность решений 

уравнений вида

L x  = ^  (2)

с почти периодической функцией Y i. И?-*!7

Частными случаями уравнения вида (2) являются уравнение

L,x ~ -jf- - Ах = у, (3)

где А . ИД) с Е - производящий оператор сильно непрерыв­

ной полугруппы операторов, и уравнение вида (2 ) , где в форму­

ле (1) для оператора L операторы АК ( 0 « К < и ,  принадле­

жат пространству LC(fl?, Е ) Д С ( 1 ? ,Р ) ]  И задаются формулами

(A x)(-fc) = ^ 5  A j3tr t+M + [ ® J4-s)x(s)</s. (4)

4

И  KJ j -

Предполагается, что операторы А • к* 0 1 ж .
КJ . і J  ♦ 1 " * ^  . ?

ідлржат пространству [ C U P ,Є), C ( R ,P ) ] ,  5  I A J - -
j-l J

прина



<йкЄ L t(8?,[G,P3) , к = 0, і , ж , и ( kj ) - после­

довательность вещественных чисел. Соответствующий оператор обоз­

начим символом L a  .

Рассматриваемые классы уравнений содержат большинство уравне­

ний, для которых строилась теория Фавара (так называют теорию 

почти периодических решений линейных уравнений в банаховом 

пространстве).

Первые результаты о почти периодичности ограниченных решений 

функциональных уравнений были получены П. Болем, Г. Бором,

С. Бохнером, Дж. фон Нейманом, Ж. Фаваром, Р. Доссом и Б.М. Леви­

таном. С работ С.Л. Соболева началось исследование условий почти 

периодичности решений параболических уравнений. Таким исследова­

ниям посвящены работы Ю.И. Любича, К. Фойаша, С. Зайцмана,

X. Барта, А. Рао, И. Сибуйя, Г.М. Фельдмана, В .В . Кикова, Болес 

Босита, А.Н. Кочубея, Л. Америо, А .Г . Баскакова и многих других 

математиков.

Важно отметить, что в работах этих авторов существенно ис­

пользовалась корректность задачи Коши для уравнения (3 ) .

В § 1.1 рассматривается спектр функций и их структурные свой­

ства. При этом используется

Определение Банахово пространство ti( IP, Y ) функций 

из линейного пространства локально суммируемых

на К  функций со значениями в банаховом пространстве Y  назы­

вается однородным пространством функций, если оно инвариантно 

относительно группы SC'tJj'fg fR операторов сдвигов функций из 

&  , эти операторы изометрячны и определена свёртка функций из 

алгебры L j J Я ? )*  1 ц ( ! ? ,€ )  с функциями из (І

Однородное пространство CL называется сильно однородным, 

если группа сильно непрерывна в 0L . .Символом
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обозначается подпространство { If Є I t  : функция 

фг *-» Si-Щ  ; R - l l j  непрерывна .

Банаховы пространства С = С № , ¥ ) ,  Ц А Р Д )  , 1 * р * с в , 5 

пространства Степанова «о , являются однород­

ными, причём сильно однородными являются пространства ,

1 &  р -г to . Подпространство состоит из равномерно непре­

рывных функций.

Определение 2 . Пусть &  - однородное пространство я

&  - подпространство из &  , являющееся сильно однородным

(т .е .  ) .  Спектром Бёрдинга функции

относительно £  называется множество тех чисел Л.в € 9? , для

которых из условия ^(а .,) +  0 , |  Є L ^ IR ) ( ^  - преобразование

Фурье функции ^  ) следует, ЧТО .

Если ;Г= {с} , ТО множество Sit, f l  называется спектром 

Бёрлинга функции ^  и обозначается символом S(«f)

Определение 3 . Функцию <f € (і назовём почти периодичес­

кой (п .п . ) ,  если множество её СДВИГОВ 

относительно компактно в &  .

Множество всех п .п. функций из &  обозначим символом т .

Теорема 1 . 3 . Пусть &  - однородное пространство функций и . 

множество SCM’i функции (1й не содержит предельных 

точек на компактах из IR

Тогда if - п.п. функция ( € А Р &  ) .

В |  1 .2  рассматриваются спектральные свойства решений 

функциональных уравнений вида

U - X , o K ^ r ^ W S ) ,  <5>

*

где оператор 1_: &  (і!?, Ь ) * *  Ш  IR .D  и



- линейные ограниченные операторы ( t t " ' .  

- С Н З Д  - подпространство из О В Д  функций, m - я 

производная которых в обобщённом смысле принадлежит ш е д  ) .

Основные требования к оператору ^  (к коэффициентам А к 

0 S K S I K  ) выражены в нескольких предположениях. Одно из основ­

ных предположений состоит в перестановочности операторов 

Ofi < ^  rtf, с операторами S (/t) , 'Г 6 (£? сдвигов функций 

("постоянство" коэффициентов).

Далее предполагается, что рассматриваемые однородные прост­

ранства содержат функции вада ije ЄХ|0 , Ча - вектор,

а ,  є  R  .
Определение 4 . Функцию Д •. назовём преобразова­

нием Фурье оператора А 6 и г » ,  и .  її ( R .F j ]  , перестано­

вочного со сдвигами функций, если она определяется формулой

t (b )X a *  А ( х 0еЛ\ (о ) , X  fe (R , Ъ0 € Є  , еЛ(4 ) =  ехр  ІХІ 

Делается ещ8 одно предположение о локальной принадлежности 

преобразований Фурье А к , О s k s w ,  операторных коэффициентов 

оператора L  пространству Ь 1 * Ь 1(в ? ,С £ ,р ]) преобразований 

Фурье функций из

Определение 5 .^Множество ^ ( и )  тех чисел , для

которых оператор , определённый формулой *

Ы  (R, (6)
к*0

обратим; назовём регулярным множество! преобразования Фурье 

оператора L  . Множество I R \ ^ ( L )  назовём сингулярным 

множеством функции Ц и обозначим символом SCO

Обобщённым решением уравнения (5) называется функция 

^ а в д  , пля которой функиия вида |*if ( |€  L ^lR )
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S a p p ^  - компакт), принадлежащая пространству (і / *(!!?, Є) 

есть решение уравнения

Следующая лемма играет ключевую роль при доказательстве• 

последующих утверждений.

Лемма 2 .6 . Пусть £  - подпространство из ( Ш . Є )  , инва­

риантное относительно сдвигов функций. Тогда для любого обобщён­

ного решения уравнения (5) имеют место следующие свойства:

і) stf,?) с S(t) V f  і 2) sif|cS(L)Us(f)

Теорема 2 .2 . Пусть множество S  (С) не более чем счётно и

^  - п .п . функция. Тогда каждое обобщённое решение tj>€

уравнения (5) почти периодично ( ) ,  если выполнено

одно из следущих условий:

1 ) И (!р , С ) ’  С(К?, Є ) И пространство Е  не содержит подпро­

странств, изоморфных пространству Ce f сходящихся к нулю число­

вых последовательностей;

2 ) множество S(C) U s(f) не имеет предельных точек на 

компактах из !R «

В этом параграфе теорема 2 .2  применяется к уравнению (3 ), 

причём снимается условие корректности задачи Копт. Важно отме­

тить, что в этом частном случае множество S f £ t) совпадает с 

множеством 0? А £®(А) , где <э(А) - спектр оператора 4

В § І .З  получены некоторые приложения к конкретным классам 

уравнений.

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка вида

*(+)= Ш )  +  <7 >

где А ; ])(Д) с  £  -» £  - производящий оператор сильно непрерыв­

ной полугруппы, 6  •• И?-» [С, В] и - п.п. функции

8



Степанова.

Следующая теорема обобщает один результат А. Рао.

Теорема 3 .2 . Пусть w 1 ^ Ь  _  сильное решение уравнения 

(7 ) .  Если Ч, и* - п .п . функции Степанова, то 4-, и!Є АР(И?г Ь ).

В § -І.4 рассматриваются вопросы обратимости и оі - регуляр­

ности функционально-дифференциальных операторов. Эти вопросы 

примыкают к исследованиям В.Е. Слюсарчука и А.Н. Кочубея. Изуче­

ние обратимости оператора L  ведётся с привлечением преобразо- 
Л  .

вания Фурье |_ оператора L, в предположении, что множество

g (U  *  IR VS(L) непусто.

Теорема 4Л . Пусть множество S(L) пусто. Тогда

1 ) оператор L. г CjLC *(11?, L ) -» & (  j?, F) инъект^вен;

2) уравнение (5) имеет единственное решение

для любой функции 1^6 Ц  (Й ^ р )  . имеющей компактный спектр 

Бёрлинга S (Y ) . причём s(<f| с. s (y )

Необходимое условие обратимости оператора L  выражается в 

следующей лемме.

Лемма 4 Д . Если оператор L  ‘ £}-* 0 . (R , Г )

обратим, то л -і

1) S (£ }= jZ f  ; 2) su.p Н L(tx)
ae's?

Теорема 4 .3 . Если оператор L, (1  ( lR ,b )~ *  & (S ? , F )  непре­

рывно обратим, то непрерывно обратимым является его сужение

на подпространст­

во п .п . функций.

Теорема 4 . 4 . Для непрерывной обратимости оператора

необходимо и доста­

точно, чтобы выполнялись следующие условия :

.1) S ( t ) * ^  ; А

2 ) семейство операгорозначных фуякияй F  * •!£ ?- *[  К f ]  нила

9



і ^ ( л ) =  £ ( * >  £(л> t ^ o ,

где ^ ( э ^  =  ^(£СХ) ( ^  - преобразование Фурье функции

c j e L ^ l f R )  со свойствами: Supp'jj' с  [-1,1] , ^ ( ° )  *4-

является преобразованиями Фурье суммируемых операторозначных 

функций Ft € L J f ? t [ P ; e ] )  , £»0 , таких, что интегральные 

операторы свёртки вида

L^x . *  * « ,  х е ОСІ?. П

равномерно ограничены.

Теперь рассмотрим оператор L в условиях, когда множество 

S C O  не обязательно является пустым.

Опізеделешіе 7 . Пусть Ы, - подмножество из ^  . Оператор

L •• (І^Чяг, Є )  -  ( i ( ' R P )  называется оС - регулярным,

если для любой функции у 6 В Д  Г ) со спектром Бёрлинга 

S t f )  С  сб уравнение (5) имеет единственное обобщённое решение 

I f e  ttw ’( I R , e )  со спектром SCf) из множества оС

Теорема 4 . 5 . Пусть об - компактноз множество из . Для 

того чтобы оператор L  • &  ( Я  Е ) -* Й-( И?, Р ) был об - ре­

гулярным, не обходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

S ( £ ) f w ^ r

Заметим, что если <=<-= (R , то оС - регулярность оператора 

L  означает, что он непрерывно обратим. В общем случае об -ре­

гулярность оператора L  означает обратимость его на подпрост­

ранстве (1 ̂  (°С) функций, спектр Вердикта которых содержится 

п множестве oL

Теорема 4 . 6 . Если оL - компакт из IR , то

е-( ы с Г Ц »  и  «зі £  с м ) ,
> Afr ОС

, '10



где L |C tl* V )  - сужение оператора на подпространство

a (*"w  .

При рассмотрении в правой части уравнения (5) произвольной 

фумкщш Y * a u ? , F )  уравнение может не иметь решения.

Здесь приведём некоторые дополнительные условия существования 

решения уравнения (5 ) .

Пусть функция такая, что | ( 0 ) = 1  ,

Suf P ?  - компакт. Тогда из сделанных предположений следует, 

что все функции *. IR -» tb, £  ] , j4- е fR, вида

*  ( L  (*) ) , a  e  fR

являются преобразованиями Фурье функций Є L J  ii?, [f-, £J),JWfc (1?. 

Положим

Кроме того, для каадой функции lidJ?, F) рассмотрим функ­

цию «Ц , 1 fl? < определённую формулой

{Г*3 * * ’/ <-е
где { A-t) *  exp (tjt-ih і * iR

Теорема 4 . 7 . Если S ( L ) « 0  , то для функции fe Ц(^Р)

уравнение (5) имеет

1) единственное обобщенное решение, если

[ ^ y (J^ )  «сел ;

2 ) единственное решение, если

сх> ^

I I j ^ l  - t o o .

II



В § Ї .5  приводится (без доказательства) ряд полученных в 

предыдущих параграфах результатов на уравнения в пространствах 

функций нескольких переменных.

Во второй главе изучаются вопросы обратимости операторов

12

которые принадлежат специально выделяемым классам линейных опера­

торов ( С _  непрерывных, равномерно С-  непрерывных, С -впол­

не непрерывных операторов). Большое внимание уделяется описанию 

этих специальных классов операторов.

Как известно, выполнение условия

ггся некоторые дополнительные условия, которые гарантировали бы

вые были сформулированы в задаче о п .п . решений Фаваром и в 

существенно более общих проблемах В.М. Миллионщиковым. Существен­

ный вклад в дальнейшее развитие теории Фавара бил сделан Э. Муха- 

мадиевым, доказавшим, что условие существования ограниченного 

решения в теореме Фавара является излишним.

Дальнейшее развитие теории Фавара осуществлялось по линии 

расширения класса рассматриваемых операторов. Так Э. Мухамадие- 

вым соответствующие результаты были перенесены на дифференциаль­

ные уравнения с запаздывающим аргументом, на дифференциальные 

операторы с частными производными, действующими в пространствах 

Гёльдера,и другие классы операторов. Отметим ещё результаты 

Ю.С. Колесова лля уравнений с запаздывающим аргументом и после­

действием, М.А. Шубина для уравнений с частными производными в 

пространствах ) и пространстве Бєзиковкча, В .Г. Курба-

вида (1) с "переменными" коэффициентами

L * {о} (в)

не влечёт непрерывной обратимости оператора L  . Поэтому требу-

обратимость оператора L  . Такие дополнительные условия впер-

т с ей  для операторов в пространствах L„ ( б ) ,  і ^  р < 60 . где



ІЗ

( з  локально компактная абелева группа.

Важный вклад в развитие теории Фавара был сделан В.Е. Слю- 

сартуком. в исследованиях которого условие (8) было заменено 

условием

4  » ( .* « > © .їм (9)

Важно отметить, что во всех названных работах предполагалось, 

что Е - конечномерное банахово пространство.

Результаты, полученные в § ЯЛ, можно рассматривать как даль­

нейшее развитие в этом направлении соответствующих результатов 

В.Е. Слюсарчука. ^

Определение 8. Оператор А е  [С^* • r«e С = С(П?,

называется С - непрерывным, если для каждого £=>-0 ■ для

каждого Т у О найдутся V >-0 такие, что

т к  Ш х ) % ) «  <£ , Ы > Т ,Т ] ,
Е

если max Их *(-t) II _  <  & V i e  ['Л/, А/] и ІХИ

0« ! « Р  L
(P) Jrt і

Определение 9 . Оператор A  e  [С  , С  3 называется равно­

мерно С - непрерывным, если для каждых LrO, Т > О  найдутся 

S у О, А/ >■ 0 такие, что для произвольных f  е «? ,  « с т

* 4
для которых

max 1< Л * )1  < £  ,  и l x l L IW< i ,

0& j * p  C r

выполняется неравенство

Max d V U l - П Ъ  T + t l .

0* і * %



Аналогичные определения даются в случав, когда Ае L L ^ * ,i j ^ ]  

где L ^ L  „ , ( £ ,£ )  , - образ оператора ( D * I )  *

3 ) - оператор дифференцирования.

Через X  обозначим одно из пространств С . с д .

( t e « q Ж £ )  - подпространство функций из С , убывающих на 

бесконечности). Символом Тр(іХЇ ( 3t€ iR ) обозначим линей­

ный ограниченный оператор из t x « x v n  , определённый форму­

лой

(Т р (м * ) (4 )  = , х €  X (р\ ie  IR.

Определение 10 . Оператор Д € [Х^| Х ^ З  называется равно­

мерно С  - непрерывным, если операторозначная функция

X  ■■ ft -  СХ* ,̂ Xм’] , f e  - Т^(а) А Гр(^ )

непрерывна в равномерной операторной топологии.

Теорема 1 .1 . Определения 9 и 10 равномерно С - непрерывно­

го оператора эквивалентны.

Определение 10 ее многих отношениях более удобнее определе­

ния 9 для некоторых классов операторов. Так с его помощью легко 

доказывается следующая

Теорема '1 .3. Вели оператор *] непрерывно обра­

тим и равномерно С - непрерывен, то обратный оператор А

также равномерно С - непрерывен( В условиях следующих трёх

теорем 0  - конечномерное пространство),

Теорема Ї.В. Кавдый С ~  непрерывный оператор т  СС.СЗ 

мояет 'бить представлен 8 виде

где функция JU .tR- * Ш ,  Е З )  ограш-гена, М 3 М ( ^ Ж £ ] Ь

14



- банахова алгебра ограниченных борелевских мер (со свёрткой мер 

в качестве умножения) и имеют место оценки

где ol0>0  - некоторая постоянная.

Теорема Ї .4 . Для того чтобы оператор А 6  [С, CJ был 

равномерно С- - непрерывным оператором, необходимо и достаточно, 

чтобы имело место представление вида (10) и выполнялось предель­

ное соотношение

15

bo 5K(R
где мера e  /И (для каждого Ы Р  ) есть произведение

функции Є/p  t~tAS) , S e  (R на меру

Несколько другой результат содержит следующая 

Теорема 1 . 5 . Для того чтобы оператор Д е  [С ,С ]  был 

равномерно С. - непрерывны*-, необходимо и достаточно, чтобы для 

некоторой ограниченной аппроксимативной единицы из алгеб­

ры L>і( ff?) имело место предельное соотношение

5«f -О,
и-»-*» i 4 (R  J d M

где мера М  имеет вид

Полученное в теоремах 1*4 в 1 .5  результате естественные 

образом обв&рются на С - непрерывные операторы (теоремы 1 .6 ,

!.?>-.

В г 2.2 изучаются п .п. оператори, действующие в пространстве 

X  , где X =  С, Сс, L 5 4 'Єр s  • ^Ри ЭТОМ используется



Опте деде і діє И . Оператор называется почти

периодическим, если семейство операторов Е в д а

See» A S (- t )  (R ,

предкомлактно в пространстве LX 'P .X 4 '’]  .

Символа;®! обозначим соответственно

множества равномерно О -  непрерывных и п .п. операторов из

[ x V J .

Теошса 'гЛ. Если Д . С Х ^ Х ^ З д р  - непрерывно обратимый 

оператор, то оператор А также почти периодичен.

Теорема 2 . 3 . Кадцый почти периодический С - непрерывный 

оператор А 6 CC .CJ равномерно С - непрерывен, если L  -

- конечномерное пространство.

В § 2 .3  исследуются условия обратимости п .п. С - непрерыв­

ных функционально-дифференциальных опера.оров вида

U - C - Д - в  ■ X * V X ,

16

Лі'

где А, 6 : X -»Х - С.- непрерывные операторы и X “ одно
(Ш|

из пространств С, С ., L . ,  A P (f? .E ) . Далее символами Х Л

и Х ш обозначим подпространства U) - периодических функций 
^ 1*0 у

яз пространств Л и Л соответственно.

Определение 1 2 . Оператор R € СХ'"* ХЇ называется 

С - вполне непрерывным, если он С - непрерывен и для любой

функции оператор | В • . определённый Формулой

* |С 4)(В ж К ^),Х бХ СМ! является вполне непрерывным 

операторов.

Оператор 6  называется условно С - вполне непрерывным, 

если он С- - непрерывен и множество функций ВЇЩЄ { 6 X. і 11X11 S  

c  X  имеет предкомпактное множество значения в £  .



Теорема З Л . Пусть А - С - непрерывный оператор,

8 - С - вполне непрерывен, оператор . Х * 5. Х
обратим и выполнены следующие условия:

1) Kvt L * {« -t  Xlm\ L x=o] = {0} ;
2) существуют семейства С- непрерывных операторов А .

(JW)

В. ■ * -* Х , ,Ш^О> такие, что б  ,«>- 0, - вполне непре-
U3 VU Ш ц/ ’

рывные операторы я

47

L s a p  Ц ( в - 8 „ ) і | - о ( н )
«««„О-!®!

для любой функции i g  С„(8?) • и» криле того,

hrn i*{ suf й Л ) + ( А „ + В ы) * ф * > о .  (12)

ubc0 IXI ojyi є
Aw

Тогда оператор обратим и

обратный С - непрерывен.

Следующая теорема является фактическим следствием теоремы ЗЛ . 
Теотема 3 .2 . Пусть для операторов А, В 6  [Х** ^  X J  

выполнены следующие условия:

1) В - условно С - вполне непрерывный оператор;

2) Ке*. L * {о} 5

3) существуют семейства операторов Bw Є [Х ш , X w]

u )?0 . ДЛЯ которых выполнены предельные соотношения (И )  и (12).

Тогда оператор (_> = имеет С- hr пре­

рывный обратный.

Теорема 3 .4 . Пусть операторы 4 , б ^ С Х  ,Х ]  является 

равномерно С ~ непрерывными почти периодическими операторами и,

кроме того, выполнены следующие условия:

I) 6  - С - вполне непрерывный оператор; ---——

\ ' А Н  У к р а 1» "



iiq

2) оператор " + A : X -* X непрерывно обратим и

18

1 *4  I L x l l > o .

И «І*»,- і

Тогда оператор (_, ■= “ +  А т  8 непрерывно обратим и обрат­

ный оператор является почти периодическим равномерно С - непре­

рывным оператором.

В § 2 .4  рассматриваются С - непрерывные операторы, действу­

ющие в пространстве tn ~ ( Z ,  Е )  ограниченных последова­

тельностей векторов из Є  • Здесь наблвдается определённый 

параллелизм в понятиях и результатах, которые рассматривались 

в §§ 2.1 - 2 .3 .

' В § 2 .5  привадятся результаты, связанные со структурой функ- 
/ Щ [toff

ции Грина оператора L * “ + А '• X -* X  ̂ X *  С или

Х =  L TO ) ,  который предполагается (непрерывно) обратимым.

А именно, при определённых условиях на оператор А оператор 

L  '• X  “*  X 1 допускает представление вида

жіь>Js, Х € Х ,
оо

и доказывается-, что функция Грина G : fj? -+ [ 0  £ ]  оператора

Ь  удовлетворяет экспоненциальной оценке

W e x p C  £l4 -Sl),-fc,S<£ fR, (I3)

гае - постоянные.

Такие вопросы рассматривались В .Г . Курбатовым, В .В . Слюсар- 

чуяом для функционально-дифференциальных операторов и многими 

другими авторами для различных классов линейных операторов. В 

частности, интересные исследования были проведаны М.А. Шубиным 

для операторов с частными производными.



Определение'13 . Оператор Д € 0 O W ]  отнесём к классу 

^ ( £ . )  , где 1в>0 , если операторозначная функция 

%• .$-*  И *  Х П  определённая формулой

f e  *  Т^(Л) А Т р (-а ), a *

допускает аналитическое расширение в полосу С  : I Iwt z|*e£ 0}  

из комплексной плоскости С  (далее будет использована запись

А е 9 (е 0) ).
Следующий результат является одним из основных в этом параг­

рафе.

Теорема 5 . 2 . Пусть оператор А«СХ,Х] принадлежит 

классу Э ( £ Л ,  t„> o , и непрерывно обратим. Тогда существует 

такое число ^ * -0  , что оператор Д принадлежит классу

Рассмотрим интегральный оператор А : X  * * X  вида 

о»

( Ax)(-t) * \ 6(4,S) X(s)c/s , X € X, (14)
-О*

где G  » U?* IR-* W ,  £;] - функция. удовлетворяющая условию (18 ).

Теорема 5 .3 . Пусть оператор А имеет ввд (14) и Д:Х'И4 Х -  
оператор класса для некоторого Є - ко­

нечномерное пространство и оператор

1 - ^ А . х П х

непрерывно обратим.

Тогда найдуїся такие числа > 0, Мд>0 и функция 6 e i 

С Є ,Є ]  . , принадлежащая по второй

переменной (при каждом фиксированном значении первого аргумента),

что имеет место представление
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го

(L  S e # s, I e X ,

и

g3 *  Mexpf-yeK-si) v t ,S6 (R .

3 . В третьей главе приведены критерии фредгодьмовости некото­

рых классов линейных функционально-дифференциальных операторовов, 

действующих в пространствах функций, определенных на веществен­

ной оси К  со значениями в банаховом пространстве.

Этот вопрос изучался в работах С.М. Никольского, Ф .В . Аткин­

сона, И.Ц. Гохберга и М.Г. Крейна, В .Г. Кравченко и Г.С. Литвин- 

чука, Э. Мухамадиева, И.Б, Симоненко, Б .Я. Штейнберга, X. Коще­

ев, Б .В . Ланге и B.C. Рабиновича, В.Г. Курбатова и других мате­

матиков. Заметим, что условия фредгольмовости получена с приме­

нением метода Э. Мухамадиева, в оонове которого лежит использова­

ние предельных операторов*построенных по исследуемому оператору, 

Всвду в этой главе Е - конечномерное пространство.

В § 3 .1  рассматриваются некоторые дополнительные свойства 

линейных С - непрерывных операторов.

В § 3 .2  рассматриваются линейные операторы в пространствах 

последовательностей и матричное представление линейных операторов.

В § 3 .3  получены необходимые и достаточные условия фредголь­

мовости функционально-дифференциальных операторов вида

L  » - j j 7 r +  А 1

где X - одно из пространотв С - С В Д , L„(1R,£),

Д t X (m~* X - разномерно С - вполне непрерывный оператор, 

йшейкнй оператор B t ¥ - Z  ( Z , Y  - Занаховы простран­



ства) называется - оператором, если on нормально разрешим 

(т .е. его множество значений Im  8  замкнуто в л Z .  ) и его 

ядро ке*. В конечномерно. Оператор 6 называется - опе­

ратором, если он нормально разрешим и размерность коядра ^ / 1 ^ 6  

конечна.

Оператор В  называется фредгольмовым или - оператором, 

если он одновременно является и ф _  - оператором.

Исследования проводятся при выполнении следующего предположе­

ния относительно оператора А . Семейство операторов S(t) A S{~£), 

Ъё  IR^ предкомпактно в следующем смысле: для любой последова­

тельности из (R такой, что , из неё

можно выделить такую подпоследовательность , что

последовательность операторов

(̂|И)
обладает свойством: для любой функции Х €  X последователь­

ность функций (Д ^х) С  - сходится к некоторой функции ^  

из X , т .е .  Ц  ( А КХ  - ^ ) Нх  -*• о ДЛЯ любой | е  Q,(R).

Из этого предположения следует существование оператора 

А б [ Х <т| Х ]  такого, что Ц = ^ " х  У х е Х 1̂  • Этот 

оператор назовём предельным оператором для оператора Д 

Множество всех предельных для А операторов обозначим символом

И (А ) .

Следующая теорема является одним из основных результатов 

главы.

Теорема З .І . Следующие условия эквивалентны:

а) оператор L, являетвя <§+ - оператором;

б) K e t t « { o }  V  t e H ( L )  ;

в) существует число М >0 и функция ' о

компактным носителем такие, что

* X l x0.|f i  M ( I U l x 4 l< X * x C«,) V x € X (W'
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Имеет место аналогичный результат, когда X = = L ( 2  Е)
и Х= С0 =  C0( Z ,  Є)

Каждый равномерно С- - непрерывный оператор 6 обладает 

свойством: В ї 0 € С р V оев е Сс . Поэтому оператор 6  мож­

но рассматривать действующим одновременно в двух пространствах в 

£ и в  С0 , что и делается в условиях следующей теоремы.

Теорема 3 .4 . Операторы 

где А є П [Со,Св1й с - вполне непрерывный оператор,

являются *§+ - операторами одновременно.

Теперь перейдём к формулировке результатов, связанных с полу­

чением условий, когда рассматриваемый оператор является 

- оператором.

, Вначале мы рассматриваем оператор L : Х-+Х ввда |_,*1+А, 
где А - равномерно С- - вполне непрерывный оператор ( X -

- одно из пространств - Lp( Z , E ) , t *  р ■& с*>, ИЛИ X *  С0 ) . 

Вводится множество И (А) предельных операторов для оператора 

А . Заметим, что в данном случае имеет место важное свойство:

И ( А М Я Л £ б Ш }  .

Террэмр 3 ,6 . Оператор L  *  Г+А 6  П [t^  £ j c

является - оператором в пространствах и tL одновре­

менно.

Теорема 3 .7 . Для оператора L *• 

следующие условия сквивалентны:

а) оператор L  является ф _ - операторе*»;

б) I w  ( 1 + ^1 — Со ч L  • Cq "^Со . ,

Результаты, полученные в предыдущих теоремах, являются вспомо­

гательными для' исследования изучаемого функциональко-двффврэнци-

ального оператора L *- ^r ;.+  A i X  -*Х ( X *  или
dr

X  ■= L M)(| ) .  Они используются при доказательстве фреягольмовос-

22

I



ти оператора L  с помощью построения соответствующего опэрато- 

ра в пространстве too двусторонних последовательностей функций 

из банахова пространства Е )  •

Теорема 3 .8 .  Для того чтобы оператор

был фредгольмовым, необходимо и достаточно, чтобы все предельные 

операторы IT  =  +  : X  - » Х , /Г^  И (А) были обратимы

(здесь X  - °ДН0 из пространств L,*,, L,*, 0 ) •

В § 3 .4  рассматриваются примеры фредгольмовых операторов.
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