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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
т

Актуальність теми. Посеред задач математичної фізика задачі 
математичної теорії тепло- 1 масопереносу посідають особливе місць. 
Сьогодні важко назвати галузь техніки, від створення підземних 
спецспоруд до об'єктів ракетно-космічного призначення, в яки би 

розв'язки івдх задач но мали значного теоретичного, пракгичвого і, 

як наслідок, економічного Інтересу. В багатьох випадках знання 
динаміки температурного поля е необхідним вихідним моментом як Для 
подальшого розв'язання конструктивно-технологічних проблем, так і 

для створення нових матеріалів з заданими фізико--механічними 
характеристиками. Як правило, вони вимагають удосконалення існуючих 
або розробки нових, більш адекватних, матема пічних модо,ой 

спеціальних режимів нестаціонарного тешюмасопереносу, бо вимоги до 
точності визначення показників цих процесів невпинно злостить. 
Тому аналітична теорія переносу енергії І речоьйни з часу її 

створення 1 до цього часу заливається актуальною науковою' 
дисципліною з численними застосуваннями. Останні є однім а 
постановок нових змістовних математичних задач ї послужім* 
спонукальним мотивом для досліджень, результати яких подаються а 

дисертації.

Проблеми, що увійшли до кола досліджуваних в роботі, можна 

умовно подій ги на три груш:

1. Палінійні сингулярно збурені спряжені початково-граничні 

задачі для системи рівнянь з частинними похідними, що онисуюгь 

теплову конвекцію в обмеженому об'ємі в’язкої нестисливої і 

термічно неоднорідної рідини в перехідному 1 турбулентному режимах.

2. Необмежені розв’язки лінійного, Інварізнтног відносно 

групи Галілея ofi.no < т розмірність простору), 

поліпараболічного рівняння з Ітерованими класичним оператор лш 

теплопровідності, що описують три типи режимів з ?агостреннйм з 

скінченною 1 нескінченною ШВИДКОСТЯМИ поширення температурних 

збурень.



3. Лінійні t нелінійні істотно неоднорідні задачі для 

інтегро-диференціального епожц1йлпго рівняння спеціального виду, 

то опису? процеси переносу енергії в середовищах з врахуванням їж 

теплової істерії (теплової пам'яті), з некдасичними граничними 

умовами, які містять диференціальні 1 Інтегральні оператори по 

часу.

Відносно першої групи питань лзобхідно зауважити наступне.

Будучи одночасно гідродинамічними 1 теплофізичними, процеси 

теплової конвекції можуть бути описані системою пов’язаних 

нелінійних рівгянь. яка виводиться Із глобальних законів збереження 

маси, імпульсу і енергії. Задачі для найбільш ідеалізованих в них в 

v зретичному плані f одпями з на складніших в математичній фізиці: 

навіть у випадку чисто гІдролинамічних рівнянь Нав'є-Стокса для 

деяких тривимірних задач доведені лише локальні (для малих значень 

часу) теореми існування та єдиності розв'язку (О.О.ЛациженськЕ, 

О.П.Осколков. З.А.Солонніков, В.І.Юцович, Р.М.Уховськиа. Е.Хопф, 

К.К.Головній, А.О.Кисельов. П. Є. Соболеве ький); однозначна 

розв'язність в цілому (на довільному проміжку Ч о . ; у )  доведана 

О.О.Ладкжензькою лише для двовимірних і осесиметричяих задач. 

;̂ роауміло, що поповнення системи Нав’є-Стокса нелінійним рівнянням 

енергії значне ускладнює дослідження задач конвекції в’язкої рідини 

і теоретично, і з точки зору їх наближеного розв'язування. Для них 

також немає- глобальних теорем Існування в тривимірному випадку, 

ісиуі "розрив" між функціональними просторами, в яких узагальнені 

розв’язки існують, і просторами, в яких рони єдині (М.К.Коренев, 

В.Б.Мосеснков, M.Shlnbrot, S.F.Kotorynski), Трудноті ще більш 

зростають для розривних коефіцієнтів рівнянь, що фізично відповідає 

обмеженим об'смам в’язкої рядини, які містяться в твердому тілі, а 

також конвекції в системі з двох недаремішуваних рідин з різними 

гуотинами.

Далі, оскільки інтенсивним режимам конвекції відповідають 

великі значення безрозмірного параметра - числа Грасгофа (порядку 

m'Vio*’ ). який входить в праву частину рівняння руху, то ш  

приводить до синтулярно-збурених задач, розв’язкам яких характерна 

особлива поведінка в примежовому парі. РізнидавІ схеми, розроблені 

дія ^зв'язування задач тешгомзсопереносу (0. А. Самарський,

Г.ї.Марчук, М.І.Нікигенко, Л.О.Коздоба, П.ї^уч та інгаі), будучи 

застосованими для розв'язування таки* задач, не мають рівномірної
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з
збіжності по малому параметру, що приводить до порушення

дискретного принципу максимуму 1 появи невластивих задачі 

розв'язків. Крім того, нелінійні члени рівнянь конвекції мають 

властивість енергетичної нейтральності для класичних умов на 

границ? твердого тіла, а апроксимація цих . члшіів скінченними 

різницями, як правило. приводить до небажаних проявів 

обчислювальної в’язкості 1 спотворення одержуваного поля течій.

Наведені міркування свідчать, що дослідження умов, за

виконання як т розв’язок задачі кгшекції в’язкої рідини в

обмеженому об'ємі існує 1 едагг' на довільному проміжку часу, а 

також розробка ефективних наближених методів, адаптованих до 

особливостей цієї задачі, становлять значний науковий інтерес.

Звертаючись до другої групи питань, дослідауваних в роботі, 

відзначимо, що в сучзсній математичній фізиці особливе місі© займає 

коло питаль, пов’язаних з необмеженими розв'язками нелінійних 

рівнянь в частинних похідних другого порядку, які часто називають 

режимами з загостренням. Грунтовні теоретичні дослідження таких 

гадач (0.А.Самарський, В.О.ГалактІонов, С.ІІ.Курдюмов, О.П.Михайлов, 

В.П.Маслов, Р.Г.Данилов, К.О.Волосов, М.В.Зиитрешш. С.І.Похожаев 

та Інші) показали, що розв’язки, які не<?бмеи;ено зростають за 

скінченний проміжок часу, не тільки є екзотичними прикладами 

глобально (по часу) нерозв'язних задач, але й мають фізичний зміст 

1 з'являються при дослідженнях теплового вийуху, процесів горіння, 

кумуляції ударних хвиль, нестаціонарних структур в магнітній 

гідродинаміці тощо. В той же час конструктивні дослідження в цій 

галузі розвинені ще недостатньо. Цю ситуацію можна пояснити тим, що 

задачі для конкретних нелінійних рівнянь, які використовуються для 

опису таких режимів, мають своє Індивідуальність, ' яка, взагалі 

кежучи, не може бути врахована аа основі єдиного конструктивного 

підходу. Це, в свою чергу, є головним наслідком нолініяності - 

відсутністю принципу суперпозиції, властивого лінійним задачам. 

Тому виявлення можливостей опису режимів з загості^ння" 1 ефекгіі 

локалізації тепла з допомогою лінійних рівнянь мас значний 

теоретичний 1 прикладний Інтерес.

Кла-чсчне рівня, :ія теплопровідності, в основу якого покладена 

гіпотеза про лінійну залежність енергії тіла від твишпатурм 1 

векіора теїи ього потоку від градієнт температури го тля, е 

доочть ьаблшенок модол», меяіі аастс /ват.я ш !  визнача» .ьня
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достатньо стійкими полями з "помірними” градієнтами. Ясно, що воно 

не придатне для адекватного опису процесів в середовищах, ract мають 

теплову пам'ять, а розв'язок задачі повинен враховувати попередаю 

теплову історію (спадковість процесу). Проблеми такого типу 

виникають при дослідженнях еволюції теплових збурень в плазмі, в 

рідкому гелії-ll, в деяких діелектриках і полімерах прій низьких 

температурах. Пам'яттю володіють також багато реологічних 

з'язко-шгастичпих середовищ (метали, пластики, суспензії тощо), для 

яких спадковість проявляється через залежність від часу фізичних і 

термодинамічних характеристик (J .В.Brown, D.У.Chun;;, P.S.Matthews). 

Математичні дослідження в цій галузі почали проводитись 1 

публікуватть за кордоном з 60-х років (B.D. Coleman, її.Noll, 

М.І .Curtin, А.С.Pipkin, V.J.Mizel, С. -C.WaTg, I.Herrera. 

r.W.Nunzlato, J.Meixner, o.Truesdell та інші). Результатом цих 

досліджень стали термодинамічно обгрунтовані нелінійні рівняння 

переносу топленої енергії в середовищах з пам'яттю, із яких, як 

наслідок, випливає класичне рівняння теплопровідності.

В той т  час конструктивних результатів, які б відносились до 

конкіктниі почзтково-грзничних задач теплопровідності середовищ з 

пам'яттю, одержано дуже мало (I.W.Nunzieto, B.D.Coleroan,

В.А.Дзнилегшо, В.М.Кудінов, А.С.Макаренко, П.М.Колєсніков, 

Л.В.Фурсєвич). Практично не розглядалися задачі з нестаціонарними 

граничними умовами ва частині межі тіла, які випливають з нового 

означення теплового потоку, містять похідні і інтеграли по часу і 

відповідають контакту тіла з ідеальним тепловик провідником або 

добре перемішуваною рідиною. Такі некласичні умови природним шляхом 

приводять до спектральних задач з параметром в рівнянні і в 

граничних умовах. Маючи на увазі прикладну сторону спектральних 

задач цього типу, відзначимо, оі,о вони з ’являються при дослідженнях 

деяких задач теорії пружності, динаміки тіл з порошинами, частково 

заповненими рідиною, дифракції електромагнітних 1 акустичних хвиль, 

класичної теплопровідності (І.О.Луковськия, М.Д.Копачевський,

О.М.Комаренко, М.Я.Барняк, Н.К.Аскеров, Q.r.Kpeaii. 0 .М.Жуковський, 

М.М.Войтовітч, Б.З.Кэшнелебаум. Л.П.Нижпик. В.Л.Кульчицький та 

інші). Вперше вони були розглянуті В.А.Стєкловим а 1895 p. 1 після- 

довгої перерви стали об'єктом Інтенсивних досліджень (J.Odnoff.

S.A^on. J.Zrcolano, M.Schec.,ter, J.Walter, B.B. Баркове ький,

Ю.М.Березэнськиа, Н.А.Роатберг, М.С.Агранович, М.І.Вишик,



С.Г.Крейн, Л.0 .Котко, О.М.Кожевніков та Інші). Найбільш загальні 

результати з теорії операторних пучків, до яких зводяться ці 

задачі, одержані М.В.Кедцишем 1 Г.В.РадзІєвським.

Отже, звертаючись до третьої грутм досліджуваних в роботі 

питань, можна вважати, що вони відносяться до нетривіальних проЗ.їзм 

математичної фізики І в значній мірі направлені на зменшення 

Існуючого розриву між чисто теоретичними результатами, одержаними 

за останні роки, і потреб'чи практики в конструктивних математичних 

методах дослідаення задач теплопровідності середовищ ) пам’яттю.

Мета роботи:

- комплексне дослідаення нелінійних початково-граничних задач 

Інтенсивної <при великих значеннях критерію а ) конвекції в 

обмеженому об'ємі в'язко" рідини від глобальних твором існування 

узагальнених розв'язків до обгрунтування максимально датованих до 

Ї2 особливостей наближений методів розв’язуваний 1 анал зу 

результатів розрахунків;

одержання фундаментальних ,.юзв‘ яаків, інтегральних 

представлень розв'язків задачі Коші I початково-граничних задач для 

лінійного поліпараболічного рівняння порядку , виявлення

особливостей поведінки його розв'язків відносно рівняння 

теплопровідності, з’ясування питання про можливість опису з його 

допомогою локалізації топла, режимів з загостренням і процесів з 

скінченною швидкістю поширення збурень:

отримання 1 дослідаення фундаментальних розв'язків 

інтегро-диференціального рівняння теплопровідності середовищ з 

затухаючою тепловою пам'яттю для довільних ядер релаксації 

експоненціального типу, з'ясування характеру проходження хвиль 

через таке середовишэ, обгрунтування конструктивних методів 

ро'ав’язування Істотно неоднорідних задач з некласичними граничними 

умовами на основі власких функцій спектральних задач з параметром а 

рівнянні I граничних умовах, одержання локальної 1 глобаленої 

теорем Існування для випадку нелінійних даних задачі.

Методи дослідаення. Дослідаення гро водились з 

методів функціонального аналізу, теорії узагальнлшх функцій, 

комплексного аналізу I спеціальних функцій, Інтегральних 

перетворень wyp's 1 Лапласа. теорії оамоспряиених отрат.оіь,

5
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зсиишоппши і наближених методів типу методу Гальоркіна та іншиї 

методів сучасної математичної фізики.

Наукова новизна результатів. Доведені глобальні (по часу) 

теороми Існування і єдиності узагальнених розв'язків нелінійних 

осесимегричних спряжених задач конвекції в’язкої нестисливої 

рідини, сформульованих в змінних "функція потоку - температура", 

отримані апріорні оцінки розв’язків І з'ясоване питания про їх 

асимптотичну поведінку. Запропоновані видозміни методів типу 

Гальоркіна (скінченних елементів та зведення до системи звичайних 

диференціальних рівнянь), що дозволяють максимально врахувати форму 

області течії І складний характер процзсу в пришиювону шарі для 

Інтенсивних режимів конвекції. Одержано 1 проаналізовано розв'язок

і.єлінійноі спробної задачі про тепловий режим підземного сіовища 

зріджених газів.

Одержані узагальнення диференціальної 1 Інтегральної теорем 

Гріна на випадок іторованого rv і поліпараболічного г<т> 

операторів, побудовані їх фундаментальні розв'язки 1 показано, що 

вони відрізняються від фундаментального розв'язку класичного 

оператора Т $ а/м - на мнс>жник, що є функцією тільки часу 1 

описує дисипацію енергії. Отримані представ.®яня оператора рсту і 

оберненого до нього в просторі зображень Фур’є 1 Лапласа-Фур’е у 

вигляді добутку переставних операторів. Показано, що серед множини 

розв'язків ЛІНІЙНОГО ПОЛПТерабОЛІЧПОГО рівняння МІСТЯТЬСЯ 
підмножшш фінітних 1 необмежених розв’язків, що описують продаси з 

скінченною швидкістю розповсюдження тешювих збурень, локалізацію 

тепла, а також ls , s 1 us - режими з загостренням, для моделювання 

яких звичайно використовуються нелінійні рівняння теплопровідності.

Для ядер релаксації Яго 1 єсо , що задовольняють тільки 

умови зображуваності зэ Лапласом, побудовано фундаментальний 

розв'язок Інтегро-дифоренціального оператора

м = o/&t - V* + є * < «/«t > - А. *■ v* ,

послід»** його поведінка при з'ясовані ушови.

прій втоьтні яких він описує процес з скінченною швидкістю 

поширення аЯірешь, виявлені особливості проходаення тешювих хвиль 

по середовищу з иам'ятгв. В просторі 

сформульовані неоднорідні задачі КсчвІ пня рігтянь з сашосгряженими
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операторами л 1 лг , які на межі Г, відповідають граничішм 

операторам виду

*  §j ♦ < V )  ♦ Є *  ♦ X  *  (  іГ- V >  .

1

Л , ■ I  - Jj< at - 7  )  + Л. - I  - Є *  ^  7  ) .

Запропоновано метод розвинення розв'язків цих задач по вл-сних 
функціях операторів ^  1 ^  , що забезпечує їх одночасну збіжність- 

як в області О. так 1 на ЇТ межі оО - Г . Доведено, що у випадку 
нелінійної правої частики операторного рівняння існує єдиний 
розв'язок, якщо вона задовольняє степеневі оцінки росту по u .

Теоретичне 1 прикладне значення. Робота в основній своїй 

частині має теоретичний характер: в ній досліджуються нетрадиційні 

математичні моделі нестаціонарного тепломасолареноау, які 

орієнтовані на описання його спеціальних режимів, що неможливо, 
здійснити в межах класичної теорії. Разом з тим ці дослідження 

інспіровані актуальними запитами практики 1 тому не можуть 
розглядатися у відриві від неї тільки в теоретичному аспекті.

Зокрема, дослідження задач інтенсивної конвекції в'язкої 

рідини виконувались по темі Дзржкомітету СРСР з науки 1 техніки 

"Розробити ефективні методи і алгоритми розрахунків теплових 

режимів, термопружності і гідродинаміки підземних сховищ зріджених 

газів та нафтопродуктів 1 видати рекомендації науковим установам 

Мінгазпрому СРСР" (постанова N 291 Ж ОТ СРСР від 28.06.1У77, 

розпорядження Президії АН УРСР N 1319 від 22.07.1977) та планової 

теми "Розробка математичних методів дослідження крайових аадзч 

тепломасопэрэкосу в неізотермічних лакунах форми обертання” < N 

доржреєстрації 80017274).

Результати, що відносяться до поліпарзболічного та 

Івтегрс-диференціального ріянянь теплопровідності, мають, на погляд 

автора, реальну пэрсвэктиву запровадження, оскі*ьки вони 

здебільшого носять конструктивний характер.

Розв'язки конкретних задач, ваведеїшх в *ххЗот1, крім 

самостійного значення можуть бути корисними як контрольн 1 при 

обгрунтуванні нових наближених методів.



Апробація роботи. Основні результати 1 положення роботи 

обговорювались на сесінарах 1 Вченій раді Інституту математики АН 

України, а також доповідались на: II Всесоюзній конференції

"Проблеми гірничої теплофізики (Ленінград, 1981); Міжнародній 

конференції з теорії наближення функцій (Київ, 1983); 

Республіканська конференціях "Нелінійні задачі математичної 

фізкіси" (Донецьк, 1983; Чернівці, 1989); III 1 IV Пленарних 

засіданнях міжнародного семінару .ПШ (НРБ, Пловдив, 1983; Англія, 

Лондон, 1985); VIII 1 IX Всесоюзних школах з теорії операторів в 

функціопальних просторах 'Рига, 1983; Тернопіль, 1984); II 1 III 

Міжнародних конференціях "Лавр^итьєвські читання з математики, 

механіки 1 фізики” (Київ, 1Яоо; НовосиЗірськ, 1990); Всесоюзній 

конференції з нелінійних проблем диференціальних рівнянь 1 

математичної фізики Тернопіль, 1989); Республіканській 

конференції: Екстремальні задачі теорії наближень та їх

застосування" (КкТв, 1990).

Публікації. Основні положення і результати, одержані в 

дисертації, опубліковані в 2 монографіях і 33 статтях, список яких 

подало вияпе.

Структура і об’єм роботи. ^исортаційна робота чиконана 

укр?тнськоя мовою 1 складається з вступу, п’яти глав та списку 

цитованої літератури, що містить 129 джерел. Об’єм - 305 сторінок 

мавг-полисного тексту, таблиць - 11, рисунків - 17.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступній частині наводяться відомості про актуальність теми 

досліджень, ЇХ МЄхУ 1 методи досліджень, ноьизну отриманих 

результатів і їх місце серед споріднених робіт Інших авторів, а 

також короткий огляд змісту дисертації.

П е р ш а  г л а в а  прис шчена введенню математичних 

моделей тепломзсопереносу, які в подальшому досліджуються, і 

л пэркухггься деякі допоміжні результати, необхідні для цього.

Зокрема в ft 1 цієї глави на основі фундаментальних законів 

збереягння, виходячи із математичних 1 Ф’зичних міркувань, виведена

8



система нелінійних диференціальних рівнянь з частинними похідними, 

що включає рівняний нерозривності (збережений маси)

® е . v -с р  !> j  -  0  . <1.)

імпульсу (кількості руху)

р - Vp + |і 4*9 * СТ) + І Ц> V < 9 9 ) + с̂ Г| - I  v\p V 9 *

* а <7(і> я9 * cv,o * (  » х > * p f  {1 г )

та енергії

ре = V ' .  f  а . VT > - р < V-9 )  >  р Q * (1 Ф t  Iі )  ,  d a )

де v - оператор Гамільтона, vz~ оператор Лапласа, .*>,,*>,>-

вектор швидкості, г - температура, р - тиск, І - вектор прискорення 

земного тяжіння, р - густина, X - коефіцієнт теплопровідності, (1 і 

Т) - коефіцієнти здвигової і об'ємної в'язкості,/-вектор масових 

сил. Q-функція, що задає даерела тепла, Ф с 9 > - дисипативна 

функція, о = a-'at * с 9 ■ v > - субстзнційна похідна. Якщо всі 

фізичні характеристики постійні, об'ємною в'язкістю і дисипацією 

енергії можна знехтувати і задача має аксіальну симетрію, то із

системи (1) шляхом введення функції штоку ф

S  - L «1? , - і
г дя і or

і безрозмірних змінних одержується нелінійна система

£  Е>  -  r  -  V Е‘ Ф -  Г 7 £  . <?,)

°  [ Sf - F r r £ H  <г,>

9

да v, 7, а 1 X -- сталі.

«• -  і  [ b к  ) • £г • '  " b У  ( "  і-) • $  • *• '  Л *

•HtstU8)Mi.fY-(J й.]'}■
* [ f c U 8 ) - f e ( ^ ) F -

При постановці задачі прийнято для коикретиост*, що сисі мч 

розглядається в просторовій області Q « е* , в якій меридіанному 

перетину порочяшда, заповненої рідшгаю, в кругових циліндричних 

координатах о  відпавіпає прямокутник П,-<гл! o«r(< г fr(« р.



Nt < .н < ж < ht < нж і , а третину тіла, в якому знаходиться 

порожнина, відповідав область Пг= П , де П - 4 г.е і о <<  г <к, 

Н < г < Нг } . На межі Г ,  що розділяє рідину 1 тверде ТІЛО, 

задаються умови

[ и ] г . [ х ( й  ■ 7 u ) ] r * ° ,  ф|г = < п • ? о , (2,)
де І/) -стрибок функції / ,  заланної в П, при переході Г , рівний 

і
сft-f>x ■ Початкові умови мають вигляд

10

u Іізд ”  »0<r.e> . Cr.c) e  П ; ф | ( i0 = ф00 . 2 >  ,  Cr,a> m  Ilt . (2J

Якщо теплофізичні параметри рідини слабо змінюються а 

температурою, то замість (24), (Я2) розглядається система

я - « ■ / * >  " [  і  JF « ■ >  * " ,  ] ■ « .>

О [ Ш  - і  S S  ] - » [ * « * » »  І3,>
ар » - р"1, є - малий безрозмірний параметр.

[ И ” 2 ) * М " й ) ]  ■

Ft.r — задані функції, що характеризують масові сили та даерела 

Tetua. Для неї ставляться початкові 1 граничні умови (29), (24).

Інтенсивність теплової конвекції, к:са описується системою 

(2^), (2г) або (31>,{3І), характеризується безрозмірним параметром 

(числом Грасгофа)

а = р g Ат я* v~* .

Характэрн! математичні особливості розгляауваних задач: 

нелініяність, різні порядки рівнянь руху та енергії, розривність 

коефіцієнтів рівняння енергії, великі значення чисел Грасгофа, які 

відповідають більшесті рэашшх процесів тешюсіміну в рідині 

(o-icf+10” ).

Показано, що нелінійні (Інерційні) члени рівнянь (2) 1 (3) для 

класичних умов прилипання та неіюретІкання на твердій стіші не 

дають безпосереднього внеску у виробництво повної енергії збурень, 

тоб^о вони енеріетичнп нейтральні:



Г r « & .£ .' i d r d 8 .  f r  У Дй ? ї  dr *  » О . <4 >
П-* OCr-.zy r ГІ j а<г.г> r& і

Одержано також більш загальні, яйн (4). умови енергетичної 

нейтральності.

В § 2 Із теоретике-групових міркувань вводиться узагальнення 

класичного лінійного рівняння теплопровідності виду

р  ( т у  и s  с ао ♦ а т  *  ... «■ а г "  > исі.хУ »  /сг .х> . (Б )

де а1[{*“07«)- деякі дійсні параметри, т-в/чп-ч*, Показано, що в 

силу Ізоморфізму між множиною операторів pit У 1 кільцем дійсних 

поліномів Р(г> , кошен поліпараболічнии оператор єдиним чином може 

бути представлений у вигляді добутку переставній операторів:

]к V ^
рст у  »  ао Г7  сг - г »  j , У  V  - п . <б)

° і=і 1 1

де - корені полінома p<z> кратності V .

Лема і. Якщо и.ілї Сг"'''СЕ">*‘>. п~2к* t. fc»0,1,2.......  ТО ДЛЯ

довільних непарних п»г*+1, к-о,і.2 ....... степенів оператора т

диференціальна формула Гріто /Ччє вигляд

и.ТШ ь * V Тгк"и  - <ї,>

“ З? і  С-ОЧг^ ) ^ * 1 "‘w У - (Г'.07тг‘ 4 )  ,

а для парних « І? с -

B a <u.v> а  u f  T ^ u  -  I ,  t  <-1>* c f 'u )  r Ik"r *u -
J-O

- ■» • > V d J с cr'u) W *k*J'*o * (7 ’j •rrik~riu J , (T )
j*V> *

де F s exet ♦ v* - ошратор, спряжении до г.

.л клавши n»2w+1, *=0 ,1 .2 .......  одержимо, шо для непарних

степенів оператора « п

u pcr>v - u KT5u - ^ a  | и Г*Ч» - C-1)kv f*u J - ^a<  U rikw - 
IS*» kf, '

'  vTtk^ * ^ o\ k J uT^ t* wf“w‘u) “k|<a.lsIk<rui';’

Якшо ж n « г*, лг - t , г , , . т о

u РСГУv - v  P ft iu  - ^ a  ,e <u,v> * t a в  tv.vy .
кП *k ,k kfb *k'*

II
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Отже, одержано наступне твердження.

Лема 2. ''ітератор рст>, що вволиться формулою

г с т у  - У t"1,k ^  т> •
L - ft

спряжений до оператора пт> довільного цілого степеня « , І дія 

довільних функцій u.v- сіппсе”м? мас місце формула

де форми в та »гк+і задаються співвідношення,-ш  (7).

Sa допомог j(o цих лем одержані узагальнення інтегральних формул 

Гріна для операторів г" 1 гсгі , які дали моьливість вказати класи 

коректних початкових і граничних умов для полілараболічного 

рівняння і в подальшому (ч 1в,1?) сформулювати інтегральні 

представлення розв'язків задачі Коші 1 почвтково-грэничних задач.

В § 3. виходячи з закону збереженая енергії, фундаментальної 

нерівності Клззиуоа-Дюгєма для ентропії системи, яка має місце для 

фізично реальних процесів, виведені визначальні лїнеаризовані 

рівняння для теплового потоку і внутрішньої енергії в середовищі з 

тепловою пам'яттю. Для цього введені історія до поточного моменту 

і * і температури и'ст>-и<«-т.*> та історія градієнта температури 

e< o  i(t т,.к>чік. у п о р я д к о в а н а  пара яких А1<"т> з і 7д<г>. 

І'(%п називається термічною історією матеріальної точки і до 

поточного моменту часу <=*, о < -і < t (I.W.Nimziato). Тоді процес 

дифузії тепла в речовині з пам’ятте в найзагальяіаюму випадку моїггз 

оііис.ітй за допомогою Нелінійних функціоналів виду

де » - гш'ома внутрішня енергія, « - ентропія, і? - тепловий 

потік. Припускаючи ізотропність речовини, неперервність та достатню

рягрітп-ичного стану від рївіюпагового (від рівяовагової термічної 

Істірії ,б) ) , ці функціонали апрокснмупгься в околі Л0

узагальненими рядами їеялора. Обмежившись a імх першими двома 

чличчми, оаРі«уьгься лінійні обмгаириї функціонали, які, агідно з

Tt'of'TAi'iR) Ptc.i. предел чплвні скатчряиии яовуттм в дпгягт

V
2 а» .Л к .  k -:0

(u.uJ +

♦ .  . 1 I 2N4( ІН<1

0 . п - Z* ,

, п » г**і, (8 )

«» =  і ї і а ’ а  гг - в с  л ' >. я  -  a < A l J (9)

г.ладкість функціоналів в <9>, а т^кож жалість відхиленняфункціоналів



гільбертовому просторі. В реаультаті необхідних обчислень шукані 

визначальні співвідношення набувають вигляду

СС
*  »  + ЄС0> и«.х> ♦ E < V  u ( t - І .х У  d ' l  , (10)О I *OJ

а»
q ( t . i >  -  - XCO) <«,*) - j A/%J e i t - ' l . x i  da . (10^)

CiJ
Функції >. 1 є називаються ядрами релаксації теплового потоку 1 
енергії в і д л о в ідао. Для скорочення запису далі використовується 

позначення
00

Vpc»> * фґО *= j (ptTJ Фtt-1) dX .
О-»

Після внесення (10) в рівняння збереження енергії одержується 

Івтегро-дафвренціальне рівняння теплопровідності речовин з пам'ятгю

ВИГЛЯДІ

Ми = є ^  - Х Л  f Е * ~  - X * л  - /«,х> <11 ,О С*С О a t
з початковою умовою иго.х>=ийсх>, для якого в главі 5

розглядаються породжені визначенням (10^) нетрадиційні граничні 

умови двої типів:

W us £ “  А. (п Чиї * ♦ Xfii 9и> - jCt.xj, S •  Г іі oar о » ос і * і
Спг Юи •  о , * « г, , <12,)

N^us u - ^  (it, Vu> + X # u - fi # 7u> " і  ^

u - о , *- e Гг , <12t)

Показано, що в просторі зображень Лапласа рівняння (її)

зводиться до еліптичного

м п ^
Г. iL • /

др «  - комплексний параметр перетворення, а великими літерами

позначені перетворення відповідних функцій: и и  { »*і 1 т.д.

Д р у г а  г л а в а  роботи присвячена дослідженням 

коректності нелінійних математичних моделей конвекції в'язкої 

нестисливої 1 термічно неоднорідної рідияи, що заповнює обтеквни* 

об'єм в твердому тілі, вивеаеаих в % 1.

В $ 4 ьзодяться функціональні гфостори (бэнахоЫ 1

гільбертові) 1 даються означення узагаль < розв'язків задач (2 )
Ч (

ІЗ



і (3). 14
Зокрема, узагальненим розв'язком задачі (2) з граничной умовою 

« - о на Гг та 0“Ф=0 називається упорядкована пара функцій { ф, и ) 

Із простору 

співвідношення

°<п> к*-°гП*>2.0 що задовольняє Інтегральні

І -1
гр Є ф е/r d&

вСф.г *Е*ф> 
Л г .г )

*}> ) dr dx dt « J Л- dr dz eft ( 13 . )

v r* dr dst Г* J*1=0 <lJ
t?G <Кф.м> й

- о r « ж  - a grfrs5 в *

» г X ( v8 ■ Vu } <fr <Ja a t  -  0

для кожног о <-e [ 0 , t ] та довільної пари Сф.9113 простору v 

н‘-*<пт>(тут знак >
2, О

Аналогічним чином 
,ї,о,„т, . ,,і.о

(13г)

* ‘<ПТ.> х2,0

2.0 А

означає прямий добутою відповідних просторів), 

вводиться 1 узагальнений розв’язок (ф,и> « 

у <■ і . задачі (3).

§ Б містить повне доведення теореми Існування єдиного 

узагальненого розв’язку осесимотричної нелінійної задачі (2 ) для 

довільного проміжку часу. При цьому використовується видозміна 

схеми доведення, запропонованої О.О.Ладокенською дїя дослідження 

коректності чисто гідродинамічних задач. Вона т а т ає зведення за 

допомогою методу Гальоркіиа вихідної системи до скінчали ї системи 

нелінійних звичайних диференціальних рівнянь з подальшим 

використанням до неї теорем Пеаяо 1 Арцэла, .*оми Фрідріхса та 

відзначеної вите властивості енергетично! нейтральності нелінійних 

членів (співвідношення (4)), В результаті ошукано наступне 

гвордаення.

теорема 1. Якщо початкові дачі нелінійної задачі (2) при и - о 

на Г7 такі, ио 1 ио<г.гО«АггП>, то для довільного

скінченного т>о вона має. єдиний розв'язок t ф, u ) Із простору 

0 пЪ к vlx\ Пт->, aim якого виконуються енергетичні 

співвідношення
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i f  Vх d x j  ♦ f V  і /  Л *  <tt ■ J y<»'' elt. 

<  u  «:J . < J

У ̂ л С *HJv і ,чи* * I * Г)л *“и
I  < «/</ - -JW ~  ) <** <« .

dx ;

<14 )

t j a a r f x j  ♦- j A. j Vu J dx <i< “ 0 * < 14a)3
a ”  tf

да <ii-r■ . * * , « •  £*ф. 1 який підкоряється оцінка»!

Я і*'! Іп * І! к і  Й„ * со II < ^ Ч  «н ♦А А
* ^ 11^  — *  «  І д1 s  о " Ч  І п •

І « 'С П  5 « . « W ' ’ l - In * S  І "'ІД И ^ Г<ІП •
і І  1  і

S » Х Л  s  с ^ « " »  " *  ІП *  с *  « И ^ ‘ « й  •
г (  t l

І ы І..п s c . l “  « Г  1<Ґ-
1 &  і

I  [ < d W  <te|‘ ‘ ♦ j  V [jVU-J1 ♦ j У j i  r«rd* <* «Ж О ♦ I Wo|^  .

^  *- rf

J ф I S 8 ф * „ ♦ с г~* «‘Л  * u ,» * * я,о (*'Л  » 4 о П ’
V «Іі > **Л І

4 ы І л < с  » w І н -
1 W  °  п

*.Я

де cfc , * « ї^о - деякі константи, а функція ж »  —* » при » -* » 

та с § —* о.

Теорема t узагальнюється на сингулярні області, а також пч



задачі з неоднорідним1! змішаними умовами або умовами Діріхле на Гг- 

Теорема залишається вірною 1 в тому випадку, коли порожнина з 

рідшою - суть довільна обмежена область 1) з достатньо гладкою 

межею Г . віддалена від осі обертання.

Оскільки наведені вище оцінки не є рівномірними по r< <rt - 

відстань, на яку область nt віддалена від осі обертання), за їх 

допомогою не можна зробити граничний перехід по г(—»о, що не 

дозволяє узагальнити відповідну теорему О.О.Ладиженської для чисто 

гідродинамічно! задачі на випадок, коли вісь обертання перетинає 

об'єм з рілияию.

Якщо порожнина в твердому тілі заповнена двомз рідинами, ню не 

змішуються (ado рідиною 1 її насиченою парою, а коншкція і трот Ікає 

в умовах гідростатичного тиску, -вд забезпечує данзмічну рівновагу 

між ними), то задача досліджується за тією ж схемою, що приводить до 

аналогічної теореми (з точніхп» до оцінок у відповівша просторах).

В §6 доводиться, іцо початкові збурення в системі рідина -

тверда т іл о  при постійній температурі на зовнішній межі Гг 

затухають з часом 1 up затухання має екстюненційния характер.

Іншими словами, має місце наступна

Теорема г. Узагальнений розв’язок { ф, u > задачі (2) при u - о 

я» Г4 асимптотично стійкий в сенсі простору ч і.,гГІ> :

Hm І 4> 1.*.п * ,lm В И;і - 0 • <15>
t->  ОС» І І—» ®

1 дія нього справджуються оцінки

і & '* »  І и s » о " Ч  яп * ’V  .

Й М Ц  5 І К И п / А г  І »п[в v  - е V  )» (,6)

1 8  1
де bith~ry, 1 С, • t2 - деякі константи, що конструктивно

обчислюються і залежать тільки від фізичних парамеїрів системи 1
областей П та ЇК

Дояеірнкя коректності нелінійної системи півнязь конвекції 

термічно изошз]: *дної рідини (3) при тих же, що 1 в задачі (2 ), 

початкових 1 граничних уковэх s § 7 здійснено-в кілька етапів, ftepa 

за see, із ^ ’зичних міркувань прийнято, що динамічна в'язкість v »

16
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РСЄиі. коефіцієнт теплопровідності А, “ АІЕи.ЄНиі та функція В(Єи> 

для рідини неперервні і задовольняють умови:

I t  О < V S і  V , | 1* 6> | S V < Vk= const > О , h. - 072 ) ;

г:  V {1 ♦ И |2Ъ s Xcfi.ip £ V'O * |ч|*Ъ < 7,V , V “ const >0 );

з: т ^ .с т р і СТЦ,- тр > \ 0| T)t -  t) I* ;

4: | \ f t , .e v  - ve-erpl S x°| £, - £ I ;
51  O < fa S B l l i  .  W O ) *  1 ( b  = const > 0 ) ;

О О

є: і всі> - ва,> і s os t ♦ t4i7t * it j7, > 1 t - ї, і

В 1° vcl> - звичайна похідна від

Узагальнений розв'язок задачі (3) вводиться аналогічно 

попередній задачі, 1 для його знаходаення будується ітерзційния

пронос { Ф*, и! >, < ф2, иг>.......  на кожному кроці яке .'О

розв’язується нелінійна система

з граничними і початковими умовами (2,), (2ч). Відзначимо, що ця 

задача має також самостійний фізичний зміст. Доведено, «о має місій 
наступне твердження.

Теорема з. Якщо:

Ф * r ^ f rT§y ^  - - "[І Sf1**»» - fr->*n.: <17,)

0 f з? - f  ££зз ] - v [ ^  *■ З - V  *улл  ; (1 7 ,)

1 > ( <р е > *  ь £ в« V  х І̂ СП) ;

2> г в і.
гр

р'вр-а
fH T> . F  е  L <ГГ> . 1 < р  і г

3) функції \ та в задовольняють умови 2”- 6” ;

4 )  °  <  Vo І  V C t j r . t i>  5  V, ,  С «.Га* >  «і r i j  ;

5> Mv •  V - со I V > о , ( V - min С I. V6> ) ,

то 39”эча (17) для всякого t « [ о , r  ) має єдиний узагальнений 
розв'язок (ф,и)« к*;°сП% к И‘ ;“ СП^.

Одержано апріорні оцінки цього розв'язку:

Л Н Б  їй , В . Стефаяика j 
А Н  України
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|u|\ o  1*в“Чг||»иЦм Т Ts:otcB”onz-IH^zl!l' W W '
v  'П І г+гУ.П П р.ПЖ.О '

1 ф 'Vo ^  cS v  [ I — Ґ * m^n* x *
v*,o «’ рЛІ,

‘ *7  7  i.♦ « ( 1 ♦ Є 1 » ‘ > J * M-t* « , < V o - W  .

1 Ф [  II Фо f * U M l ’ wr +
г.О f. <eJI» рП.

»«7 7
+ M < 1 + Є 1 M * > 5= M"1 M Сф .u .F  .F  > ,1 V 4 J V Э Y0 о 4 * *

де константи ek , * » о,э , залежать лише від П1, П.» р та rj# 

З використанням теореми 3 1 одержати*оцінок розв’язку

{ ф"'*1, u"**} доведена

Теорама 4 .  Якщо вхідні дані нелінійної задачі <3> .(2S) , ( 2 4 ) 

такі, що { фо, «о } « С (Я.)Х'-1<П, :  Fi в L гр fnIJ- F* *
р'»р-г

l <ПТ>. і < р < 2; а функції A., v і в мають властивості Г-6в.

7 > «, є <• I vc-‘ri-‘<uo,rz>, VC 1 j . TO ДЛЯ

довільного « « t о, r ] існує її єдиний узагальнений розв’язок { ф, 

» )« г ^ п Ъ  х г‘-7 осП^.

Одержані теореми при виконанні вказаних в них умов гарантують 

існування і единість розв’язків розглянутих нелінійних задач 

копвекці! в'язко! рідини впродовж довільного інтервалу часу, ідо 

дозволяє для їх розв'язування обгрунтовано застосовувати наблшеві 

методи. Оскільки лр: доведенні теорем існування для зведення задач 

до системи звичайних нелінійних рівнянь використано метод

Гальоркіна t доведена його збіжність, природно покласти його  в 

основу таких методів. Отже, т р е т я  г л а в а  роботи містить 

результати таких досліджень.

В § 8 введені безрозмірні змінні і параметри, що,

характеризують задачі коАвеяції в'язкої рідини, і зроблено аналіз 

практики застосування методу скінченних різігшіь <№СР) для їх

розв'язування. Висновки, що вшидавакггь з цього аналізу, полягають в
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тому, що: 1) для критичних значень критерію Грасгофа. який

характеризує Інтенсивність руху рідаш, ь'язкісні члени в рівняннях 

руху та енергії за величиною порівнянні з Інерційними (нелінійними) 

членами, і апроксимація останніх скінченними різницями приводить до 

появи обчислювальної в'язкості, яка спотворює реальну картину поля;

2) МСР не дозволяє ефективно враховувати енергетичну нейтральність 

нелінійних членів рівнянь; 3) різницеві схеми не мають рівномірної 

збіжності по малому параметру в = о'*, що приводить до порушення 

дискретного принципу максимуму! появи розв’язків з парадоксальними 

властивостями.

Отже, МСР, будучи ефективним ари розв’язуванні задач з 

помірними <з , тут втрачають свою універсальність І можуть приводити 

до маловірогідних результатів. Ці особливості МСР для розрахунків 

Інтенсивних І турбулентних течій вимагають розробки альтернативних 

методів, які б дозволяли з достатньою точністю І вірогідністю 

моделювьги процеси в широких діапазонах зміни характеристичних 

параметрів.

В ф 9 на прикладі однієї нелінійної нестаціонарної спряженої 

осесиметричної задачі, сформульованої в змінних "функція потоку - 

ьихор - температура", розглянуто особливості застосування методу 

скінченних елементів (MCE), в якому Істотно враховується апріорна 

Інформація про гладкість розв'язку І геометричні особливості 

області течії рідини. Це досягається за рахунок розбиття області Q 

на трикутні елементи 1 вибору лагранжевих або ермітових поліномів 

одного порядку для апроксимації функцій ф , ы » ttsr> е*ф І и. 

Отже, кожній неперервній функції ставиться у відповідність

функція vh< r&>  , яка у кожному трикутнику A«£f є кубічним 

поліномом

“ Z  Z  rk *l * e« ” *«■* <,e>1.1 к» 1-І
Після введення барицентричних координат, в яких визначаються всі 

диференціальні оператори задачі, I наближено І формули для задания

вихора u на межі Г( , її розв'язок будується у вигляді

ф* - NTfrj»> ( 4 < (^ , ( > О ) ,

-  wf«> < А « ./• , t  > О ) , (19)
ub - SC O  Nr(r,m ) < Д f  i f  , t > О ) ,
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де лгт« с *t, Wg.-. ^  )-вектор кусково-поліяоміальних базисних

функцій ф - < Ф,. Фг....  Фт >Т. Ш - ( Ut, й, >т 1

й - < 5 , й'т )т- вектор-СТОВПЦІ значень ВІДПОВІДНИХ функція

1 їх похідних у вузлових точках триангуляції областей, в( 1 »г - 

кількість ©лементів в областях СҐ 1 if відповідно. Після 

використання методу Гальоркіна на кожному Із елементів Д « Пь 

одержується нелінійна система звичайних да|ерекц1злышх рівнянь, 

яка в матричному записі має вигляд

,»  т . d та * (з відповідними Індексами) - пілматриці глобальних 

матриць, визначених на розбитті П*. Вони можуть бути представлені 

як в теркіяах базисних функцій на елементі, так 1 в термінах 

вектора голЬкзмІашьяиж членів 1 яого похігдих. В останньому випадку 

більшість іятогралів, що входять в матриці, обчислені точно.

Сформувавши на основі (20) глобальні матриці і застосувавши 

для розв'язування одержаної системи схему Кракка-Нікадьсона, 

лінеаризуємо її на кожному кроці по часу. Це здійснюється »з

рахунок того, що 1 г>а , які відповідають нелінійні® членам 

рівнянь конвекції, обчисляються на п-му кроці за допомогою значень 

функції ф ,знайдених на попередньому кроці, після виконання цієї 

прошдури одержується лініяяа система алгебраїчних рівнякь

системі мають стрічкову структуру. Крок по часу х вибирався з умови

"*0, зт * 1 V * »  * * \  1 “  - Ь0>

аг * ї * *u + ** 1 5 " bu
с ♦ *, ] S -  Ьф

(20)

<£ы ♦ *  J  > w -  С м и  -  я  }  )  * і  %  С + в " -< 1 > '

<*« ♦ « л  > 5п - < Я , - «* і  > + 1 ■* < * :  * ® г  > • <г1>

< * ф  + « . > ?„ “

Л Л А Л л л /\ л
дач *■»,,«$ з * к, * к , и ~ о <&> * к  * к .Матриці в цй5і  W т г»-» Ь) і  * a  u  Tn - i  и  г  г
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де h = таж п. - характерний лінійний параметр триангуляції, о - 

число Грасгофа, *» - максимальне значення швидкості конвективного

руху рідини. Елементи матриць ощ і г>и визначались за допомогою 

квадратурпої формули Гаусса-Радо , а гранична умова для вихора w 

апроксикувалась наближено умовою

На заключному етапі алгебраїчна система (21) розв'язується 

методом Гаусса з вибором головного елемента.

Необхідно відзначити, що одержати теоретичні оцінки швидкості 

збіжності і похибки методу не вдалося. В зв’яьку з цим була 

проведена серія методичних розрахунків, в яких:

- проведено кількісне та якісне співставленая результатів 

розрахунків на більш простих задачах, розв’язаних.іншими авторами 

скінченно-різши.. звкки та проекційними методами;

- проведено вивчення кількісної поведінки розв’язку задачі для 

різних триангуляцій розрахункових областей;

- вивчався вплив на чисельний розв’язок задачі варіацій кроку 

по часу при реалізації схеми Кранка-НІкольсона;

- вивчалась залежність характеристик термоконвективних течій 

від величини чисел Прзндтля і Грасгофа.

В результаті методичних розрахунків встановлено , що реалізація 

запропонованого методу забезпечуй необхідні для застосувань 

надійність і точність розв’язку задачі в широкому діапазоні 

визначальних параметрів і може слуншти альтернативним варіантом 

застосування МСР для помірній чисел а. У випадку областей складної 

геометричної форми для великих в при інших рівних умовах він 

виявляється більш ефективним, бо дозволяє одержувати докладну 

картину процесу на великому проміжку часу. Це ілюструє наведений в 

§ 10 розв’язок однієї з задач конвекції при р  » 2,з 1 о = в.біо*’ .

Б 9 11 описано проекційно—різницевий метод з спеціальним 

вибором системи координатних функцій, що точно задовольняють 

граничні умови , орієнтований на розв’язування двовимірних 1 
осесиметричвих задач конвекції. В ньому наближений розв’язок 

шукається у вигляді

к '  (І ♦ -  ‘ - т ) к
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(|)Ni*C t,x>  -  У  e NMC O  (О C x i  » u N“ c t .x >  =  У  c NM С О  е  С х Э ,
т n ТП * N ♦ m го /

<22)

да { <п Ос> }® 1 { в <х> >® - системи лінійно незалежних повних в
• п  п=1 m m=i

v'tz'0<a> та Vq> відповідно функцій, а невідомі компоненти с^со 
є розв’язками стандартної нелінійної системи д . ♦ м звичайних 
диференціальних рівнянь зиду

л d ¥
в ----

J  і
A Y ■ D ( Y > ♦ F , Y < о ) -  Y° , <23)

ДЄ

А“ ' А<0> л Вш 0
А „ _ _ _ --- ---  , в » .............. —--

А'”  А'2’ О В'1”

блочні матриці розміру <н*м> х сн*н>,

V -

с  С О

с  C t >

c  Ct>N*i

с  СО
N ♦11

. Y°-

( О >

сы
< 0 )

CH+i

OCY) -

d  С О
і

d  С О

c f  C O  M*1

<f со
N*M

, F
/  <*>

/. соN♦4

/  CO
^ N ♦ 1 1

Стовшць V° побудованим з  коефіцієнтів розвинення початкових 
данних по вибраних ^'азисах, стовпець DCY) . що відповідає 
нелінійним членам руху та енергії, будується 8 елементів виду

N М _________

Z  Z  е"со с" ,о  d“ - ' п’ - 1 * *  *

d  СО

П * і  m a t

Z V  с  СО с  СО rf ,  n* -  .
/  *  H * » 4  nUMV * * *
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де dnmn- ~ даяк1 Інтеграли по ‘ О. Властивість енергетичної 

нейтральності нелінійних членів рівняння (23) має вигляд 
d  А *
— ( I Y1 В у ) + YT Л Y - YT Г . (24)

Наступним кроком задача Коші (23) за допомогою схеми 

Кранка-Нікольсона зводиться до нелінійної алгебраїчної системи

[ В ♦ і А ] V... - ( І - І А ) Y * Ф  ( .

Y0 - Y° . (25)

яка далі розв’язується узагальненим методсч Ньютона з

використанням, як першого наближення, розв’язку лінійного рівняння 

(23) при DCY)^0 за неявно» різницевою схемою. Застосування цього 

прийому показало, що для досягнення необхідної точності вимагається 

3-4 ітерації.

Одночасний розв’язок як проблеми стійкості алгоритму,

створеного на базі описаного вище методу, так 1 проблеми 

мінімізації похибки наближеного розв’язку задачі за допомогою 

невеликого числа координатних функцій осягається за рахунок 

раціонального вибору останніх. До них поставлені такі основні 

вимоги: . „

- для обчислення поля швидкостей v наближення ф" 4 повинні 

сходешсь до ф разом Із своїми першими похідними по координатах;

- npoqsc формування і обчислення матриць А і В повинні бути 

стійкими по відношенню до малих похибок при обчисленнях їх 

елементів;

- координатні функції повинні точно задовольняти граничні

умови задачі і враховувати структуру примедавих гідродинамічного та 

теплового шгрів;

підматриці а“ ’, А,2> 1 В'*’, В<2> повинні бути

розрідженим і разом з <*nmn. обчислюватись точно.

ЦІ жорсткі вимоги мінімізують більшість джерел псхиЗок 

обчислювального характеру на стадії зведення вихідної задачі до 

задачі Коші (23).

Встановлено, що перелічені вимоги задовольняють координатні 

функції у вигляді деяких комбінацій зсунутих поліномів Лежандра, 

побудованих з врахуванням їх ортонормовзності в енергетичних

просторах лінійних операторів задачі та сильної мінімальності в
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просторі l z(0> . Системи таких координатних функцій введені в 

§12-14, де розв'язані конкретні нелінійні задачі конвекції, що 

мають як самостійне, так і методичне значення.

Ч е т в е р т а  г л а в а  роботи присвячена дослідженням 

деяких розв'язків поліпараболічного рівняння (5). які описують 

спеціальні режими теплопровідності. Дня їх одержания за допомогою 

методів Інтегральних перетворень спочатку виведені представлення 

оператора р с т у  1 оберненого до нього в просторах, зображень Фур’є 

1 Лапласа-Фур'є. Зокрема, якщо ь - оператор прямого перетворення 

Фур’е» то для Ггероваиого оператора т" має місі© представлення

8 1 тп j •= ( - tp * lot* >" , <26t)

звідки одержується, що

г»
з  [ p e n  ) r Р (  - i p  * їді1 > = ^  С - і р  * (Зі* >к -

к  = О

к V
“ «п ГТ  < + '3 IZ r  > ‘ •j**

де б - cat.ax,...,am>, » - нулі полй эма /»с*> кратності v..

Із (28 ) вишиває, що кожному стволу
* v

k * ‘ л " '
—і_ -  І -  п  ____ ‘___ . L  Г  Г  _____і____ Т
рс*> а }ч ( z - * iv‘ а 4-

n J П 1*1 j«t І

можна взаємно однозначно поставити у відповідність оператор
k

П
pc-tf/»idiz> а і« с -tp*idi*-*.>VJ

** J

Vk І <̂І> 

а /L  X  < -ір+ їді1-*>Vjп І*» )«1 ^ і
де

V, -і

lim
< VC  j >t d, V J

4  * ~ -t 
P(a)

(2T)

<28)

Аналогічні співвідношення одержані 1 для перетворення /апласа- 

Фур’е. За допомогою цих формул в § 16 одержано фундаментальний 

розв’язок полЬиряволІчного оператора довільного степеня у
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gft.x і to.xoJ =■ aec«-toJ hci.x I toico> , (29)

д е л -  фундаментальний розв'язок оператора т

BCt-t У -I*-? I*s*a-1 )
h«.x I f ,2 і  -  --------------------  «- ° ° , (ЗО )

° ° [ 4Wt-t0)  ] m'  *
V

1 * ‘ Ct-t >J~* /і'1' г I
sect-t ,  = _  \ у  -- 2-------------------і—  e °  . (30 \

Отже, фундаментальний розв'язок оператора per у відрізняється 

від фундаментального розв’язку оператора т .иртэ множникок, що є 

функцією тільки від часу t описує дисипацію енергії. Функції 

ак«-*0> здержені в явному вигляді для ряду варіантів оператора 

РГТІ.

За допомогою фундаментального розв’язку одержано розв’язок 

задачі Коші

РСТУ аСі,хУ - fCt.Zy , T lw - у^СхУ ( I - ) (31 ,)

у вигляді
♦

-  J J  -1  f  “>■*• ї  і  ( т“ "  -
oJ Е j Іс Ь 1*0 Ж J

-  %. + ^  Y . <_1>J [  ( rJ *  ]> -  w «  <f4 1 • <з , .>
і?о e ” J о . J

Зокрема, якщо п - 2 , / » < р - о , а

{ А ,  1x1 S  в
,

О , > а

де а  - const > о , то із (3tj) одержується розв’язок

-  £  Ш> [  ^  )  + *г /  ( »_LJ* ) ]  , (32)

де

25



26

ысо

expf-at̂ 2a ^[ a,  ** [ Щ  J * VS c* ( ^  ) ] . »*> 

і -  ы р с - а у г агі [  a * t «  (  У р  )  * VBco* [ ^  ]  ] .  o<o
VS

( D«a*-4e a ). Показано, що ц&а розв'язок, як 1 ряд Інших 

одержаній розв’язків біпараболічного рівняння, має Істотно відмінні 

властивості від розв’язків рівняння теплопровідності. Зокрема, для 

розв'язку (32) характери  ̂ поява поодинокої хвилі, що рухається в 

напрям t осі х з монотонно спадаючою по < амплітудою.

В § 17 введена функція вгтшу e(t.xt«o.Z0> поліпараболічного 

оператора p c t j  і одержано Інтегральне представлення розв'язку 

початково-граничної задачі, яке має вигляд

• І
< IV

,х>* І d t /Ос*тх  - 
оі і

[ [ С P  о ) T2k-J lu 1

O J  ^

-  J  « .  I  (  < r> °

d x

• n dY о *o

+ Z f ( ( a  > r ‘u I  - d"fro a  і  °

d<o < yJa >vr*k'lu < r ‘« )w ” ''a  j-  nodyo (33)

д е  0  « e *  - «анот^на область простору £* з  регулярною одноав'яэною 

межею Г , я - зовнішня нормаль до неї.

На прин аді одвієї одшоаимірної задачі для біпараболічного 

рівняння, розв’язок якої, одержаний м  допомогою формули <33), має 

вигляд
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/ *Itt

X -p(- - 2 ф,|* УГ - 2 ^ . , /c (- _*_]].

де <po. ф4, wj і - деякі сталі, a

(34)

u Ct.xJ -= <p0 + С - ф ) er/cf—?— ) - (35)
1 2 Vf

розв’язок класичної задачі

r ,uct,x> = 0 ( o s x < o o , t > o ) ;

и<0,хУ = фо , ir<t.X>} ~ w  , Ию и Ct,x.> ”  О ,

к т
показано, щи ці розв’язки принципово відрізняються. Зокрема, дяя

(34) характерна поява через деякий період процесу сплеску, 

амплітуда якого росте з часом, а сам він рухається в напрямі осі х. 

ІІри цьому, якщо xwaK<t> ~ координата максимуму сплеску, то дяя 

фіксованого < при ж ./ х ^ с о  розв'яьок (34) прямує ю розв'язку

(35).

В § t8 вивчаються автомодельні фінітні розв’язки

{ w Ct,x> , О < х < х Cty ,
^ (36)

о , х > X Сіі ,
одаовшірного бігарабслічного рівняння

Р<Т> u =  г г u<t.xj =» О , (3 7 )

яке дозволяє одержувати точні розв'язки в замкнутій аналітичній 

формі.

Доведено, що це рівняння має розв'язки типу (36)

- ехр <ро фСр , £ - X - V  t ; (38)

v ” const > о - ввидкіста. хвилі, р - коефіцієнт затухання. Вони є

тепловими ХВИЛЛЧИ з скінченною швидкістю поширення збурень.

Прикладами одеряаних розв'язків з такими властивостями є:

> 4т +и
-А« -х;> ” с **рср*>^ 7{~Гі~ еугріг̂ Г-K-vt}') - expCr̂ Cx-trtJjJ , 0=-кгхв;
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{ Р иСг - г  Х х -и О  і
[ —4г~+Ь--------- ~ 1 J *

♦ ®хрСr Сх-і/О) ♦  --if— —4 ft f /  и* ♦ 4 p - v l c x - v < ) x
* 2fu *8(1) 1 J

4r +v
x ( '■ 4r^+ iT • « P C r / x - u * »  *  expfr^Ox- vOJJ I , -i> / 8  < 0  <■ О ;

[ 2

s ~ ^ ( x - t > t ) *  +

t | ( x - « t )  + l j  , P * " ‘ 'Ix 4 .

де О S X S V t , с = const, r  r -  I £- и * /  v* + 4 p j .

Розгхдаючи автомодельні розв’язки, що відповідають 

стеданевому граничному режиму для рівняння (3?). одержано наступні 

твердження.

Теорема В. Множина розв'язків біпараболічного рівняння тги=*о 
містить в собі підошоиину с п а д н и х  при х -► <■> фінітних 

розв'язків ВИДУ

U С

( і ♦ о “  <р f ---- -- j , 0 s X < tp<t*0 *'

(39)
l/J

x  г y i * 0  ,

які відповідають степеневому граничному решту uct,o»=c t * t >а t 

при о < а < і огмсують теплову хвилю з скінченною швидкістю 

поширення збурень; при а м  таких хвиль не існує.

Теорема 6. Множина розв'язків рівняння Г*и=0 містить в собі 

підмноживу необмежено з р о с т а ю ч и х  Прй X —* » фінітних 

автомодельниі розв'язків виду (3^). що відповід-оть степеневому 

граничному режиму u(t,o>~ci+tia t для довільного а > о списують 

теплову хвилв з скінченною швидкістю поширення збурень.

Заключне частина § 18 присвячена яослідененкю умов Існування 
автомодельних розв'язків рівняння (37), які описують режими з  
загострення* (див. Оамарсмт А.А., Галактоиов В.А., Курдпмов С.П.. 
Михайлов А.П. Режимы с обострением в задачах для квазилинейных



29

параболических уравнения.- М.: Наука, 1987). Нехай розв'язок u«.x> 

поліпараболічного рівняння необмежено зростає за скінченний 

проміжок часу [о,г >. Будемо вважати, що реалізується

1 ) H S  - режим 0 загостшнням, КОЛИ uCt,..> —> 00 ’три t  —» т*
дяя всіх х  г о ;

Z )  S  - режим 3 загостренням, ЯКЩО u<t.x) —*■ 00 при < —» Г* Г1Я 

х « to,xo) , а при х  є г хо,оо> ця функція обмежена зверху 

рівномірно по t б

3 ) ls  - режим з загостренням, якщо иа.о) — ► оо при t — » т~, в

для х > о вона обмежена зверху рівномірно по * є [о,то>.

Отже, у випадку 2) має місда локалізація енергії, а у випадку

3) - граничний режим з загостренням.

Спочатку розглянуто автомодельні розв'язки рівняння (37) 

вигляду

WA<t.x3 - < г с- < ) 'а  <рс£> , £ - ■■ ---; , а  > О , (40)

■/ т - t
о

що ьілповідаїпть степеневому грапичному режиму з часом загостренням 

г . Одержано наступне твердаекня.

Теорема 7. Множина розв'язків рівняігя Тги=0 не містить 

фінітних автомодельних розв'язків виду (38),(40), а функція 

и>дСt.xi описує в ts-рожимі з загостренням процэс переносу енергії з 

нескінченною швидкістю поширення збурень.

Я&сщо ш в (40)

то, як f в псшредньону випадку, найбільш загальний вигляд функції 
срг£> буде

де ну<г> - поліноми Ерміта, afc , * « Ї77 - довільні сталі.

Координата фронту теплової хвилі вводаться як 

х «х -о*'*, де о s £ < х / т 1'* з цього видно, що півіпирина* с о д ? о  ср О О *
теплової хвилі при *—*т~ прямує де х0 , а * «•> є неопадно» 

функцією (Фізично це означає, що енергія, яка надходить в систему, 

зосерелжується в зоні, ефективний розмір якої яе скорочується). Має

X - X

Є

 О
- - J =  

У  Т -  t о

(41)

W  - * °Ж "-«а-/*'" *

(42)



зо
місі»

Теорема а. Множина фінітних розв'язків рівнями гги-о містить 

піданожину розв’язків

{
ш <t.x> , О < х  < х  - Є ст -<>*'* ,

°  >  °  ^  (43)

0 .  *  2  * о  -  С / 7 о  *> •

де *дс«.х-> визначається (40), (41), які при а - с « + і , п « 

=*0,1,2,... і описують локаліз цію тепла в s-режимі з загостренням.

Отже, тут існух.'ь два типи фінітних розв'язків, які описують 

цей рэ-им: 1) зупинена теплова хвиля (при і = о); 2 ) хвиля, що не 

поширюється за точку х=*о (при > о ). Прикладом останньої може 

бути розв'язок рівняння тги = о , який одержується з (42) при п =

- і, оі » о, аа - -і, і має вигляд (43), де
х  -  х  ,  С х  - х ) 2 ,

w  (t ,x ) *  -- ----— © хр І ------  І - О < X < X

А СТ - О  4 С Г  - О  * °о  о

теорема 9, Нехай з (42) а = о 1 виконується одна в умов;

1) а( * о , , а у вир із! (40) a s -з/4  , але а * -і ;

2) «в = о , а у виразі (40) а - довільне дійсне число,

то рівняная тги - О не М£Є фінітних розв’язків типу (43).

Твором а 10. Нехай В (42) ag » » О . ТОДІ

1) якщо а » п * і'2  , п « , то Існують автомодельні

фінітні розв’язки типу (43) рівняння тги = о , що описують S-режим 

а загостренням 1 є зупиненими хвилями;

2 ) йдщо а  - п , то таких розв'язків не існує.

В § 10 проведено узагальнення одержаних вище результатів на 
випадок біпараболічного рівняння вигляду

/>.г> її s < аг ♦ с^г1 ) ія«.х> » о , (44)

Фінітний розв'язок цього рівняння типу (38), якщо він Існує, при
о і х  < * ^ r o ,  f > о має задовольнити умови

uKt.O) -  u(t) , g£ с * а т  > u«.o> -  о ;

- и0<*> , <а4 + ajr>ufo,x> » a j (46)

Дня ньоп спочатку розглядаються граеичаї режими, які задовольняють 
умову



uCt.O) < A ( T o - t ) V exp ( a(To~t)P > (-t<|150 ; yf.a=conjr«>0)(46)

З Істотним використанням теорем порівняння для параболічних 

рівнянь доведені наступні твердження.

Теорема 11. Якщо V - дійсне 1 В (45) û cti —> оо г.,Ж t -* г" , 

ТО Існує фінітний розв’язок иа.хУ рівняння РСТІ u = О , ЩО 
задовольняє умови (45) 1 описує Ls-режим з загостренням з 

скінченною швидкістю поширення збурень.

Теорема 12. ЯКЩО
uCti > А С Тд - t 3V ехр { о г С I A,a =const>0,v « R ) ,

ТО Існує фінітний розв'язок рівняння Р ТУи - о типу (36), що 
задовольняє умови (45) 1 огасує s - режим з загостренням з 

скінченної, швидкістю поширення збурень.

Теорема із. Якщо для біпараболічного рівняння Рстуи - о 

граничний режим такий, що

uCti > А ( Т - t >V exp ( аСТ -tyV~) ,
І  О  ^  v  о  1 9

|А > 1 # V - Д ійсне, а , Л е  con.S’t > О , ТО СврвД МНОЖИНИ

розв’язків його містяться ф інітні, які задовольняють умови (45) 1
описують HS -pe*k.i1 з  загостренням 1 з  скінченною швидкістю поширення 
збурень.

В п ' я т і й  г л а в і  роботи розглянуто деякі питання, 

пов’язані з математичним описанням процесів переносу тепла в 

речовинах з тепловою пам'яттю за допомогою еволюційного іатегро - 

диференціального рівняння (11) та конструктивного розв'язування

спеціальних граничних задач для нього. Зокрема, в § 20 показано, щп

гадбраження Лапласа-Фур'є оператора м має вигляд

R 3 X І *  іЗ і2 J , (47)

що дозволяє одержати фундаментальний розв'язок його для ядор 

релаксації, .зсі задовольняють тільки умови зображення по Лапласу:

с+ їда

> -ХІ- Г Е£їє££У f ™ eL ~“ ijt±A ата, (48)
C27P  j  г? LCs  > j  I О I +

c-ioo

де x = * - *0, r = і* - ?0 . При цьому, в залэжност!

від розмірності простору е" ,

ЗІ
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1 [ **Р< ~«Гг Э> ) ^

сгчр™ J і о | * + a<s >

&хр ^--|r| /  a Cs )  J

2 /7 7 1 7  

к  *« ( ,?l /л с* > ) •

exp | r |  V A C s )  j
, m—3

4 Я. | r |

де KjCie> -функція Боссоля уявного аргументу.

Одержан! представлення фундаментального розв'язку (48) для 

малих 1 великих значень чалу, виявлений його зв'язок з 

фундаментальним розв'язком ж і .г> класичного одаратора

теплопровїдност 1» Зокрема, для мала <

f(X.r) *  h<X.r) - et act j hf%' ,r) dV * Cl~Xt>X tiCxJZ) I -

1  T ‘

_t< a -  a Ж) j d r  J h(^.r) d f -  |<» - aet)*'t*hfT.r>-  Є.

г t* а

jes J dX' I ht£.r> de к  1 - жг > j f w r ,r )  d / . . . .  (49)

де ae, “ V ek • \  “ *■ c0> • et ” є f0>-
Доведено, що при X.o« і характер розповсюдження тепла, який 

описується цим розв'язком, в якісному відношенні близький до того, 

ИО дається класичною теорією. Коли ж Ьо=о , то рівняння (11) описує 

процес з скінченною швидкістю поширення Збурень К =1'/F \  EKJ є 

новим важливим моментом.

В § 21 вивчається питаня” про особливості проходження

затухаючих хвиль вигляду

u^t.x) » А в х р  £ -VC e - x > * t O a ^ < - C a ‘ xJ ^ i » j j  , (50)

8 речовині э пам’яттю для визначених випадків Хо*о 1 Хо о. 

Показано, во (SO) є розв'язком рівняння (11) при /О»о тоді 1 тільки 

тоді, коли ядра релаксації задовольняють умову



< (  V ♦  t  UKu /  LCUP »  Ш ECU» ' ,  (51 )
oo

да гсы>- J fcvexpc-iuradx. Як функції в*т частоти ш в явному

о
вигляді одержані вирази для швидкості 1 і юфідієн^а за.ухання 

хвиль, виявлені зв'язки з відгі-відаими величинами для класичного 

рівняння теплопровідності.

теорема 14 . Якщо проходження температурної хвилі (50) в 

середовищі З пам'яттю описується рівнянням ttuCt.x) ■- 0 , ТО

1 > прк Хп*о дія низьких частот II швидкість г коефіцієнт 

затухання узгодауються з значеннями, що даються класичною теорією; 

для високих частот швидкість 1 коефіцієнт затухання зростають 

пропорційно ьї'2 , причому швидкість при інших рівних умов-v або 

більша -(п̂ л \ /єо>*/с^), або менша (при ко'во<ь/с^) від значень 

класичної теорії;

2) при А.0=о швидкість хвилі 1 коефіцієнт затухання скінченні 

при довільних великих і»), а амплітуда хвилі монотонно прямує до нуля 

при t —» ® .

В § 22 подається операторпе формулювання початково-граничних 

еадач (11), (12,) 1 (11), (12z) в просторі і.*сй>=£.2сф®і.2сГ>.

елементами якого є пари функцій йсх>=[ uoix:>,utc5j} , а скалярчий 

добуток задається формулою ccn.t7w=cao.uo5£J+^ut,vi>r. з задачами 

пов'язуються оператори лг і лг, що породжені допоміжними 

еліптичними задачами 1 діють за правилами

Л,ф - І є (fCxJ , < п • v xpcSj ] , лаф - [ Є <рСх) , <1 2) 1 . (52)

їх області визначення всл) * ( рсхі: фсі> е с2сП>,( пг '? )срсЗі = о}

1 DCA У « ( <QCX): фСх) є сгсп>,фг5і] = о) відповідно.
г

Тоді в просторі L*сП> задачам (11), (12t) 1 (11), (122)

відповідають одарагорні задачі Коші < *  = 1,2 >:

+ j»̂ S ♦ Е * Jj' * X *  - 7  , 5С0> = йо , (53)

да 7  - [ f oCt.xM <x)) , f tC t£ .uCs)) 1 , 50  - [ ио<х> , uoC.s> J .

За означенням, операторне рівняння л±ф - р ф еквівалвнтне 

граничні» задачі

33
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£ < р = р < р ,  х «  Q ;  ̂ (54)
с Y  7  хр « р ф . З Є Г, ; С ііг ' V “ О , S Є Ге

а рівняння лг ф = р ер - задачі

є ф - Р ф , х е О  ;
у н т  (55)

ф - - р ( J v )<р , І € rt ; ір ■ о , І б Гг .

Істотно» особливістю цих задач є входаепня спектрального

параметра як в рівняння, так 1 в граничні умовк, що приводить до

ряду корисних в теоретичному 1 прикладному відношеннях висновків

відносно спектра власних значень 1 апроксимативних атастивостей

власних елементів. Зокрема, довЬіьниґ элемент /<=і.2іП> н о ш  4ути

наближений рядом 
00

7<*> -  £  / п ?„<*>. < / п “  ЬҐ а  7 , фп »  , шп= »фпв >, (56)
.«*1

гго оотонормованій системі власних функцій оператора , який 

збігається в нормі простору ь2ій> , тобто як в області Q, так 1 на 

її межі Г. Крім того, мають місце наступні твердження.

лема з. Якщо Г е ср-, р > о - ціле, то знайдеться константа 

ц > о така, що для довільної функції « « « /р,сО> має місце 

нерівність

H u l l  о  S ц  II Л *  «  Н

д е  V ш р  -  1 /2  ,  м в І иСх>  ,  } .
Теорема is. При виконанні умов леми узагальнений ряд Фур*є

(56) функції f<x> «  wl*'ca> з  слідом fcs) на Г4 по власних
функціях оператора л % збігається в нормі w ^cQ j, а для його 
коефіцієнтів має місце оцінка

І /  І < 4  . (57)
і/
п

де |і̂ - власне значення оператора . При р > іИ т ^ а ] , та і ,  ряд 
вбігається в ср-  'лп с с<0>,

У вш.лдку оператора лг задача (56) зведена до дослідження
операторного рівняння

(fcjjj -  р р  ф - р Оф . (56)

з цілком неперервними операторами р  1 о , дослідаення якого 
покчаьло, що при «і » а спектр оператора , владається а двох
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серій дія •'них власних значень: додатних з точкою згущення на 

нескінченності 1 від'ємних з точкою згушення в нулі. Слід 

зауважити, що при m = і число від'ємних власних значень не 

іюревицує двох.

В § 23 метод апроксимації рядами по власних функціях оператора 

застосовано до розв'язування лінійної одараторної задачі (53), 

коли ? не залежить від «. її розв'язок шукається у вигляді

, (59)

де функції a cti визначаються як розв’язки задачі Коші для 

звичайного інтегро-доііеренціальяого рівняння

du du
-Еґг* * ft u  ♦  є  *  ~ ґ г > * 0  С А. *  u  У ~ f  СіУ. и СОУ я  и , 
at "г* r* at n n * n  п

До нього застосовано перетворення Лапласа, в результаті чого 

коефіцієнти в представленні (59) одержані у вигляді

С* і.СО ч
. ж- е хр С sr t >С F  ■*- &  и У c/s'

и U 3  - ‘ Г --" ■....  ■■ ■■П------2-=-,----------------  . (60)
j { Е C s 3 + 1 1  + 0„ г * ( S 3 *  і ]

С-і 00
де шлях інтегрування в комплексній площині « лежить спрвва від 

усіх особливих точок підінтегральної функції; ескЗ =? £ f єі, і.о> =

-  е  І Хз , Гп -  Я, { / п] .
Е заключній частині цього параграфу наведено кілька прикладів 

орговоржзваних в і. г<й> власних функцій оператора при £н-т* для 

обмвяеннх областей Q в циліндричній і сферичні* системах координат.

В « 24 досліджується одно виміри з задача типу (55), для якої 

оіюрвтор лг діє за законом

[ иСхЗ , и < 0 3 ,  - и  ( І З  J —» [ -и"(хЗ * Чи(хЗ, иСОЗ, и(ІЗJ . (61 )
Обчислено від’ємні власні значення цього оператора при я - с ом*, 

дослідаена зсштгготика аяйсвгак значень, яка має вигляд

* = * Є р -
і розглянуто два методичні п р тш ж  застосування власних функцій 

задач з параметром в рівнянні і і-раничних умовах для розв'язування 

двоточкових одиоваяірвих задач. Основний результат складає



V  а с Сх, О )/  п п г г>

Теорем а 16. Якщо функція 7-І (о), /  « і |  «*.*{ о , ц  має в
околі точки х є <о,і) обмежену варіацію, то її ряд фур’є ш  

власних функціях одарато. а * г  збігається в нормі l z i  о , і ]  д о  7, 
причому

f ( * O i  .  х  -  О ,

І [ /<х*0> * f<x-o> j , X * <о,і>, (62)

f(i-Oi , х - і ,

д е  ,  t  . . .

» j?i'*p-5 I j  сСхф і/Cxidx + с’сс.рпі /с 0і ♦ /fUc'ci.p jj .

ЦІ формули мають конструктивний характер. Власні функції 1 

рівняння для визначення власних бачень операторів лх для різних 

комбінацій граничьлх умов в точках * « о і *  ■- і подані в 

таблицях.

В § 2Г вивчаються питання Існування 1 єдикості розв’язку 

нелінійної Істотно нгоднорідної задачі

М 4<tJb “ f'f.tx.ui , х « Q ; (63)

irfo.x) “ щ.і>; *  псіЛу - j(t.s.u), « Г  ; сnz-9>u(t.s> « о, ?*Гг, 

яка за ^помогою огератсра At зведена до операторного рівняння тицу 

(53) в простор! l*cQ> . За допомогою дробових стегенїв оператора, 

теорем про пі яиі.̂ іння гладкості 1 теорем вкладання для соболеве Ь-Лі 

про crop1г одержані ааі.упні локальна 1 глобальна теореми Існування.

Теорема 17. Нежая ядра релаксації аналітичні 1 задовольняють

умови

єсо і > о , є<о> г о , єічо> і есо) , Xfo> > о , Ухо) і о .

ТОДІ, ЯКЦр

1 ) u  <х> о  C afO> 1 СП 7 ) u  -  О н з  Г ;' о  а о ■

2) / (  .х.й>, j -  0.1 , мають авгорьрвді шриї похідні по t г
u;

3) \f ( і,х м і \л s  \/иЛ.о)\л * ct ( . ♦ 1. 1—  ) . де c f »

■ -OrUBt > 0 . IR £ 1 ,
то пр і •  ( o ,*e ) Існує єдиний розв’ язе.» задачі (63); при "ьоиу
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її «  в fc'‘v,cr> , о < v <• і.
Вона гарантує Існування і единїсть розв'язку для малих значень 

часу. Якщо нелінійність задачі (63) слабка

11 / а t.5> - /Г<г.ы> 11 < co 11 и ,
то має місце

Теорема 18. Якщо ядра релаксації задовольняють умови 

попередньої теореми 1, крім того,

1) є с3с0> 1 спі ■ v:>ио =■ о на Г ;

2) f.aJc.H), j » o.i , мають неперервні перші похідні по t ,

х  1 « ;

3) Of /в и  рівномірно обмежені ПО і t  X ;

4) l/ct.S.iiJi1 s |/,«.х.о.>|* ♦ CjE { і ♦ lui”*1 ) ,

то існує єдиний розв'язок задачі (63) на довільному Інтервалі часу 

С 0,1 ] 1 при цьому и« V <• 1/ 4 .

В § 26 викладено наближені методи Інтегрування лінійних 1 

нелінійних ошрзторних рівнянь теплопровідності середовищ з 

пам’яттю, в яких на етапі зведення до задачі Коші для системи 

звичайних ін гегро-диференцізльних рівнянь застосовуються проекційні 

метода типу І'альоркіна. в яких для наближення розв’язків істотно 

використовуються власні функції операторів і лг. Якщо в вихідній 

нелінійній задачі можна виділити малий параметр о < є « і , іцр 

входить як множник при нелінійності в правій частині (наприклад, за 

рахунок шреходу до безрозмірного виду), то вона попередпьо 

зводиться до рекурентної послідовності лінійних ошраторних задач 1 
до них застосовуються викладені методи.
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