
Аісадємін наук України 
Ордена Трудового Червоного Пралора 

Інститут математики

На правах рукопису

lax Лариса Георгіївна

Алроксимаційні критерії та еквівалентність 
скінченно-різницевих характеристик гладкості 

функцій
/ >•і-' * 

01.01.01- математичний аналіз

А в т о р е ф е р а т  

дисертації на здобуття вченого ступеня 

кандидата фізико-математичних наук

КИЇВ - 1993



ЛННБ України ім.В.Стефаника

0 0 8 1 4 1 7 8 (Т)

Роботу виконано у відділі твори функцій 
Інституту матекагал АН України

Науковий керівник - доктор фізико-математичних наук. 
ШЕВЧУК 1.0.

Офіційні опоненти - доктор фіз,иФ-хатематичних наук, 

професор ТАМРАЗОВ П.М. 
кандидат фізико-математичних наук, 

доцент ГАЛАН Д.М.

Провідна установа - Дніпропетровський державний 
університет

Захист дисертації відбудеться Д  чээзр
о годині на засіданні спеціалізованої ради Д 016.50.01 

при Інституті математики АН України за адресою:

252601 Київ 4-.ГСП.вул.Терещенківська,з

З дисертацією можна ознайомитись в бібліотеці інституту.

Вчений секретар 

спеціалізованої ради ^  v f  ГУСАК Д. В.



ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ.

Актуальність теми. Теорія вкладення функціональних класів с 

важливіш розділом теорії функцій, який має чисельні 

застосування як в самій теорії функцій, так і в теорії 

диференціальних рівнянь.
• Останні 15 років вітчизняшши та закордонними матема­

тиками досліджувалося питання Про необхідні і достатні у мсти 

вкладення класів н£«] функцій, які визначаються за допомогою 

послідовності найкращих наблі^ень, в класи wr з обмеженою 

г-ю похідною, та більш загальні класи. Якщо для періодичних 

функцій відповідні питання в осн- тному вирішені, то в не 

періодичному випадку ряд питань залишалися відкритими. Зо­

крема, про вкладення класу ні*] до класу функцій с а з непе­

рервною похідною дробового порядку <*>0,до класу К.І .Бабенка 

Вгфункцій,що мають г-і-у локально-абсолют но неперервну похідну
С г !) 2  г / 2

на (-1.1) ті. |/ (хХ1-х ) |<< o n s t  <оо ' та інших класів.

Значна чаг-ина роботи повязана з ми дуле м гладкості, 

зал; овадженим З.Діціаном та В.Тотіком сд<ілі м.г.Д.Т.).Вони 

застосували цю характеристику при дослідженні 

К-функцюналів,отриманні конструктивної характеристики в 

термінах рівномірної оцінки наближення функцій многочленами 

в інтегральних метриках та при вивченні ряду інших питань.

В дисертації розглядаються м. Г.Д.Т. s рівномірній ме­

триці, через те , що і в цьому випадку вони виявилися вельми 

вдалим апаратом в різних задачах теорії апроксимації.

При цьому акцент робиться на Отриманні зв'язку м)ш і.г.Д.Т.

і модулем гладкості від функції 7-/Ccos о,(далі - тригоно­

метричний модуль гладкості).
На сьогодні ця тематика актуальна і інтенсивно 

розвивається у ряді монографій та статей вітчизняних і 

закордонних математиків,(див.монографії Otzian Z.Tot*  v.. 
ІевчуКа 1.0. .роботи Ос Vore RX). Jiang.DLe viaian.DLubinsky 

R.Kopotun,M.Ha8son.TXie,X.M.Yu,X.Zhou,I.O. Шейчук та інші) 

Мета роботи. Знаходження необхідний і достатніх умов
вкладення класу німіло класу функцій я’ те більш загальні



г -

класи.які характеризуються модулей гладкості Діціана 

-Тотіка. неперервними похідними дробового порядку. 

Дослідження еквівалентності модуля гладкості Дшана- Топка 

тригонометричному модулю гладкості.

Методи дослідженім. В роботі використані методи теорії 
функція, зокрема, методи теорії наближення функція та теорії 

інтерполювання функція.

Новизна результатів та їх наукова цінність. Основні 

результати дисертації є новими.їх зміст полягає в 

наступному:
- доведена еквівалентність модуля гладкості Діціана - 

Тотіка та тригонометричного модуля гладкості для непарних 

натуральних ю

- доведена точність за порядком оцінки тригонометричного 
модуля гладкості через модуль гладкості Дщіана -Тотіка для 

парних натуральних ю

- знаядені необхідні та достатні умови вкладення класу 
функція н ,якия характеризується послідовністю наякращих 

кабл’"кень, до класу К. І. Бабенка, а також до узагальненого 

класу К. І. Бабегаса;
- знаядені необхідні та достатні умови вкладення класу 

функція н до класу функція, що мають неперервну похідну 
дробового порядку.

Результати дисертації мають теоретичний характер і 

можуть бути використані в різних задачах теорії функція, 

теорії наближення функція.
Апробація роботи. Результати дисертації доповідались на 

Всесоювнія школі з теорії функція (м.Одеса 1991 p .).на 

Міжнароднія конференції пам'яті М.Кравчука см.Київ 1992 p.). 
на наукових семінарах відділу теорії функція Інституту 

математики АН України, на науковому семінарі з теорії 

функція Дніпропетровського державного університету.
Публікації .По темі дисертації опубліковано * роботи, список 

яких наведено в кінці автореферату.

Структура і об'єм роботи. Дисертація обсягом юо сторінок 
машинопису. Складається із вступу, трьох розділів та списку 

літератури . що містить 56 найменувань.
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ЗМІСТ РОБОТИ.

Значна частина дисертації (за вийняткои §§ и  і  32 )

пов'язана з модулями гладкості «*к<‘ ./>.запровадженими Діціаном

та В.Тонной .Др характеристик «^о.лприводять наступні 

задачі:

А.Поставлена К.І .Бабенкой - задача про вивчення .фостору

функцій / “/СЮ, які мають на С-1.1) локально-абсолютно 

неперервну г-1 -у похідну і т_.сих. що

і /CrJ<XX1-X2>r,,2|S M-const <00
майже для всіх х« І : =1 -1,1).

Надалі простір таких функцій /=/(х> будемо позначати 

через Вг .

В.Одержання конструктивної характеристики наближення в 

термінах рівномірної оцінки наближення функції, а ке 

поточкової оцінки.

Дисертація складається із введення та трьох розділів.

Перший розділ носить допоміжний характер. Проте і в ньо­

му доведені теорема ш  та теорема 1.2.1 .які мають,на наш 

погляд самостійний інтерес.

В § 11 наводяться необхідні надалі факти про к-у 

різницю
к ~  і»к к -і к

Д  С/.х) * > <-0 < ) /<** ih)
h І— і-О і

функції /  в точці х«і з кроком »и*?.а також про модуль 

гладкості порядку к.к<*4
k

**>k< t . / >  s u p  в и р  І А  С /»Ю |
0 < h < t  Xt М» x 4 k h € l  h

функції /, неперервної на І </«С(ію. Означається також 

множина мажорант Ф та множина к-мажорант Ф .Будемо писати

<г> « Ф.ямцо



к о >  - О ,

К») - № спадає на со.®). 

СС[ О ,” )).

Будемо писати *> «4 * .якщо е  «* та 

к*-) рС«)

4

Далі наводяться відомості про так звану екстремальну 

функцію
1 С х xCx-u>k~*

F Cx. Р-Ю - -----  ----------  ^<u5du  , ( I )
Ck-15! J 1 k

u

введену 1.0. Шевчуком.

Екстремальна функція буде використана у § г.з.

Тут у $ 1.1, за допомогою функції (1) доведена

Теорема Ш.Нехая «-ел о  - позитивна на

(O.r функція така, що

11 m l ra ( t )  * 0 .
t  4 0

Якщо <p '-4к.то існує функція /  «ю ао .И ) така.що
*>» ct

Сі i f  J fO-UH
k іo,a [ *•>);

w (t; f f [ 0.1] )* oC«C t)w  (t; /  ; [ 0,1] )).
k p.a m p.a

Теорема 1.1.1 уточнює теорему Р.Несселя та Е.Віккєрена у

TOMJ’ СМИСЛІ,ЩО не МІСТИТЬ д од атк ово ї умови Ч™
t-*0



Зазначимо також,що наше доведення значно простіше, ніш 

доведення Р.Несселя та Е.Вікхврена, тому що їх доведення 

побудовано на методі резонансу, який, в свою чергу, є 

розвитком методів С.М.Лозінського і А.А.Прівалова.

Теорема 1.1.1 доведена в спільній роботі з

1.0.Шевчуком. Всі наступні результати дисертації доведені 

автором самостійно. ^

У § 1.2 означається модуль гладкості ^кс«./>.

Позначимо

. k k - i 

А  С /. К) - )  c-1> /< х- k h /2  ♦ ІЮ
h I—' 1 иО

- симетричн" к-у різницю функції / в точці х з кроком ь.

Означен і  і.2.і.Нерівномірним модулем неперервності

(модулем гладкості Діціана- Тотіка) порядку к назвемо 

функцію
• k

% (* ./> ?■  SUP SUP ,  . . .  |А  .
0 < h S t  X I Cx+ khC l-Jt Э / Е З е І  h C l- x  >

Далі наводяться властивості модуля £>ка./),зокрема.

доведений З.Діціаном та В.Тотіком аналог нерівності Маршо:

і  t г 4"kCu*
С ----—  Ли * »/» ), <2)

J  J  t  u j . ,

ДЄ O S t< 1 . l / «  -  max I / С x> |, 
x*I

Тут і надалі c .c t -додатні числа (сталі),які можуть 

залежати тільки від к.

Проте, на відміну від звичайного к-го модуля гладкості

-5 -

**v(t./> нерівність <2) не завжди забезпечує одержання 

бажаних оцінок. Тому ркниісла noTh.!6a уточнити цю



нерівність. А саме доведена наступна

Теорема 1.2.1. Якщо /«ССІ). С xikhC 1-ха>1 /’г^г>.=1, ТО

-6 -

J J г Р'Ь <".(«, )
І Д  ( / ,х ) |< с  h

р 1 j  h uJ *
du

♦С Р
г a  ^ k( u , / )

J du + с / ' / * , .
J  о / Ь  и  Э

ДЄ papCh, х їш  h^+hCI-x^')1^ .

У § г.1 доведена

Теорема 2.1.1Для будь-якої функції /С Ш  та

будь-якого k,k«N, має місце нерівність

^  (tj/J  < с 
k

У § IS . доведена

Теорема 2.2.1.Для будь-якої функції /С (І) та
будь-якого непарного k,k«n, має місце нерівність

»  іи~П'£ <*»/">.
k

Наслідок теорем 21.1 и 2.2.1.

Для будь-якої функції /«ССІ) та будь-якого непарного к, 

к«И, має місце нерівність:

a s n  5 ca( ^kct./>+ tk«/»,),
k

зокрема.
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де С-ССк. «/»,).

Для парних к справедлива наступна

Теорема г.2.2. Для будь-якої функц.. /«с«> та

будь-якого парного к має місце нерівність 

к 1
»  ( t ХП 5 Ct ( f  ------------  du + < /« .) . t«{ 0.11.
k J t k*»u

У § 2.3 досліджується точність останньої оцінки. Тут 

доведена

Теорема 2.3.1-Нехая к -парне,к^. Для будь-якої 

функції *> «Фк знайдеться функція /«С(і) така, що.

elP{t)< o>k( t . / J  < CgPft),

але

k г і 4 (u' л
ы (tS/) > ct < ----- du ♦ »/«.),
k J t uk,,

де telO.1l.

В третьому розділі вивчається зв'язок мш просторами 

функцій, які означаться за допомогою

диференціально-різницевих співвідношень та просторами 

функцій, які означаться апрокеимаційними умовами.

Нехай сг»ген,- простір г раз неперервно діференційованих 

на і функція /?

Е„С/)<“ inf і/-р» - величина найкращого наближення

функцій /^С(І) многочленами р« Рп, Рп- простір алгебраїч­

них многочленів степеня s п ; і

- спадна послідовність позитивних чисел.-
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У работах Є.П.Долженко та Є. А. Севастьянова (для г - о ,

1.0. Шевчука Сдля г>и,дав. також MHa s s o n , TX ie . 

показано, що умова

£ . і  <оо ( 3 )

1-і

необхідна і достатня для того, щоб

НІ ?} < Сг«  0,1} >. U)

У § 3.1 доведенії

Теорема 3.1.1. Нехай г ^ . Умова

) V  <0° 
і— 1-і

необхідна і достатня Для того, щоб 

Н[«]с вг.

Позначимо -Н[k.р. і ].

При r* t будемо писати / « BrR[k.»>»I) .якщо /« вг

_  У Сг>

та |СГ-х> СІ-х-кр) Д  </ ,х>|-ОС**:ь і)
р

при ВСІХ *.*+тр « С-1.1).

Теорема 3.1.2. Нехай к«*, р®*к. Умова

п~к V  (ХрО-'пї)
t— і«і

необхідна і достат і  для того, щоб

-8 -
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H [ ? J c  Н [ к .* > .»  .

Теореми 3.1.1 и 3.1.2 с наслідками більш 
загальної теореми 313.

Теорема 3.1.3. Нехай к«м,гєц, Умова

1*п+1

необхідна і достатня для того, щоб

Ht?]c8rR[ k.P.IJ.

Теореми 3.11 - 3.1.3 добре узгоджуються з їх аналогами 

для періодичного випадку.

У § 3.2 дана позитивна відповідь на припущення 

Є.П.Должегасо про те, шо спосіб доведення СПІВЕ шошення С40 

дозволяє встановити аналогічне твердження для простору 

функцій, які мають неперервну похідну дробового порядку <*.

Нехай « >0,« «N, «-»[«] ,^-<аі,де [«}- ціла частіша «,

М  - дробова частина «, так, що

Дробовою похідною Маршо функції /« ССЕ 0.11) порядку

«є (0.1) називається вираз

/ ( х )  а  г 1-х  / ( х ) - / ( х + 1 )

CD / Х х >  ----------- - + -------  -----------------  d t ,

Г(1-«Х1-х)в ГС1-«) J o  t

де ГСі-<*> - гама-функція.

Дробовою похідною Маршо функції Сг«  0.11 > порядку «<>1 

називається вираг

CDa/Xx>- — ] [ D'Vjcx) С5>

У точці х = 1 покладемо



fP

ф “/Х1> 1 і»  (Da/Xx), С6)
Х -.1

якщо границя в (6 ) існує.

Позначиш

Hr t * l-  {/« EnC/)s *n , n ^ , / tJ> O )-0 .J-0 .r ,r+ i^| ,

Q" - {/<f*Cr. <0“/Хх>^С°, / с J>(1>0.J-0.r.r+1^J

Має місце наступна

Теорема 3.2.3.Умова

V4 “ . 2 0 - 1 .
) ' I і <даІ—  1 - 1

необхідна і достатня для того, щоб 

НгС*]с с а .

Зауваження. Похідна D°V означена формулами (5) ,<б).

називається правою дробовою похідною. Аналогічні тверднення 

справедливі і для лівої похідної дробового порядку.

На закінчення висловлюю щиру вдячність науковому 

керівнику Ігорю Олександровичу Вевчуку за постановку задач 

і постійну увагу і підтримку в роботі.
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Основні положення дисертації 
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