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Обиая характеристика работы.

Актуальность темы. Управляемые механические системы явля­
ется одним из основных классов моделей, описывавших реальные 
технические системы. Развитие косыонавтики. авиации, иааиност- 
роения, робототехники приводит к постоянному расширению круга 
теоретических и практических задач. Отдельные задачи вследс­
твие своей сломности переросли в самостоятельные разделы тео­
рий. Одной из таких задач является задача управляемости. то 
есть решение вопроса о возмомности перевода управляемой систе­
мы из одного фазового состояния в другое. Ревение этой задачи 
для линейных управляемых систем принадлеаит Р.Е.Калману. Пер­
вые результаты для линейных систеы были получены Н.И.Красовс- 
ким. В настоящее время имевтся значительные достиаения в изу­
чении отдельных видов ; управляемости для различных классов 
систем. Р.Габасов и Ф,И.Кириллова разработали методы, основан­
ные на линеаризации систем. А.М.Ковалев распространил на исс­
ледование управляемости метод инвариантных соотношений. 
В.И.Коробовым задача управляеыости была сведена к определенной 
граничной задаче и на основе понятия функции управляемости ре­
шена ревена задача синтеза. Много работ посвяіено исследованию 
вопросов, связанных с возможностью декомпозиции систем, с при­
ведением их к тому или иному каноническому виду, по которому 
ме«не судить об их управляемости. Седа относятся результаты 
В.И.Елкина, В.И.Павловского, Р.Су. Значительные результаты бы­
ли получены Н.И.БаЯтманом, Р.У.Брокеттом, Р. й.Винтером. 
А.А.Давыдовым. С.В.Еыельяновым, В.И.Зубовых, Й.И.Кухтенко, 
К.Аобри, В.Н.Семеновым, И.И.Петровым, В.В.Удиловым, Х.Херме- 
сом, Р.М.Хирсчорном и другими.

Другой вавной задачей теории управления является задача 
построения достиіимого за фиксированное время мнояества. Исс­
ледованием областей достиіимости для линейных систем при функ­
циональных ограничениях на управления занимались Б.И.Бублик,
Н.Ф.Кириченко. И.Н.Красовский, А.М.Формальский и другие. Для 
нелинейных систем при геометрических ограничениях на управле­
ния Й.И.Папасвк и В.И.Папасюк вывели уравнение в частных про­
изводных для субопорной функции области достиіимости при ' сов­
местных ограничениях на управления и начальные состояния.
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Последние несколько десятилетий большое развитие получили 

задачи управления вращательным движением твердого тела, чеку в 
значительной мере способствоавло интенсивное освоение коски- 
ческого пространства. В качестве управлявших устройств в зада­
чах управления космическиии летательныки аппаратаки наибольшее 
распространениз получили реактивные двигатели, наховики и 
двустепеннне гироскопы - гиродины. Возникавшие в процессе ис­
следования задачи по своей сути относятся к классу задач уп­
равления по части переменных, что наряду с нелинейностьв явля­
ется источником дополнительных трудностей и требует развития 
новых и совершенствования уше известных методов.

Проблема управления врашательным двишением твердого тела 
подробно изучена в школе В.И,Зубова, где решены различные за­
дачи управления с помошьв реактивных двигателей, маховиков и 
гироскопов, отрашаемые в монографиях В.И.Зубова, Е.Я.Смирнова. 
Іирокий круг вопросов управления ориентацией космических аппа­
ратов рассмотрен в книгах В.В.Кременгуло. П.Д.Крутько. Б.В.Ра- 
ушенбаха.

Цель работы - решение задачи построения областей достижи­
мости линейных управляемых систем с интегральными 
ограничениями на ресурси

- получение условий управляемости системы с одним управ­
лявшим воздействием при ограничениях на фазовый вектор;

- исследование управляемости системы дифференциальных 
уравнений, описывавших двишение твердого тела при помощи одно­
го двустепенного гироскопа - гиродина.

Методы исследования. Исследования, проводимые в диссерта­
ционной работе, основаны на методах выпуклого и функционально­
го анализа, аналитической механики и теории управления.

Научная новизна. В работе исследована структура 
достисимых мношеств линейных управляемых систем с выпуклыми 
ограничениями на ресурсы. Предложен способ приблишенного пост­
роения области достишимости. В случае интегральных ограничений 
на управления указанный алгоритм позволяет осуществить точное 
построение достищимвх множеств. Рассматривается приложение к 
задачам механики. ДЬказивается теорема об управляемости произ­
вольной n-мерной линейной' системы с одним управлявшим воздейс­
твием в односвязной области. Рассмотрена задача управления



вращательным дьишением твердого тела при помощи одного і «роди­
на . Доказано выполнение необходимых условий управляемости по 
отношения к угловой скорости тела-носителя при любом располо- 
«ении в нем гиродина.

Практическая ценность. Полученные в работе результаты мо­
гут быть использованы при разработке систем управления совре­
менными техническими обьектами. включая искусственные 
спутники, космические летательные аппараты, роботы-маиипулято- 
ры и др.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были 
доложены на Республиканской конференции "Динамика твердого те­
ла и устойчивость движений" (Донецк, 1990 г.), на семинарах 
отдела прикладной механики Института прикладної! математики и 
механики АН Украины.

Структура диссертации. Работа состоит из четырех глав, 
заключения, списка литературы из 63 наименований и содержит 
104 страницы машинописного текста, 24 рисунка.

Содержание диссертации

Первая глава является вводной. В ней рассмотрены актуаль­
ность тематики, дан краткий обзор работ по теории управляемос­
ти , приведены основные полоаения диссертации.

Во второй главе исследуются области достижимости систем, 
описываеыых обыкновенными дифференциальными уравнениями

Ц (і)х  + Ъ (И и  (1)

где 2-п-мерный фазовый вектор, и-«-мерный вектор управления, 
Л И) и Ь(і)- непрерывные матрицы соответствующих размерностей, 
^€ fA»,TJЗдесь предполагается, что ограничения на ресурсы выде­
ляют в пространстве управлений Д  выпуклое множество fls A  
допустимых управлений. Считаем, что П  = { и ( і ) : 9иІІл й і }  . 
При заданном управлении U [і) и начальном условии х„ решения 
системы (1) даются формулой Коши:

х М *  Н Ш . ,*•.*) аЄР ( І Ь ) * , + Iщ г ) и < г ) Л  (2)
и

где <pn,t)b f f i , ■<рц,п*0Н)в~Ь), 0Н)-т-
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даментальная матрица однородной системи і  П .  Область достими- 
мости системи ( і ) з а  время { *[і0Т] есть м н о іе ст в о  Q Цв/Т ) 3 

Зие ?l,x- Н } . а  мномество допустимых траекторий - 
мномество С- І  х  ll)t Сп[і,Т] : х Ц) *  Н(ї,*а,
После перехода  от непрерывной зад ачи  к дискретной, в качестве  
области управления получаем выпуклый многогранник f l  в п р о ­
ст ран стве  а  мномество допустимых траекторий ?  - это о б ­
р а з  многогранника f i  при линейном п ре об ра з ов ан и и  X  = б ' Н  U . 
где Х =  (х?Ч<)xl (ІЛ, <  (Ь), , xZhJT, U'CufW,
... , u j d d и* (tj) > а  Н - блочная  нимне-треугольная 
матрица, с о ст ав л ен н ая  из блоков  Viitji.b с в ои  оч е р ед ь ,  область  
достимимости являет ся  проекцией выпуклого м ногогранника  С На 
п од про ст ран ство  переменных xĵ ) .  На о сн о в е  т ак ог о  пе рех ода  от 
непрерывной зад ачи  к дискретной получена формула для прибли- 
менного вычисления области  достимимости ( лемма 2 . 1 .  теоре-

{(f6 1(е'0(сЮХ№1 г * е
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/ с ' Ч )  0 . 0  \ І о 0 . . о о \
• rtg... о . ; ::|
о о . . €%)/ \о 0 . і О І

0 ( 2 )  - Э(С)' Е , В - единичная наЛ *а /м атриц а ,  а  с и с ­
тема ( 1 )  приведена к виду

*  = .+ С(0и, ( 3 )

где С U)- невыромденная п»п матрица.
Аналогичные р а с с у я д ен и я  позволяет  све сти  двухточечную за д а ч у ,  
то е сть  з ад ач у  п ост роения  управления и т раектории  при заданных 
начальных и конечных с о ст оя н и ях  системы, к з ад ач е  линейного 
программирования .

В сл у ч ае ,  к огда
* m

* иІ<А - 1 71 Іиі№Н elt ( 4 .)

І .
указанный алгоритм позволяет  осуществить точное построение  об-
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ласти достиіимости. Доказана следуемая теорема:

Теорема І. Областьі достиіимости системи (!) с ограниче­
ниями на управления (4) является выпуклая оболочка точек вида 
і =  1  V  ( і , V) . где Y* - С- тый столбец матрицы У и ,Т ) . 
f t  [  /,Т]. Рассмотрены плоские линейные автономные управляе­
мые системы с нулевыми начальными условиями. Для них выводятся 
формули, определявіие границу области достиіимости. Исследова­
на ассииптотика при неограниченном возрастании вреиени. Рас­
смотрены характериие примеры эволвции областей достиіимости. 
Получены форыулы управления и проанализирован характер траек-

Т°РНИ- і  к  . ,1/ i
В случае, когда 1иЧл •( J  £  ut область» дости-

*** " -і
іимости системи (1) является эллипсоид ( Y  / О  *» *  / * 1 ,
где Y V'(t,T ) . Получени уравнения границы
области достиіимости в случае плоских линейных автономных сис­
тем, исследована, ассииптоика эллипсоидов при неограниченной 
возрастании времени и проведен сравнительный анализ с резуль­
татами, полученными для ограничений на управления по норие (4).

В третьей главе рассматривается вопрос об управляемости 
системы

і - /I/O* * іН)и
(5)

в области, то есть при ограничениях на фазовий вектор. В пунк­
тах 3.2 и 3.3 рассмотрены соответственно плоский и трехмерный 
случай. Проведен анализ поля скоростей, доказано вспомогатель­
ное утверідение для плоского случая:

Утверждение 1. Пусть дана система Zi • ас* , і г * и и 
область Н  с границей T (x ltxx) • О . где 2Г - непрерывная 
замкнутая кривая без самопересечений и пусть :

1) V  а,б I 3 единственное реіение х г * / (*,)
системы , *х)  ~ о, Х г >0 )

2) V 1,6 Г 3 единственное реіение x t - у (x t)
систеиы Г  (  х-i, х х) * 0 ,  хх <0;

3) 7Г ( х,, 0) * О V *< * внутренности I  , где X  -
проекция области Ц  на ось

Тогда система (5) управляема в области И 
Сформулировано и доказано аналогичное утверідение для
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трехмерного случая: %, - ** , it * х і ~ и.
В рассмотренных примерах, кроме проверки условий управляемости 
согласно докаэанныы утверідениям, показаны различные способы 
нахоадения траектории, лежащей в области и удовлетворяющей 
граничным условиям. ‘

В пункте 3.4 рассматривается вопрос управляемости системы

*1= , ±1- *5, • . *-v = U  (б)

в области Н с границей V ( ,xJ=Q. Доказывается теорема
Теорема 2. Пусть
1) Y - О - непрерывная замкнутая поверхность без самопере­

сечений;
2) Vj= і, л -t , aj)£l' Эединственное реаение xut~
ї ^ с  Xj) уравнение Fj^b-0 . где Fni4 = Г  .

I . есть проекция области И на плоскость О г , . .. х- ;
3) Тли I О >* О V і * , , . . ,х лч). принад­

лежащих внутренности 1п.{ .
Тогда система (6) управляема в области Н  .
В общем случае, чтобы воспользоваться доказанной теоремой 

нуїно привести систему (5) к виду (6) с помощь* преобразования 
x~UРу. где U ’ ( {  I Л (  I Al 6 I . . матрица управ­
ляемости, Р  -верхне-треугольная матрица с коэффициентами, од­
нозначно определяемыми из разложения Ап- Ап'1~. ~ рл Е ,

В доказательстве теоремы 3.1 и при выборе траекторий, ле­
жащих в области, в рассмотренных примерах пункта 3.3 возникал 
вопрос о нахождении кривой, лежащей на границе области и
удовлетворяющей данной системе. Поэтому естественнмм образом 
возник вопрос о нахождении соответствующего управления. чему 
посвящен пункт 3.6.

Рассматривается приложение к задачам механики. Исследован 
вопрос управляемости систем, описывающих движение тела пере­
менной массы и угловое движение твердого, тела с различными ог­
раничениями на фазовые переменные.

Четвертая глава посвящена одному из наиболее эффективных 
способов управления вращательным движением твердого тела - при 
помощи двустепенного гироскопа - гиродина. В отличие от махо­
виков,влияние которых на суммарный кинетический момент осу­
ществляется 5а счет их ускорения или торможения, изменения



сумарного кинетического момента при использовании гиродинов 
происходит в основном за счет поворотов оси врамения роторй 
при поворотах гирокамеры в подвесе. Управлениями при этом яв­
ляется проекции прикладываемых к рамке гироскопа моментов сил 
на соответствушцие оси вращения. Уравнения двимения
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-rxeUn.^)Tcv + Jb = u 

(ffuj) * tO* 0 m + to + (k.cor у - a, t Д + 

+ w *  [ t ,  + (кв tin^ + ne cosc^) A, ] * 0

(7)'

( 8 )

где w  - угловая скорость тела-носителя. А,- кинетический мо­
мент ротора, в  - тензор инерции, имеет пятый порядок и явля­
ются достаточно громоздкими. Вместо угловой скорости гирокаме­
ры введена новая переменная А  . равная абсолютному кинетичес­
кому моменту гирокамеры относительно ее центра масс, а тройка 
*• • С, . л* взаимно ортогональных ортов, задающих начальное 

располоиение гиродина в теле-носителе, выбрана специальным об­
разом, что позволило упростить уравнения двимения. В линейнои 
приближении вследствие такого упрощения матрица при фазовом 
векторе имеет блочную структуру

- К  о - и , Ґ  о \

- U r  о - и л ' '  о

^ о  ( 1 « { S ~  « ( * )  A. -к°1ь1 о

(і О  о  О о

о о - 1  Г' о

Г Д Є  «<і - коэффициенты матрицы (9 ~  t ,tв ) , Ч Т О  позволило вы­
числить коэффициенты матрицы управляемости рекурентно и найти 
ранг. ( В качестве невозмущенного движения выбрано положение 
равновесия тела-носителя и гирокаыеры ). На основе теоремы об 
управляемости по части переменных в линейнои приближении полу­
чено. что система является неуправляемой как по угловой ско­
рости тела-носителя и гирокамеры, так и по угловой скорости
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твла носителя. Для исследования управляемости исходной, нели­
нейной системы применяется теоремы, полученные на основе мето­
да ориентированных многообразий. Доказано выполнение необходи­
мых условий управляемости по отношении к угловой ^корости тела- 
носителя при лвбом расположении в нем гиродина.

В заключении дана сводка основных результатов диссертация:
- получен метод приближенного построения областей достижимости 
линейных систем с ограничениями на управление типа норны ( для 
различных норм );
- описаны области достижимости линейных систем при интеграль­
ном ограничении на управление;
- доказана теорема об управляемости линейной системы в области 
и описаны способы нахождения режения двухточечных задач с ог­
раничениями на фазовый вектор;
- в задаче об управлении вращательным движением твердого тела 
при помощи одного гиродина доказано выполнение необходимых ус­
ловий управляемости по отношение к углевой скорости тела-носи­
теля при лвбом расположении в нем гиродина.
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