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03ЧАД XAPAKTEP/ICT.IKA РАБОТЫ

Актуальность темы. Исследования динамики вращающихся тонко - 

стенных оболочек интенсивно развиваются с начала 70-х годов. Акту­

альность этих исследований обусловлена использованием эффектов, 

возникающих в колеблющихся оболочках при вращении, при создании 

ряда новых технических устройств, в том числе, волновых твердоте­

льных гироскопов, волковых двигателей и др. Создание таких уст - 

ройств стало возможным благодаря использованию различных пьезоке­

рамических материалов, позволяющих возбуждать волновые процессы в 

оболочках путем специального приложения поверхностных и внутренних 

сил.

Изучение колебаний вращающихся тонких колец и оболочек яви - 

лось предметом целого ряда теоретических и экспериментальных ис - 

следования. В работах В.5.Журавлева и Д.М.Климова, А.Сринивасана и 

Г.Лаутербаха, Дя.Падованна, А.Л.Смирноза и др. излагается резуль­

таты анализа движения узлоа стоящих волн во зращающихся кольцах и 

цилиндрических оболочках, а также обсукдается вопрос об использо­

вании этого эффекта для создания волковых гироскопов. Эксперимен­

тальные данные о явлении прецессии стоячих волн во зращающихся 

оболочках содержатся в работах У.Скотта, М.Эндо и др., И.В.Батова 

и др. Менее изучены колебания вращающихся сферических и полусфери­

ческих оболочек. Эти задачи рассматривались В.О.Жураэлевым и

Н.Е.Егарминым.

Динамические явления в оболочках, вращающихся с переменной 

угловой скоростью, изучены мало и представлены очень незначитель­

ным числом' рябот В.0.Журавлева. Исследование переходных процессов 

в цилиндрических оболочках, обусловленных неравномерностью враще­

ния, представляет собой новую задачу динамики оболочек.

Целью работы является изучение переходных процессов в тонкой
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упругой цилиндрической оболочке при ее равноускоренном врачении и 

анализ расцепления форм колебаний вращающейся сферической оболочки.

Научная новизна диссертационной работы состоит з построении 

уравнений движения сферической и цилиндрической оболочек в кеинер- 

циальной системе координат на основании теории упругости при коне­

чных перемещениях Треффтца-Гамеля-Каппуса и исследовании динамики 

ускоренно вращающихся оболочек.

На защиту выносятся:

-уравнения колебаний вращающихся сферической и цилиндрической 

оболочек в неинерциальной системе координат и взаимосвязанные с ни­

ми уравнения движения Эйлера,

-результаты исследования нормальных мод осесимметричных коле­

баний вращаящейся тонкой сферической оболочки,

-анализ переходных процессов в тонкой цилиндрической оболочке 

при ее равноускоренном вращении.

” Достоверность полученных результатов обеспечивается использо­

ванием современных физически обоснованных математических моделей, 

применением к реяенил задач точных аналитических и математически 

обоснованных численных методов, контролем точности выполнения гра­

ничных условий в ходе вычислений.

Практическая ценность работы состоит в построении итерацион­

ного алгоритма для решения задач данного типа и в применимости по­

лученных результатов для оценок точности гироскопических приборов, 

использующих в качестве чувствительных элементов вращающиеся обо­

лочки.

Апробация работы.Материалы диссертации докладывались и обсужда­

лись:-на конференциях молодых ученых Киезского университета /Киев, 

1983, 1989 гг./;

-ка ХУII Всесоюзной конференции по теории пластик и оболочек 

/Казань, 1990 г./;
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-на Реопубликпнской конференции "Динамика твердого тела и ус­

тойчивость движения" /Донецк, 1590 г./;

-на научном семинаре "Современные проблемы механики" а Киевс­

ком университете им. Тараса ІІІевченкз.

Публикации. Пс материалам диссертации опубликован:: 3 работы.

Структура и обьем работы. Диссертационная работа состоит из 

введения, трех глав, заключения, двух приложения, списка литерату­

ры и с сдерет 105^ страниц машинописного текста, ЪУ рисунков. Спи­

сок литературы состоит из £ &  наименований; всего / 4 2  страниц.

СОДЕИИЮЕ РАБОТЫ

Зо введении привезен обзор и анализ работ по исследованию ди­

намики вращающихся оболочек в инерциальных и неин̂рциальных систе­

мах координат, сформулирована цель работы и изложено ее краткое 

содержание по главам.

З пеггеой главе диссертации построены уравнения движения вра­

щающихся тонких сферической и цилиндрической оболочек как модифи­

каций общих уравнений A.i. Улитко применительно к рассматриваемому 

случаи, определены две основные задачи динамики оболочки в неинер- 

циальной системе координат.

Для описания пространственного движения деформируемых упругих 

тел использовалась теория упругости при конечных перемещениях 

Треффтца-Гамеля-Каппуса. 3 соответствии с этой теорией уравнения 

колебаний вращающихся тонкой пьеэокерамической сферической оболоч­

ки радиуса а , толщины к , плотнэсти о относительно компонент 

■** , У , W  вектора упругих перемещений и представляются в виде

^ ( аГ“'*г) + ( ' - * >К -5  JSTer



, a ( 0 » | f ) ,

+ D k ( Q * u ) +  (  x tZ) j  ; ( I )

jo-ha^
+ divu. + 2w )  + ( / - » u ) “ ~ Г—  Є„-Г ^-£ +

7 S i n t ?  <>«f D y  l a r -2

+ 2( f l x ^ “ )  + 0 х ( Я х « )  + ( Й ' х й )  j ;

(i*v )« *V a  - l>[(7a +(f-v))(72v^+e,tVu + a»^|-2(i+v)ac^Sj£ .  =

>Ao*

■Dy
? /--[-|pr ♦ 2 ( ^ x | ^ )  + f i ^ x « )  + ( 5 x u ) ] .

Здесь D  - жесткость оболочки прл изгибе, 2)у - жесткость при 

растяжении, D  = D / D j  , £„ - напряженность электрического поля 

вдоль оси 0 2  .

Уравнения колебаний врацащеЯся цилиндрической оболочки ради­

уса а , толщины А , плотности р в подзиясной системе координат 
*

на основании теории упругости при конечных перемещениях записываю­

тся следующим образом

о
а2 ^  ц 4. « 1*.± ^ аУ _ ~ЬУ/

Э З 2 2 2>у>г 2 7 > Ъ 'Ъ Ч >  1 ) 1  я

[|^т + 2(0х|г) + ^x(QxiT) + (ох «)];

л  JL2J? а г-л? Э У  э У  ЭК-- _
2 -2>2 2 >y 2 2>Яг ЭУ2 (2)

- 4 -
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ж ̂ ЕГ М If) + 0*(0*и) +(fl* S)] ;
У *

У„ 1* „ ЭУ - А % »  j>V 4. g _% V  +1  ? V V
>з Э«/> /2 4 ЭЗ4 эгТэу8 « а /

* ̂ 7  *г*[|р-+ 2 (Р* I f ) + ♦ (ff » «2)] .

Уравнения. (I) и (2) дополняются зекторньк уравнением Эйлера 

относительно проекций р , , г зектсра мгновенной угловой ско­

рости ' О вращения неинерциальной системы координат на орты і , 

j ,k подвижных осей. Уравнение Эйлера определяет двиксекие неинер- 

циальнсй систеж координат и представляется в виге

tj +r* -/=><j£ + 

+ p r f - j + j |̂у-|°5-г1>-рГ|+/>/-<'</-ё +
+pr(A-c')+p<}Z>-^rF-</**-/>»)£} + ь{-£1гС-р£- {3)

+ + (^ [(?♦«)x p j ^ y .

сад (V.)

Здесь компоненты тензора инерции вычисляются по формулам типа

4 ( 0 »  ^ / > [ ( ^ + K y f + ( z  + « a)2 ] < ^

« )  (4 )

W -
(V.)



a d(t) , e(t) и /(f) определяются выражения!.!/ айда

**(0 “ ̂  (5)
К)

В (З), (4),- (5) введены следующие со-, значения: 

и * іиж* ju.y + & « 3 - век-.ор смещения, учитывающий отклонен-.!» то­

чек серединной поверхности деформируемой ободочки от тех пслот.е- 

ний, которые имели бы Эти точки з абсолютно твердой оболочке;

г • Г.ОС + jy- + ■- радиус-вектор в подвижной системе коорди­

нат той точіги, которая имеет те ке координаты sc , у , гг з подвиж­

ных осях, что и выбранная точка в начальном неподвижном базисе; 

Fn - вектор напряжения внешних поверхностных сил в расчете на 

единицу площади первоначальной поверхности & 0 ;

Р - объемные силы, определяемые по элементам начального объема Т£.

Приведенное уравнение Зйлера (3) построено на основании тео­

рем о движении центра масс и об изменении момента количества дви­

жения для деформируемых оболочек.

3 общем случае уравнения упругих колебаний оболочек в неинер- 

циальной системе координат и уравнение Эйлера, описывающее движе­

ние этой системы, взаимосвязаны. Их совместное решение представля­

ет трудную математическую задачу, поскольху в начальные моменты 

времени угловая скорость вращения определяется сложными законами 

формирования волнового поля в оболочке.

Во второй глазе рассмотрены собственные колебания равномерно 

вращающейся тонкой пьезокерамической сферической оболочки. Для ис­

следования этой задачи использовался метод собственных векторных 

функций для упругой сферы, берущий свое начало в работах Ламе. В 

соответствии с этим методом решение уравнений (і) движении упругой 

сферической оболочки представляется в виде суперпозиции нормальных 

мод колебаний

- б -
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ftmQ j? X-ft

~(k1 rz(k) 7  
Здесь L „  , M n И Л

(fe)
ft и «  ft - векторные гармоники:

Г "--г Х ” t f ? - r r * d s “\ ^ М Г ]  «  

e <«.
Зл (i/'f'j - ортснормирозанные (функции Лапласа, - частота норма­

льной моды. Амплитудные функции \lo) и определяются из

бесконечной цепочка линейных алгебраических уравнений, получаемых 

в результате подстановки представления (б) в систему (I) . Правые 

части этих уравнений содержит слагаемые с «„ ,, tintl , ,Уп*1г
,„(*) „М  ,ТХ
Ия-< и ^я+f » которые возникают в связи с наличием з (I) членов, 

описывающих влияние сил Кэрислиса на колебания сферической оболоч­

ки при ее раьномерном вращении. Это свидетельствует о том, что 

следствием такого вращения является расцепление нормальной моды 

колебаний, искажение ее формы из-за появления в дзикении соседних 

ыод колебаний.

Для частного случая /чисто радиальные колебания сферической 

оболочки: tt = h  * 0/ в результате решения бесконечной системы 

алгебраических уравнений установлено, что следствием разномерного 

вращения сферической оболочки является возникновение побочного 

движения - крутильных колебаний. При этом амплитуды основного и 

побочного движений «Г  и соответственно пропорциональны с 

коэффициентом порядка е. - отношения скорости вращения оболочки 

к частоте чисто радиальных колебаний при отсутствии вращения. 

Результатом вращения является та гае возрастание частоты радиальных 

колебаний в зависимости от отношения О/с, по закону
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/ , ,  ...а »:?.»:

'  К 3 (1 -V ^ c *

Третяя глава содеряит постановку и решение задач о колебаниях 

тонких упругих цилиндрических оболочек конечной и бесконечной дли­

ны, вращающихся равноускоренно.

В первой задаче исследуются переходные процессы в цилиндриче­

ской оболочке длины -І , вращающейся под действием приложенного к 

ее низшему торцу постоянного момента 2жк a*r. 3 безразмерных обозна­

чениях й = и /а , 7  = Y /а. , W  * W / a  , 5  = те/і , Т = tc^i

/черточка в последующих выкладках опускается/ эта задача свелась к 

рассмотрения уравнений

T>*U v  і ~bw Ц ^ta 
о 'аг "

і

«Л

которые описывают продольные, окружные и радиальные смещения точек 

серединной поверхности оболочки в неинерциальноЯ системе координат, 

а также движение последней. З̂есь и далее точкой обозначается обы­

кновенная производная по безразмерному времени Т .

Система (9) решалась методом последовательных приближений. В 

первом приближении безразмерное угловое ускорончэ оболочки, найде-
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иное из последнего уравнения, представляется выражением s = =

- ІХ /аО , а реаения уравнений (9,а) имеют следующий вид

7 7  (.ьжо * 2 Iі 3 -1

г ... х СО . <’5 , <2’ . <а5
ы м Л*, cos Л» 7 + cos/\fc Т +

(**)*-(•* Л <°)г] «»[СЛГ )М *0*] (1Т)

+ £>^ cotkirT + С^Тв«я бзтТ ♦ 'м*^ | s,ft ;

.'<р [ .СО СО .(«) .<*> <а)
V/ * еа ̂  4 лд cos И* Т + Ак °°sAk Т * 2>к conk КТ+

Ач 1

• с™т,г»кхт + и;° ]cos* «  - ( £ *“)*[т*-2(^)2](12)♦

. . . \ .со .«>
З репениях (II;, (12) частоты А к и A fc определяется по форг.улам

dk’ «(гіУс̂ +Сйг)*. ■
(ІЗ)

а постоянные интегрирования Лл , A fc находятся из начальных 

условий, соответствукхцих состоянию покоя в момент качала движения .

Проведен численный анализ аналитических реяений (10)-(12), но­

рмированных на величину « Т/Ру для значений параметров V =0,31 ,

«  = 5 І0~3м, I = 2-КГ2м, А = 5-ЮЛ, /> = 7,5-Ю3 кг/м3, £ = 

= 13,9-10^ Нм, = 5-Ю а = 1/2,-Количество членов в рядах

. (Ю) — (12) при расчетах равнялось 20. На основании этого анализа ус-
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Рис. 1

тановлен ряд интересных свойств колебательного движения цилиндри­

ческой оболочки конечной длины, вращающейся раэкоускоренно. Так,

показано, что имеет место ее кза- 

зистатическсе деформирование,обу­

словленное возрастающем значени­

ями сил инерции при разгоне,а та­

кже колебания оболочки а окрест­

ностях кпазистатического деформи­

рованного состояния. 'Крутильные 

колебания осуществляются около по­

ложения равновесия статически за­

крученной вдоль оси оболочки / V  

изменяется по параболическому за­

кону/. -Во всех сечениях крутиль­

ные колебания представляются бегу­

щими волнами с конечными качками 

скоростей и напряжений на фронтах 

волн. Амплитуды крутильных коле­

бания С ТСЧНОСТЬЯ ДО 1/ЯЛЫХ второ­

го порядка остаются постоянными и 
пропорциональными угловому уско­

рению /рис.1/.

Исходя из рис.2 отмечено,что 

радиальное колебания цилиндричес­

кой оболочки происходят около ква- 

зистатического положения равнове­

сия, обусловленного ее радиальным 

деформированием увеличивающимися 

центробежными силами. Амплитуду радиальных колебаний при разгоне 

секудярнп возрастают во времени. Амплитуды продольных колебаний,

Рис.2

Рис. З

•  А */  -
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как следует из рис.З, такжевозрастают; они на несколько порядков 

менше амплитуд радиальных колебаний. Наибольшими же в начальные 

моменты времени являются амплитуды крутильных колебаний. Для Сэ- 

льгих временных интервалов амплитуда всех трех составляющих век­

тора упругих смещения могут стать соизмеримыми.

Построенное в диссертации второе приближение для окружных

смещений отличается от перзого приближения (10) членами второго

порядка малости.

Зо второй задаче рассматривается бесконечно длинная цилиндри­

ческая оболочка, совершающая колебания ка второй окружной нормаль­

ной моде по закону

* Ж ' АУ »Л *М 1 24>cosci)T, W «B c o »2 9 co s ft »T  (14)

и приводящаяся в равноускоренное вращение разномерно распределен­

ными по ее поверхности касательными силами Т . В этом случае дви­

жение оболочки описывается следующими безразмерными уравнениям

2 3 L  - | i r . Щ . а-«о<* - г- ̂
Ъч>а Ъч> ът* -ът (15, а)

—  - ЧГ- £  —  ̂  + С#-У/)« *+ «5 Y  +2<£$Х  .
7><f 9  ъч>* ът* ът •

■ЪТ ВГ2  'X .'W  й

Здесь введены обозначения

Y m-%- W  * —  Тш >2 . Л —  (16)
a  ' a  ’ a  ’ ?  1Эа*’ са ' ^ 1

Начальные условия в этой задаче соответствуют колебаниям ци­

линдрической оболочки по закону (14) в момент начале вращения:
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(17,а-) 

(17.6)

Система (15)решается методом последовательных приближения. В 

первом приближении безразмерное ускорение вращения бесконечно дли­

нней цилиндрической ободочки, найденное из уравнения (15,6), пред­

ставляется выражением £ = « / '  = а. /hO .С учетом этого общее 

решение граничной задача (15,а), (17,а) ищется в виде

V('4’(T)=d(w)2>strt2vcosa>T ♦ Y<(T )iin '2 ‘f+  ya(T)cos2 V + yW(T)

(18)
4 ҐІҐ\

W ftT )  « Ъсо%2чсо&<лТ + V/,frJcos24>+ W3(T )s tn 2< f * W  (П .

Частные решения Y (V*C) л v/^CT) уравнений (15,а), соответствующие 

слагаемым, не содержащим sin 2 «у и cos 2v  после подстановки в эти 

уравнения вкражений (16) , предстазляятся степенными рядами. Коэф­

фициенты этих рядов определяются с помощь» рекуррентных формі'л.

Нахоэдение функций V,CT) ,V2(T) и Ц(Т) , Уґя(Т) а представ­

лениях (IB) сведено к интегрированию следующих уравнений

У, ♦ ( 4 - е аТа)у ,-в (2 Г У / а *Vr2) - 2 W ,  * е яТ 2А (а ))Ьсо& ы Т

%  ♦ ( 4 - * aTa)V i -  £(2Т1^, + » ; )  + 2 »^  -еВ (сов£с)Г - 2 Т ііп ш Т )

Wj и ; 4 « (2 г у а +у2) -2 і5  = ^

. е.агаасова>г 

Wa +[(f ♦ ю / ) -Є * Г 2]иг2 + e (2 T v ; + yj) + 2Уа -

» -  &Д(аОй(оoso>T- STsintOT)

у! *Лв»п2<р, Wl * Sees 2V, -^ 1  . -£І£] «О
!»■*• ' lr*e ' ы  аг т .яаг Ir.e аг Іт.о

! • о, oil - о.
It »* ’ г.*
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Ка основании построенных численно методом Рунге-Кутта реше­

ния системы(19)функции vj(r)sw»2«f + y2f7pco*av и w,(T)c ® e 2 v  + 

♦ w 9(T)»inZ* с достаточной степенья точности могут быть аппрокси­

мированы функциями }£ТясваЗ*кіпи)Т и

соответственно. Таким образом, общее решение (18) представимо в 

виде

Y (VT )~ [д(ы)В-V^Ta]-st«2vco»<wr + YmT**in(wT + 2 v) +

(20)

W (V J ) « T 2 jcos J v c o c  + W .T ^ co tiw T - 2<f) + W <4)(T)

Из выражений (20) следует, что в результате возмущений, обусловле­

нных равноускоренным вращательным движением, стоячая изгибная вол­

на, возбужденная в бесконечно длинной цилиндрической оболочке до 

вращения, трансформируется в суперпозиция стоячей волны с убываю­

щей амплитудой и прямой бегущей волны с амплитудой,возрастающей по 

квадратичному закону. Аналогичное явление имеет место и для стоя­

чей крутильной волны с одной лишь разницей, что возникающая вслед­

ствие вращения бегущая волна является обратной. Частоти всех опи­

санных выше волн одинаковы и совпадазт с частотой исходных стоячих 

волн.

3 заключении сфор.- улированы основные результаты диссертации :

I. На основании общих уравнений пространственного движения уп­

ругих тел выведены уравнения колебаний тонкостенных сферических и 

цилиндрических оболочек с учетом их вращательного движения. Устано­

влено, что при неравномерном вращении оболочек уравнения колебаний 

и уравнения вращательного движения Эйлера являются взаимосвязанны­

ми. Раскрыт смысл понятия угловой скорости вращения для тех нача­

льных моментов времени, когда волновое поле образуется лишь в час­

ти объема оболочки, и вращательное движение ее как единого целого 

еще отсутствует.



2. С использованием метода собственных векторных функций изу­

чено язление расщепления нормальных мод колебания тонкостенной 

сферической оболочки при ее разномерном вращательном движении. На­

йдено, что имеет место не только расщепление, ко и трансформация 

различных, независимых в неподвижной оболочке, типов колебаний. 

Проведен анализ трансформации чисто радиальных колебаний з крути­

льные колебания сферической оболочки.

3. Изучена задача о равноускоренном вращательном движении ци­

линдрической оболочки конечной длины при нагружении постоянна.: 

крутящим моментом на никнем торце. По методу псследоза.’ельных при­

ближений вычислена статическая крутильная деформация и волновое 

поле в оболочке. Установлен закон изменения прогибов оболочки для 

различных сечений с течением времени. Наряду с квазистаткческсй 

составляющей прогибов имеют место их значительные осцилляции с ча­

стотой, соотззтствуащей первой частоте собственных крутильных ко­

лебаний. Показано, что крутильные волны и радиальные осцилляции 

приводят к нерегулярности вращательного движения оболочки.

4. Как обобщение известной задачи Брайана рассмотрено равноу­

скоренное вращательное движение цилиндрической оболочки, холебл»- 

щейся на второй окружной нормальной коде. Решение построено числе­

нным методом Рунге-Кутта четвертого порядка. Частное решение для 

центробежных сил найдено о виде степенных рядов. Анализировались 

дза случая равноускоренного вращения оболочки — для относительно 

малых и больших угловых ускорений. Найдено, что для малых ускоре­

ний колебательный процесс оболочки в начальные моменты времени мо­

жно представить суперпозицией стоячей волны с медленно убывающей 

амплитудой и бегущей волны с нарастающей амплитудой. С течением 

времени радиальные перемещения точек оболочки от центробежных сил 

становятся столь значительными, что колебательными движениями пра­

ктически можно пренебречь. Для больлих ускорений уже с начальных

- 14 -
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моментов времени амплитуды колебаний пренебрежимо малы по сравне­

нию с перемещениями от центробежных сил.

3 пэиложениях I. 2 призедены соответственно программа пост­

роения графиков ка основании имеющихся аналитических решения,про­

грамма численного репения системы обыкновенных дифференциальных 

уравнения методом Рунге-Кутта четвертого порядка, а также графики 

зависимостей безразмерных компонент вектора упругих смещений цили­

ндрической оболочки от безразмерного времени.
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