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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОЬОТИ

Актуальність теми: Одним з основних напрямів розвитку науково- 

технічного прогресу в нашій країні та в світі е розробка нових 

високоефективних конструкцій і машин рівного призначення- буді­

вельних, машинобудівних, авіаційних та інних. Якісты виробів 

наоамперед визначаютьоя якістю їх проектування, яка безпосеред­

ньо залежить від уміння конструктора моделювати роботу конструк­

ції при різного роду впливах -силових, теплових, електромагніт­

них та ін. Одним із розділів загального моделювання е математич­

не комп'ютерне моделювання, яке дозволяє шляхом реалізації на 

комп’ютері математичних моделей у формі крайових задач дослід - 

жувати особливості дєфожування конструкцій. Дисертація присвя­

чена реалівації таких етапів математичного моделювання процесів 

деформування будівельних І машинобудівних конструкцій: розробка 

методів і алгоритмів ровів*язку крайових задач механіки, реаліза­

ція цих алгоритмів на оучаоких комп'ютерах, дослідження особли­

востей деформув’ання конструкцій рівного привначення. Особлива 

увага приділяється питанням розробки нових варіантів дискретних 

методів, що допускають ефективне спрякення а методом окінченних 

елементів у рамках єдиної програмної реалізації.

Дисертація виконана у відповідності до цільової комплексної 

програми Міністерства вищої оовіти'УРСР " Створення та розвиток 

систем автоматизованого проектування /САПР/ і їх підсиотем" на 

І986-І9У0 p p ., республіканської цільової комплексної науково- 

технічної програми Міністерства вищої оовіти УРСР "Матеріалоєм­

ність" PH.55.08.fl.07.08 /завдання PH 55 .08 .Ц .02 .05 .Т 6 /, а також 

тематики науково-дослідних робіт Харківського інкенерно-будівель­

ного інституту в підприємствами ВО атомного турбобудування "Хар­

ківський турбінний завод",Запорізького Ю  "Моторобудівник"."Хар­

ківські теплові мережі".

Метоп дисертації є розвиток наукового напряму розробки та васто- 

сування нових варіантів дис ретних методів і програмних комплек­

сів для математичного моделювання процесів деформування будівель­

них ? машинобудівних конструкцій.

Для досягнення цієї мети в дисертації були поставлені такі 

задачі.

І; Розробити новий варіант граничних варіаційних методів- 

метоц рівноважних граничних елементів.



2. Розробити дискретний варіант структурного методу R- 

функцій - структурний метод скінченних елементів.

3. Розробити методику розрахунку сЛітики та динаміки тон­

ких і нетонких анізотропних оболонок подвійної кривизни на ос­

нові методу гібридних скінченда. елементів з аналітичним обчис­

ленням матриць жорсткості.

4 . Розробити та впровадити в практику обчислювальний ком­

плекс нового покоління, що реалізує у рамках єдиної програмної 

системи відомі й нові _ варіант» дискретних методів.

5. Провести математичне моделювання процесів деформуван­

ня різних елементів будівельних і мвшинобудівних конструкцій.

Наукова новизна дисертації полягає в:

- розробці одного з Варіантів граничних варіаційних мето­

дів розв’ язку крайових задач, що списуються системами диферен­

ціальних рівнянь в частинних похідних 8 кусково-постійними коефі­

цієнтами - методу рівноважних граничних елементів*

- розробці' число во-аналітичного методу розв’ язку крайових 

задач механіки та математичної фізики-* структурної о методу скін­

ченних елементів /СУСЕ/;

- розробці методики розрахунку статики та динаміки тонких 

і нетонких пологих анізотропних оболонок подвійної кривизни на 

основі методу гібридних скінченних елементів з аналітичним об­

численням матриць жорсткості}

- побудові узагальнюючих відомі інтегральних рівностей

теорії пружності; •

- розробці компактного матричного способу побудови пучків 

функцій, що точно враховують силові та кінематичні граничні умо­

ви для тривимірного анізотропного пружного тіла довільної форми;

- розробці теорії гібридного варіанта структурного методу 

для розв’ язання крайових задач з мішаними граничними умовами;

- розробці ефективних способів аналітичного врахування

особливостей поведінки розв’язків в методах скінченних елемен­

тів. •'

Вірогідність отриманих результатів підтверджується:

- порівнянням з точними розв’язками та розв’язками інпих 

авторів;

- аналізом збіжності результатів при згущуванні сітки скін­

ченних і граничних елементів та плавності зміни кольорів ізолі-

- 4 -



- б -

ній, відображуваних на екрані комп'ютера;

- доведенням збіжності та одерж, .шям оцінок швидкостей 

збіжнооті одного а варіантів структурного методу скінченних 

елементів}

- використанням для розрахунку таких типів скінченних еле­

ментів і схс : методу, для яких доведено збіжність; f

- застосуванням для розвивання одні-аї і тієї ж крайово» 

задачі рівних варіантів дискретних методів)

- використанням для задач розрахунку оболонок таких теорій, 

для яких доведено збіжність до дійсного ро^в’ язку,ізверху" та 

"знизу", up визначав діапазон, всередині якого знаходиться точ­

ний розв'язок;

- відомим 8 літератури екап ^ментальним підтвердженням ря­

ду досліджених механіодих ефектів і близьких до них, наприклад 

ефектів незалежності; деяких власних частот від Міри анізотро­

пії, ударного руйнування иаруратої балки з тильної сторони,тер- 

можоиоблення шаруватих пластин по асиметричних формах,і снування 

критичного значення кривизни оболонки з максимальним термовиги - 

ном та ін.ї

- прямим експериментальним підтвердженням деяких розрахова­

них характеристик на підприємствах, де впроваджено результати 

дисертаці ї. , .

Практична цінність роботи полягав в тому, що і

- розроблена для комп’ютерів типу ІВЛ PC/AT, VAX програмую­

ча система АСЇРА може бути заотосована у різних галузях науки Й 

техніки для математичного моделювання лінійних і нелінійних, ста­

тичних t динамічних процесів деформування широкого класу одно-, 

дво-, тривимірних, ооесиметричних та обоконкових конструкцій рів­

ного призначення; t

- розроблений програмний комплеко РАСЇР може бути застосова­

ний в енергетиці, хімічній і нафтопереробній промисловості для 

проектування за допомогою I W  PC/AT міцних розгалужених просторо-, 

вих трубопроводів води, пари, газу, нафти та інших продуШ б!

а- проведені розрахунки статичного налружеко-деформованого 

стану скручуваних отержнів, згинальних пластин, плоских областей 

з вирізами; грунту з підземною виробкою , гофрованої оболонки 

хвилястого компенсатора, статики й динаміки оболонки з вирізом;



власних коливань пера компресорної лопатки двигуна! динаміки 

шаруватої балки при поперечному ударі; терможолоблення плос­

ких шаруватих панелей і відсіку циліндричної оболонки; міцності 

, та компенсації реальних трубопроподів гарячої води м .Харкова 

дозволяють краще зрозуміти особливості деформування конструкцій 

та кількісно і якісно оцінити оптимальність проекту конструкції 

за міцні сними та жорсткі сними характеристиками}

- виявлені та досліджені механічні ефекти, зокрема незалеж­

ності деяких власних частот повздовжніх коливань пластини від 

міри анізотропії } згущування спектра власних частот областей 

волокнистої будови у вувьких Частотних діапазонах; існування 

критичного значення кривизни циліндричної панелі в максимальним 

терможолобленням та і м і '  розширюють арсенал знань матері алознав- 

ців і конструкторів про особливості поведінки матеріалів і кон­

струкцій при окладних процесах навантаження.

Впровадження. Прикладні програмні комплекси для САПР впровадже­

но на виробничому об’єднанні атомного іурбббудуванчя "Харківсь­

кий турбінний завод" у 1988 р. е участе На паях автора у отвореЧ*- 

НІ економічного ефекту 44)00 крб./рік. Методика і пакети прик­

ладних програм для САЙР елементів газотурбінних двигунів впро - 

ваджено на Запорізькому виробничому об’єднанні 11 Моторобудівник" 

у 1990 р. з участю на паях автора у створенні економічного ефек­

ту 124400 крб./рік. Методики й алгоритми розрахунку трубопровід­

них систем, реалізупчий їх програмний комплекс РАС1Р і практич­

ні рекомендації по удосконалюванню конструктивно-технологічних 

-(рішень , впроваджено На підприємстві "Харківські теплові мережі" 

у 19932 р. а економічним ефектом 850000 крб./рік /за  цінами 

1991 р . / .  Методики та програми розрахунку елементів будівельних 

конструкцій впроваджено в учбовий процес Харківського інкенерно- 

будівального інституту у 1991 р.

Апробація роботи. Дисертація у повному обсягові доповідалась: на 

опіЯьному семінарі кафедри теорії пружності Донецького універси­

тету та Інституту прикладної математики»і механіки АН України 

/Донецьк» 1992 / ,  науковому аемінарі Інституту механіки АН Украї­

ни 8 наяржу" Будівельна механіка тонкостітжх оболонок"/Київ, 

1992/} на опіяьному семінарі Інституту прикладних проблем матема­

тики та механіки АН України, кафедри прикладної математики Львів­

ського політехні«ного інституту та Львівського університету 

/Львів, 1992/; на семінарі кафедри опору матеріалів Київського
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автодорожнього інотитуту /Київ, 1992/} на семінарі кафедри ди­

наміки та міцності машин Харківською політехнічного інотитуту 

/Харків, І992/;на семінарі механіки суцільного середовища ім. 

Л.О.Галіна в Інотитуті проблем механіки Російської академії 

наук /Москва, 1993/.

Окремі частини дисертації доповідались на науково-техніч­

них конференціях професорсько-викладацького складу Харківсько­

го інженерно-будівельного інотитуту ./Харків, І967-І99.2/, на се­

мінарі АН СРСР в ДЦТУ ім.Баумана /ліооква, І9ЙЬ/, на 1-му радян­

сько-американському симпозіумі а механіки композитних матеріа - 

лі в /Риг'а,І969/, на республіканській науко во -техн* чній конферен­

ції "Ефективні чисельні методи розв’язку крайових задач механіки 

деформівного твердого тіла/Хар: :в , 1990 /,на міжреспубліканській 

науково-технічній конференції "Чисельні методи розв'язку крайо­

вих задач теорії пружнооті та плаотнчнооті /Волгоград, 1990/, 

на 10-й в'колі нземінарі "MCE~9;2" /Одеоа, 1992/»

Публікації. Результати дисертації опубліковано в 20 працях,що 

включають 2 монографії, 2 учбових посібники, 6 статей у всесоюзних 

журналах, І статтю у міжнародному журналі, 3 депонованих рукопи­

си , 4 тези доповідей, 2 методичні вказівки.

Структура та обсяг шшевтаиії. Диоертація складається з вступу,

6 розділів, вионовку, описку літератури в 227 найменувань, 66 ри­

сунків, II таблиць, усього 3270 отор.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність теми, сформульовані 

мета та задачі, наукова коливна та практична цінність диоертаціі,

У першому розділі приведено Матричне формулювання крайових 

задач теорії пружності та оформульовано інтегральні рівності тео­

рії п{Зужності,ів якикбевпооервдйьо можуть бути одержані Загато > .'Ві­

домих і ще не розроблених варіаційних та наварі at# йних методик 

розв’ язку крайових вад ач механіки .• Більш частингіі інтегральні 

співвідношення були отримав1 раніше Л.О.Роа^Иим» t

Під впливом заданих об’ємах сил У тіЯі об'єму ^в и н и к а ­

ють 1 ■апруженнябГі^^(^^^йл|д е ф о р м а ц ії£ '^ і^ ^Х ^т^  переміщен­

ня и  - (и х Uy ііх j  f поверхневі зусилля р~ nibриPz] Гр
причому воєрериНі тіла оправедливі співвідношення 9 - file / І / ,  

<Х=І>£ /У,р=Обна  £  / 3 / ,  R b + F = 0  / 4 / ,  а на ділян­

ках межі та Д  - граничні умови

р~С<5 «а / 6/ .
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-D /б  x 6 /  - це матрицй пружних сталих анізотропного матеріа­

лу, R -диференціальний оператор, С - матриця напрямних коси­

нусів зовнішньої нормалі до м еж і^-^  -А^  ї

~Пх О 0 Ну 0  И*

0 Щ 0 Пх П2 ,0

- 8 -

РТ=

о о я? 0 Пу Пя. /б/

Щ О  0 Т)/іу 0 ъ /м

о Tty офхфі о І, с -
о о ф * °  Н  WXJ/7/
Крайова’ задача теорії пружності в переміщеннях визначаєть- 

оя диференціальними рівняннями рівноваги та Граничними умовами!

[RTM ] t U  Р = 0  / 9 / , # 1 # *  „а $ ± / 10/ ,

С .М І І  - р *  на ^  / I I / .

Пряма інтегральна рівність і Ії модифікована форма відпо­

відно мають вигляд: ... Л \ / ,

* - 1 -мї(р - р  w  +  J  і  о ;

і Ш - Ф м -

Тотойїе виконання ііїХ інтегральних рійностей можливе у то­

му випадку, коли переміщення іТ1 , деформації Еі , напру - 

ження Оі та зуоилля р 1 є розвДяоками спряженої крайової 

задачі з деякими об’ємними СиЛами Fi - !

£ т6 *  У Fi = 0  Д 4 / ,  <7f = Ж  і  /1 5 /, t 1 -- R &  / 16/,
р і-С <Ь  на £  /1 7 /,

> =  J-u;Fdv+ f u f p W
при V'U -'0 *  на  ̂ $1 % Vf? - p *  на Д .  /1 8 /

Обернена інтегральна рівніоть одержується в*прямо} інтегруванням 

по частинах ^  -,Г£? і,,,
J '{ i r( n r< ss f,h  t 'f a - M i )* O r(ti- e “ J -*  f l * * < ;  /  

* J 4 r ( f i ^ № * ) ( ^ - F * ! № * r ( i p - p r * № =  0. /1 9 /

** Фіксуванням тих чи інших співвідношень /1 4 /—/1 8 /  та прийнят­

тям певних припущень відносно спряжених функцій отримується той 

чи імпий наближений метод розв’ язку крайової задачі /І /- /6/.Н а­

приклад, якщо покласти =0 на fa  і. вважати спряжені функ­

ції варіаціями вихідних функцій, тобто



т 9 -

и , -  Ьйг £i~ SI, <5-, = Щ  p-t -  SfS, /20/
то & 'прямої інтегральної рівності /ІЗ / безпосередню отримуєть­

ся відоме рівняння узагальненого варіаційного принципу Ху -

- 7/’/ V : о, /а/
і, як оіфемі-випадіш, варіаційні рівняння Хеллінгера-Рейсснера, 

Кастільяна, Лагранжа, Трефтца, принципів віртуальних і додатко­

вих робіт, тотожності Ьетті та ін, Пряма інтегральна рівність 

/ 12/  е основою узагальненого методу зважених нев’ьзок, проек - 

ційних методів типу Бу б ’ • в а-Галь орк і на, моментів, штрафних функ­

цій, визначальних станів.

Обернена інтегральна рівність /1 9 /е , зокрема, основою мето­

дів типу граничних інтегральних рівнянь /граничних елементі в/.Во­

на перетворюється у відому граничну тотожність Сомільяш, якщо 

вибирати спрякені функції 3 кла̂ У фундаменталь­

них розв’ язків, що відповідають об’ємній силі /у  у формі дель­

та-функції, У так званому рівновагому варіанті методу гранич - 

них елементів С і  У вважається гі * 0 .

Отже, із рівних модифікованих форм єдиної інтегральної рівно­

сті теорії пружності вдасться одервати і варіаційні, і проекцій­

ні, і гранично-інтегральні методи.

У другому розділі зроблено короткий огляд найбільш популяр­

них дискретних методів-скінченних і граничних елементів, аналі - 

тичних методів однорідних і фундаментальних розв’ язків, суперпо­

зиції, рядів, комплексних потенціалів, R - функцій та граничних 

варіаційних методів типу Трефтца. ОсГрунтоваНо актуальність роз­

робки нових чисельно-аналітичних методів, що поєднуюсь зручність 

аналітичних розв’язків та універсальність чисельних підходів,зо­

крема методів, що припускають ефективне спряження з методом скін­

ченних елементів. Зазначено перспективність спряження методу скін­

ченних елементів із структурним методом R - функцій та-аналітич- 

нйх рівноважних методів з методикою скінченно-елементної

апроксимаці ї на межі.

У третьому розділі описано метод рівноважних граничних еле­

ментів /іІРГЬУ » який с одним з граничних варіаційних ме­

тодів. Відмінність методу від близьких до нього методів розкла - 

дань . по фундаментальних розв’язках і класичних варіантів варіа-



ці Иного могоду Трефтца полягає в тому, що ньому вперше в рам­

ках єдиної методики поєднуються такі підходи щодо використання!

- переважно поліноміальних рівноважних апроксимацій; 

-енергетичних варіаційних принципів з відомими функціоналами гра­

ничних умов;

- процедури дискретизації межі області скінченними елементами.

Таке спряження дозволяє побудувати так звані рівноважні 

супєрелементи, які фактично є великими багатовузловими рівно - 

важними скінченними елементами, для яких також,як і в методі 

скінченних елементів, вдасться побудувати матриці базисних функ­

цій, деформацій, жорсткості та забезпечити стандартне стикування 

суперелемента з скінченними елементами та іншими оуперелементами

Однорідне тіло або кожна з однорідних підобластей кусково- 

однорідного ті ла зображається одним або розбивається на декілька 

суперелементів, на межах яких вибирається система ffb вузлів, 

що визначає розбиття поверхні суперелемента на численність криво 

лінійних граничних елементів. Всередині суперелемента переміщен­

ня зображаються у вигляді суми деякого окремого розв’язку !Л0 

неоднорідного матричного диференціального рівняння / 9 /  та ряду 

по деякій повній системі частинних розв’язків відповідного одно­

рідного рівняння:
-'Uc + Ci'l< il...tCnU»> n=5> n  ;

[^DRjTto-t F- 0 ;  /23 / [R TM ] u t ~ О. /гл/

Методика побудови набору частинних розв’язків рівнянь рів­

новаги достатньо добре відома й описана у працях П.Ф.Папковича, 

С.П.Тимошенка, Н.І.аІусхелішвілі, B.J1.Абрамяна, А.Г.Власова, 

Г.Ю.Джанелідзе, В.Д.Купразде, А.І.Лур’є, В.К.Іфокопова, Н.Х.Ару- 

тюняна, В.в!.Александрова, В .Л.Бабича, Б .0 .Бондаренка, Г.А.Вані- 

на, І.І.Воровича, В.Т.Грінченка, О.ііІ.Гузя, О.С.Космодамі енського 

С.Г.Лехницького, С.Г.Михліна, В.І.Моссаковськогс,П.і1. Огибало- 

ва, В.і.Подільчука, Я.С.ІІідстригача, В.І.Сторожева, А.Ф.Улитк», 

ill.А.Шульги та інших спеціалістів з аналітичних методів теорії 

пружності. Наприклад, знаючи повну базисну систему степеневих 

гармонічних поліномів, що задовольняють тривимірне рівняння 

Лапласа 

1} х,j/,%; Zz- X і,

-5X2 zt ОС3, - X*f Зхуу y & Z - x y , ■ - - /2 5 /

за допомогою відомого зображення Папковича-Нейбєра загального

-  10 -
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розв’ язку крайової задачі через гармонічні функції

й  * t f - d f a d  (Щ+хУ-, %'•%)) /2 6 /

неражко побудувати степеневі рівноважні апроксимації / 22/ .  Ме­

тодика їх побудови для анізот пних двовимірних, динамічних, тер­

мопружних та інших задач огасана в дисертації.

Підстановка координат кожного з /Н  вузлів до співвідно - 

шенпя / 22/  дозволяє з отриманої системи лінійних рівнянь вира - 

аити коефіцієнти С^, через вектор переміщень ( u j

граничних вузлів та визначити матрицю рівноважних базисних функ­

цій суперелемента

и = А/{и}. /27/
На відміну від базисних функцій звичайного скінченного еле­

мента кожна трійка Н щ п ц } A j 2 рівноважних базисних функцій 

точно задовольняє диференціальні: рівняння рівноваги /У / ,  причо­

му деяка компонента вектора переміщень визначається не тільки 

вузловими значеннями цієї компоненти, але й вузловими значеннями 

інших компонент.

Знаючи апроксимації переміщень, можна побудувати апроксима­

ції деформацій / І / ,  напружень / 2 /  і зусиль /З /  суперелемента !

S - Щ и } , <7= р  =  СМ А/{ а } , ф ) .  /2 В /

Розв’язувальна система лінійних алгебраїчних рівнянь

К { и }  - f  (?) /2 9 /

з симетричною матрицею жорсткості та вектором навантажень 

К-- [а /тЫ /  U r/V<Sf, /з о / {Q }r J /Z Tp W - /З І / 

отршіується і ̂ граничного варіаційного рі пня^ня

{ 5i?T(p-p*)d?~J$рг(Я - О / 32/  

або як у і/о з а стаціонарності іідгмога функціонала граничних умов

П£ (и%  - ^ т(1р - )^И р г̂- сЩ 2Ъ /

Описана в дисертації методика спряження сусідніх суперелементів 

грунтується на застосуванні методу множників Лагранжа з додавг і ям 

до функціоналу /3 3 /  додатку, що включає переміщення межі

о п р " в н н ”  ?а :  - //Y *-  A M '-  / 3 4 /

Обчислювальна ефективність методу пов'язана з невеликим по­

рядком розв’ яс-уральної системи лінійних рівнянь відносно лише



граничних переміщень оуперелементів, з дискретизацією тільки 

межі оуперелементів, з можливістю оптимального вибору порядку 

та ширини стрічки матриці розв’язувальної системи за рахунок 

варіювання кількості та розмірів оуперелементів. На відміну 

від методу граничних елементів, у рівноважному методі нема не­

обхідності в знаннях і оперуванні з сингулярними фундаментальними 

розв’язками; варіаційна природа методу забезпечує симетрич - 

ність розв’ язувальних систем рівнянь і легкість спряження з ін­

шими варіаційними методами й особливо з методом скінченних еле­

ментів. •

Зауважимо, що збіжність різних варіантів граничних варі а - 

ційних методів доведена С.Г.Михліним, Б.Я.Терещенком, В.І.Тара- 

кановим.

Для одновимірних крайових задач, які зустрічаються при роз­

рахунках різних стержньових систем, МРГЕ фактично еквівалентний 

методу рівноважних скінченних елементів /І / » Він є незамінним 

для розрахунку багатоелементних стержньових’і балкових систем, 

оскільки рівноважний принцип побудови скінченних елементів за - 

'безпечуе відтворення точних розв’язків на елементах простого 

вигляду. У дисертації та книзі /І / зроблено огляд застосування 

методу для розрахунку різних стержньових сиотем. Зокрема, в 

роботі /\ J  побудовано рійноважні скінченні елементи, застосов­

ні для розрахунку розтягу, крутіння та просторового вигину і ТОН­

КИХ,! нетонких /середньої товщини/ стержнів, у тому числі стерж­

нів із податливих на поперечний зсув матеріалів, наприклад плас­

тиків, композитних матеріалів, армованих бетонів. Приведено роз­

рахунки плоскої ферми та куполоподібної просторової стержньової 

системи. Рівноважні методики розрахунку багатоелементних стерж­

ньових систем зручні для розрахунку напружено-деформованого ста­

ну розгалужених трубопроводів, що застосовуються для транспорту­

вання гарячої води, пару, нафти чи інших продуктів . Повна мето­

дика розрахунку трубопроводів на міцність і компенсацію з ураху­

ванням нелінійних сил тертя, тиску та температури в трубопрово - 

дах, специфіки роботи конструктивних елементів трубопроводів 

типу засувок, компенсаторів, опор реалізована автором у складі 

обчислювального комплексу РАСТР, опис якого приведено у 6-му роз­

ділі дисертації. Там же наведено приклади розрахунків реальних 

трубопровідних трас м.Харкова.

МРГЕ є ефективним для розв’язання двовимірних крайових за -

- 12  -



- ІЗ -

дач крутіння стержнів, які, як відомо, вводяться до необхідності 

розв'язання першої крайової задачі для рівняння Лапласа. Коефіці­

єнти розкладання розв’язку по гармонічних поліномах \\X,U ;

2. хи 5 . . .  знаходяться з варіаційного рівнЯння від-

шсно *»“ '« 1 "“ дае1,ь М  м  М с  , О, /36/

що інтегрується за допомогою розбиття контура С на однсвимірні 

граничні елементи. Розрахунки стержнів еліпсоїдного, прямокутного, 

трикутного,прапорцеподібного /з  врізои/ профілів показали, що при 

збільшенні чиста граничних елементів спостерігається монотонна 

збіжність наближених розв’язків з точними.

У кінці розділу описано застосування «ІРГЕ щодо розрахунку 

вигину тонких ізотропних пластин складної форми. Відоме рівняння 

Софі Іермен задовольняється точно, якщо прогини задати сумою час­

тинного розв’язку неоднорідного рівняння та бігармонічної функції, 

яка з допомогою відомої формули Альмансі може бути виражена через 

дві гармонічні функції, кожна з яких може бути зображена рядом по 

двовимірних гармонічних поліномах. Розв’язувальнє граничне варіа-

Сі * І { б &  М х * Щ м р  = о  /  зб /

о
містить інтеграли по затисненому контуру Cj, вільному контуру 

і опертому контуру С^і М х/ d  е граничні моменти та си­

ли, що виражаються через звичайні моменти М ц } ^ 22) М и  і

поперечні сили Qi  за формулами

Мх ~ М ц М и  -  M fjrtz /  М22 ftp у  (faQfthc з? /

Розв’язок тестових задач вигину рівномірним навантаженням 

круглих і прямокутних затнснених пластин демонструє стійку збік - 

ність прогинів і моментів щодо точних розв’ язків, причому задовіль 

ні /  похибки /  розв’язки одержуються при №■= ЗО гранилнвк-елё 

ментам /з  урахуванням симетрії розв’ язку кількість граничних єле 

менті б можна скоротити до Ь / .  Якщо врахувати, що максимальна, час 

розрахунку на ІВЛ FC/AT одного варіанта не перевищує 2-4 хв., то 

можна говорити, Що створено високоефективну та просту методику роз 

рахунку вигину пластин складної форми. Ефективність методики під - 

тверджуоться розрахунками більш складних пластин. Зокрема, розра - 

хунок трапеці-видної пласти»! при т  = 36 показав повну відповід­



ність максимальних прогинів і моментів з розрахункам методом 

R -функцій. Додатково були розраховані трикутні та ромґ видні 

пластини. Вірогідність результатів підтверджується порівнянням 

максимальних прогинів і моментів з розрахунками методЬм скінчен­

них елементів.

Отже, іЛТЕ є перспек-твмм чиояово-аналітичюш методом розві 

язку крайопих задач теорії пружності, що описуються системами 

диференціальних рівнянь з кусково-поотійниїда коефігдєнтами. Най­

більш ефективним слід вважати спільне застосування методів скін­

ченних і рівноважних граничних елементів, коли деякі підобласті 

тіла зображаться,рівноважними суперелементами, а іипі - скінчен­

ними елементами. На жаль, ШТЕ, як і більшість грашчних методів, 

неефективний для розв’ язання крайових задач з переміншіми коефі­

цієнтами диференціальних рівням., наприклад для' розрахунку плас­

тин перемінної Товщини, оболонок, нелінійних проблем механіки.

Четвертий розділ присвячено опису структурного методу скін­

ченних елементів /С Х Е У , який є чисельно-алалітичним методом, 48 
грунтується на поєднанні методик дискретної скінченно-елементної ап­

роксимації з ідеями аналітичного структурного методу /методу R - 

функцій/. У створення структурного методу основний внесок зробили 

В.Л.Рвачов, В.С.Проценко, І.В.Гончарюк, А.П.Слеоаренко, О.М.Лит- 

він, ВДРвачрв, .П.Манько,,Л.В.Курпа, 0 .Я.Шевченко, Т.І.Шеййо,

В.Ф.Кравченко, М.С.Синєкоп, Ф.Ф. Коваль та імлі. Ровроблювачі 

структурного методу не раз зазначали можливість і перспектив - 

ність поєднання методу R - функцій з MCE. У практичному плані бу­

ли, здійснені роботи щодо обгрунтування та застосування сплайн- 

апроксимації в структурному методі, при цьому вказувалось на зру­

чність та ефективність II використання для розв’язання різноманіт­

них крайових задач. Тут. слід відзначити роботи О.^.Литвгна,

В.О.'Рвачова, О.О.Федотової. На жаль, до цього часу для побудови 

сплайнів використовувались* лише прямокутні двовимірні носії /фак­

тично*, аналоги прямокутних скінченних елементів/, що істотно об­

межувало застосовність методу.

Сучасний стан MCE дає можливість побудили дискретних апрок - 

аймацій Hg. дуже складних областях,зображаючи*іх сукупністю скін - 

ченних елементів простої форми. При цьому є можливість апрокси - 

маці І розв’ язків , наприклад на криволінійних трикутниках, шести­

гранниках і т.далі , Тому застосування Дискретної скінченно-
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елементної апроксимації дозволяє істотно розширити діапазон 

вастооовності структурного методу.

Поєднання ідей структурного методу та JCE розвиває не лише 

структурний метод, але й JCE. Залучення в fCE ідей методу R - 

функцій дозволяє вирішити такі проблеми принципової важливості! 

-фочно задовояьдати усі або частину кінематичних і силових гра - 

ничних умов для тіл довільної форми незалежно від числа, форми 

і характеру розбиття області на скінченні елементи;

- урахувати на аналітичному рівні та привнести де розв'язку особ­

ливості поведінки розв’ язків в точках в особливим характером і 

навантаження;

.*• урахувати при розв’язані!! крайової задачі результати розв’яз­

ку близьких крайових вадач*

У працірс В.СДІроценка та А.О.Скибіна описано загальну про­

цедуру побудови структурних формул для задач механіки. При цьо­

му рівняння рівноваги та граничні умови формулювались в опера - 

торному вигляді. У дисертації і роботах / " І ,  2 , 1 Q J  описано 

розроблений автор.*, матричний спосіб побудови структурних 'фор - 

мул, що конкретизує операторний спосіб і догвопяє одержувати 

структурні формули для перемічэнь, напружень і деформацій. Засто­

сування матричної алгебри та отримані компактні матричні спів - 

відношення дозволяють значно спрощувати процес побудови струн - 

турних формул для задач механіки, у тому числі Й для просторо - 

міх анізотропних тіл довільної форми.

Як відомо, за допомогою теорії В -функцій можна побудува­

ти точні аналітичні рівняння в елементарних функціях дуже широ­

кого класу геометричних фігур. Ifexafl

С04(х ф  ж ) =  О ,  *>і /  ЗЄ/ .

е рівняннями ділянок меж jff та ^  відповідно, прийому 

та -це ділянки з ааданвми на них граничними умовами / 10/ ,  

/ I I / .  При ньому друге рівняння /3 8 /  будемо припускати нормалі - 

аованим, так що

lf!0 c/u)} V -  у  на , ado 1» Ц /}Г * -п л  ,
DU)L /'dy  - - П у ,  ■ /t> 2 = - n j ,  ; ■ /З * /

У цьому випадку, враховуючи / 7 / , / й / ,  для точок макі £х буде

справедливим матричне співвідношення

- = СТ н а Д *  /4 0 /

Безпосередньою перевіркою можна переконатися, щр гранйчні 

умови /1 0 / і / I I /  будуть точно виконані нєзачежно від вибору
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невизначених функцій СР/ та 9 ^  » якщо переміщення шукати у

вигляді __ , -» ^  , __й> 1
U  - И * -& (Оі Ф і  - Q i (u * , Ф /Js ^  /4 1 /

ЇЇ-- Фх ї  ̂ [ Є Х Т]~ 1(С 1в Ф х - р *)^І*- -  <Ъ(р*, Ш  /4 2 /

Слід мати на увазі, що оскільки остання співвідношення розґля- т 

дасться лише на межі ^  , то в ряді випадків матриця jCJ^C]

/З  х 3 / містить тільки константи і її вдається обернути явно. 

Якщо ж межа складна, то обернення цієї матриці слід провести чи­

сельно, розглядаючи її значення в потрібній точні. Зауважимо, що 

з урахуванням /4 0 / матрицю С можна замінити на 

Якщо всередині області матриця С може стати нульово»,то замість 

напрямних косинусів у матриці С слід використовувати

Н і + 60д, • Відзначимо, що для повноти пучка в останній форму­

лі додано доданок з довільного функцією Ц? . Однак для спрощення 

методик звичайно її не враховують, припускаючи =0.

Дві останні структури розв’ язку за допомогою відомої формули 

"склейка" можна об'єднати в одну:

U-- '(*>1 + «>і)- / 4 3 /

Загальна структурна формула /4 3 /  просторової крайової зада­

чі теорії пружності анізотропного тіла виражає oĵ Hy вектор- функ­

цію переміщень U, через пару вектор-функцій Яті та 9 ^  таким 

чином, що незалежно від вибору останніх кінематичні та силові 

граничні умови виконуються точно без будь-якої шіроксимвції.

Для знаходження невизначених компонент структурних формул 

тривимірне тіло розбивається на множину скінченних елементів про­

стої форми /тетраедри, шестигранники, призми/. На кожному з них 

проводиться апроксимація, причому для забезпечення неперервності 

зміни переміщень на міжелементних межах для доводиться зас­

тосовувати достатюзо складні ермітові скінченні елементи / І /  з 

включенням до-вузлових невідомих і значення функції * і її

похідних по координатах. Вузлові невідомі знаходяться із симетрич­

ної стрічкової системи лінійних рівнянь.'

Однак незважаючи на принципову можливість розв'язання крайо­

вої задачі по зазначеній методиці ‘ту практична реалізація для тіл 

складної форми стикається з рядом труднощів. Наявність в структур­

ній формулі /  43 /  достатньо складних функцій U).f и)^ та їх 

похідних, що прямують в нескінченність в нерегулярних точках межі,
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може настільки "'зіпсувати’' записані відносно функцій ф г і ™  

функціонал, і диференціальні рівняння рівноваги / 9 / ,  що для їх 

"гарного" інтегрального задовільнення буде Потрібна надміру 

Густа сітка скінченних елементів, 3 іншого боку, збільшення ' 

густоти сітки призводить до величезного росту числа невідомих 

/в  одному вузлі структурного ермітова тривимірного скінченно­

го елемента 15 вузлових невідомих, у звичайному методі скін - 

ченних елементів -3 / .

Для подолання зазначених недоліків у дисертації та кни - 

гах [1 ,2 .У  пропонується застосовувати більш прості варіанти 

методу. У першому з них, названому спрощеним варіантом СЛСЕ, 

пропонується шляхом побудови простої структурної формули /4 1 /  

точно задовольнити лише кінематичні граничні умови, враховуючи, 

що застосування варіаційного принципу Лагранжа забезпечує ін - 

тегральне виконання силових граничних умов /4 2 / .  При цьому дос­

татньо обмежитися простими скінченними елементами лагранжевого 

типу. У дисертації в строгій математичній постановці доведено 

збіжність цього варіанта СнЮЕ та отримано оцінки швидкості збі­

жності наближених розв’язків з точними при згущенні сітки скін­

ченних елементів для тіл з гладкими граничними умовами та об’єм­

ними силами. Зокрема, доведена

Теорема. Припустимо, що тіло з гладкими межами розбито на мно­

жину структурних скінченних елементів з базисними функціями 

К-І-го порядку. Т<їді точний розв’язок Ф  крайової задачі / 9 / ,  

/І(У,/4І/ з гладким^ об’ємними си;.ами відрізняється від наближе­

ного розв’язку CivlCE з ft елементами на величину

Цф- /4 4 /

причому для помилки справедливі "енергетичні" оцінки

де С ,С і - константи, А- - максимальний діаметр скінченних 

елементів, //Ф //; - інтегральні норми у просторі функцій, що ма­

ють сумовні з квадратом С похідні: ^

Щ  . [ f Щ

V Л Н 5  ім. В. Стефан;і„

А Н  України



 ̂ Здуввжимо, що показники швидкості збіжності /ступеня >£ /  

в СМСЕ такі ж, як і для Х Е . Аналіз співвідношення /4 4 /  дозволяє 

вробити висновок, що швидкість збіжності C.JCE істотно залежить 

від поведінки невиананеної компоненти Ф  , яка в силу /4 1 /  е 

частинним Ф - ЇЇ/і< } , №  М  - точний розв'язок крайової за­

дані • Норма І!ФЦК істотно залежить від взаємної поведінки 

функцій Ц  та іО  . Нехай, наприклад, точний розв'язок є 

гладким, а функція іО  буде негладкою /тарі функції часто ви­

користовуються в методі Й -функцій/, У цьому випадку норма бу­

де великою, а швидкіоть збіжності буде край повільно». До такого 

Ж небажаного результату приходимо і в тому випадку , коли, на - 

при клад функція ft  е зростаючою , а и ) - спадає. Зауважимо, 

що в ii(Q£ вважається ш І, тому вівидкість збіжності вианачав- 

ться лише поведінкою Ц  . Високої швидкості збіжності СЛСЕ, 

більшої ніж в Х Е ,  вдається досягнути у тому випадку, коли фун­

кція (0  Враховує хгфактер поведінки розв'язків. У дисертації 

приведено приклади, що підтверджують ці вионовни і демонструють 

те» ще при вдалому виборі it) можна істотно зменшити число 

окінченнйх елементів для досягнення однакової,точності порівня­

но в УСЕ, Характерним в приклад пяйскої задачі теорії пружності 

для ізотропної квадратної області з круговим Атвором, наванта - 

женим внутрішнім тиском, Для її'розв'я&ання будемо використову­

вати дві отруктурні формули, Що Точно враховують кінематичні 

граничні умови На Лініях симетрії квадрата:

І /4 6 /

и х * *  Ч г *  / 4 V
Перша формула в стандартною, друга - враховує особливість пове­

дінки точнсГбровв'язку для порожнини в нескінченній пластині. 

Розрахунки показують, ер при малих радіусах порожнини викорис­

тання структурно! формули /  49 /  дозволяє в 4 рази зменшити не­

обхідне число скінченних елементів /з  ШО до 60 /  для досягнен­

ня однакової точності обчислення напружень порівняно з іСЕ та 

С*ЮВ в використанням структури /  4 8 / . В той же час при великих 

радіусах отвору, коли використання моделі порожжни у просторі 

в неправомірним, структура /4 9 /  показує гірпі результати порів­

няно а 4СЕ. Аналогічні тестові разрахунки були проведені і для 

Інших задач - одноооьовеге розтягу пластин, крутіння стержнів 

тригутнгго, квадратного, еліптичного профілі в,стиску прямокутии-
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ка в жорстким прямокутним включенням, ровтягу циліндра з елі­

птичним отвором. Розв’язок цих статичних задач і порівняння 

результатів з точними або розрахованими методом R - функцій . 

підтверджують ефективність реалізації СІЛЕ. "

У дисертації та роботах /1,2,5-7,9-107 значне місце при­

діляється розв’язку задач про власні коливання. Переваги СіСЕ 

порівняно з иЮЕ для задач на власні значення пов’язані з тією 

обставиною, що при любій густоті сітки в СМСЕ точно задоволь­

няються головні граничні умови, що роблять основний внесок у 

формування спектру власних частот. Зокрема, розв’язок декількох 

тестових задач про власні повздовжні та згинальні планерні ко­

ливання плоских областей показав, що рля досягнення однакової 

точності в СЬЮЕ потрібне мекне число скінченних елементів, 

ніж в MCE.

За допомогою CirfCE розв’язано достатньо' широкий клас задач 

про власні коливання анізотропних неоднорідних областей шарува­

тої та волокнистої будови. Результати досліджень детально описа­

ні в роботах /5-7,9J і особливо в монографії /%7 . У дисертації 

зроблено огляд цих робіт і сформульовано основні висновки цих 

досліджень. Зокрема, сформульовано висновок про те, що в спект­

рі власних частот повздовжціх поливань ортотропної прямокутної 

пластини існують частоти, що не залежать від співвідношення 

повздовжнього та поперечного модулів пружності у певному діапа­

зоні його зміни.*та характеризуються коливаннями у поперечному 

напрямі. Істотно двовимірний напртжено-деформований стан для 

більшості форм коливань спостерігається в діапазоні зміни пара­

метрів 0 , 7 ^ 1 1 , 4 ,  де ^  1 ^  — пі вдовжини бо “ 

ків пластини, ~ відповідні модулі пружності. Для

визначення власних частот згинрльюіх коливань пластин необхід­

но враховувати деформації обтиску нормалі, коли довжини хвиль 

становляться менше ніж 0,8 товидани для пластин з низькою попе­

речно-зсувною жорсткістю і меипе ніж 1,8  товщини для пластин з 

високою поперечно-зсувною жорсткістю. Інакше похибка визначен­

ня власних частот буде перевищувати як мінімум 10 % і , крім того, 

можливим буде вявийнбння прогалин"власних частрт, пов’ язаних я . 

товщинними коливаннями пластини. На, рис.І показано побудовані на 

грвфспобудувачі форми власних коливань анізотропної прямокутної- 

області при відношенні повздовжнього та поперечного модулів 

пружності, щсг дорівнює 10 .
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У роботах /£ ,6 ,9 /  розглядаються більш складні задачі-про 

власні пленарні згинальні коливання шаруватих прямокутних об­

ластей. Характер згинальних коливань таких областей можна вив­

чити на основі рис.2 і йому подібних. Досліджено вплив парамет­

рів укладання шарів на особливості власних коливань. Зокрема,по­

казано, що для довжин хвиль, більших ніж 1,8  товщини шаруватого 

пакета, зміна порядку чергування, числа та пружних властивостей 

шарів не змінює характер деформування жорстких і м’ яких зовніш­

ніх шарів, що працюють на повздовній обтиск і поперечний зсув,і 

м’яких внутрішніх шарів, що працюють для малого числа шарів як 

наповнювач. При до-вжинах хвиль, менших ніж зазначене число,для 

математичного опису деформування'шарі в необхідно враховувати уоі 

компоненти деформацій.

У роботах / 5 ,6 /  розглядаються задачі про власні пленарні ко­

ливання прямокутних областей волокнистої будови з різними умовами 

закріплення комірки та числом волокон . Форми власних коливань 

однієї з таких областей приведено на рис.З. Результати цих розра­

хунків можуть мати застосування при дослідженні високочастотних 

коливань армованих композитних матеріалів. Розрахунки у рамках 

обмежень теорії малих незагасаючих плоскополяризованих коливань 

показали, що інтенсивні коливання мікроструктури одноналрямлених 

волокнистих композиційних матеріалів виявляються при півдовжинах 

хвиль, менних ніж подвоєний діаметр волокон, причому для боро-, 

скло-та вуглеплаотиків- в діапаз^чах високих ультразвукових час­

тот / 1 - 2  ЛІГц/, а для органопластиків і полімерних композитів- 

в діапазонах частот середнього ультразвуку /  100 -500 КГц/. Для 

високомодульних волокон характерною є нерівномірність розподілу 

власних частот комірки по довжині частотного інтервалу, пр; юму 

кожний діапазон згущення частот характеризується своїм типом влас­

них коливань комірок. Для перших діапазі-.іів локалізації є хара - 

терними поступні та обертальні коливання волокон, а для вищих ді 

апазонів -переважні коливання матриці композитного матеріалу.

Продовжуючи зазначені дослідження, у дисертації в плоскій 

постановці у рамках обмежень відомої теорії локалізованого низько- 

швидкісного пружного удару абсолютно твердим тілом розв’язана 

задача про поперечний удар по в’язкопружній шаруватій балці із 

вуглепластика /рис;.4 / .  Для описання демпфіруючих властивостей ма­

теріалу використовувалась гіпотеза про пропорціональність матриць 

пружних і в’язкопружних сталих у моделі Фойгхта. Досліджено дина-
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Міку руху балки при різному порядку укладання шарів по товщині. 

Показано, що неврахування ефектів В'язкості значно спотворює ха­

рактер деформування конструкції при ударі* При ударі по жорстко­

му шару великі напруження виникають в чотирьох симетричних від­

носно середньої лінії зонах: безпосередньо під контактною пло - 

щодкою, з тильної сторони балки і у верхньому та нижньому жорс­

тких шарах поблизу закладання. Саме, в цих областях можливі руй­

нування матеріалу внаслідок розриву волокон. Положення тієї із 

зазначених зон, де напруження досягають абсолютного максимуму, 

залежить від порядку укладання шарів, товщини балки, жорсткості 

закладання та іших факторів. Якщо ж зовнішніми е м’ які шари,то 

максимум напружень досягається у дарсткісно>лу шарі, що є найближ­

чим до тильної сторони балки, а в контактній зоні вони на 6-10$ 

нижчі. Можливі руйнування балки від міжшарових дотичних напруг 

відбуваються всередині неї в стороні від контактної площадки 

ближче до'закладання. У цілому слід відзначити, що варіант ук­

ладання з м ’якими зовнішніми шарами великої в'язкості забезпечує 

велику ударну міцність балки, але*меншу жорсткість. Вірогідність 

результатів розрахунку підтверджується використанням достатньо 

густої сітки скінченних елементів, згущення якої не приводить 

до помітного уточнення, напружень; використанням скінченних елемен­

тів, для яких доведено збіжність апроксимацій з точним розв’ язком 

при згущенні сітки;, відомим експериментальним' підтвердженням 

ефектів відколу шаруватих композитів' з тильної сторони прй уда - 

рі; збігом швидкостей поширення пгвздошиіх та зсувних хвиль з 

їх теоретичними значеннями* плавністю зміни кольорів ізоліній 

розподілу напружень, відображуваних на екрані комп’ютера.

Описаний раніше зручний для реалізації спрощений варіант

С.СЕ не дозволяє точно задовольнити граничні умови силового ти­

пу, а загальний варіант СІСЕ призводить до істотного ускладнення 

методики розрахунку із-за наявності похідних в структурних фор - 

мулах, У дисертації описано третій, так званий гібридний варіант 

СіЮЕ, який, в принципі, можна розглядати і без iJCE і який певним 

чином розв'язує зазначене протиріччя.

Ідея гібридного варіанта структурного методу, що пропонуєть­

ся, полягає у використанні двох достатньо простих структурних 

формул. При цьому одна з них /вигляду 4Ї /  - у переаіщеннях - 

точно враховує кінематичні граничні у м ов и /9 / , а друга - в на - 

пруженнях -силові умови / ю /  . Вона має вигляд :
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6V С т[сс  7  'V v  А/2* &= У* (р*) &), /бо/
де Р(б х б) - відома матриця переходу, що зв’ язує напруження в 

осях і в системі координат, пов'язаній- з нормаллю та до­

тичними до м е ж і ^ ,  х tij- матриця з ненульовими елемента­

ми tlij/l  у і )  * в х і )  - шукані функ­

ції. Взаємопогодженіоть структурних формул/4 1  /  і /ЬО/ пропонуєть­

ся забезпечити застосуванням варіаційного принципу Хеллінгера-Рейс- 

снера, що допускав незалежні апроксимації переміщень і напружень, 

Варте уваги те, що гібридний варіант і дозволяє точно задовольнити 

обидва типи граничних умов, і не збільшує число невідомих порівняно 

із звичайним варіантом Х Е ,  і дав можливість обійтись простими 

структурними формулами. У дисертації розглянуто три задачі, що де­

монструю™ простоту побудови структурних формул у гібридному варі­

анті СМСЕ - розтяг стержня, двохооьовий стиск пластини та стиск 

диоку з жорстким включенням. На жаль, збіжність гібридного варіан­

та СДОЕ строго не доведена.

Однією з важливіших позитивних якостей СХЕ  є можливість вра­

хування особливостей поведінки розв'язків на аналітичному рівні, 

що дозволяє у ряді випадків не лише істотно спрощувати розв’ язуван­

ня крайової задачі, але й враховувати недоступні Х Е  сингулярнос- 

ті поведінки точних розв'язків окіл особливих точок. Методика ана­

літичного врахування особливостей поведінки розв'язків у структур­

ному методі відома і ^ е  раз використовувалась при розв'язуванні 

крайових задач методом R -функцій. У дисертації ця методика опи­

сана стосовно до СМСЕ, Крім того, запропоновано нові підходи, ко­

ли на аналітичному рівні враховуються розв'язки близьких до почат­

кових крайових задач, а також особливості поведінйи напружень, а 

не переміщень, як у стандартній методиці.

Основна ідея полягав в зображенні розв’ язку крайової задачі у 

вигляді структурної формули:

, U  = & * +  Ф ,  /5 1 /

де /U *  - так званий фоновий розв’язок - деяка відома функція, що 

враховуй, наприклад, функції, які входять в граничні умови або 

будь-які аналітичні розв'язки, a ф - шукана невизначена компо­

нента структурної формули. Функція Ф  визначав так званий ком­

пенсаційний розв’ язок, току цей варіант СМСЕ будемо називати ком­

пенсаційним /К СХЕ /. Розв’ язувальне матричне рівняння скінченного 

елемента об’ єму V  має,вигляд:
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= {Я ]~  j B  r?CJ># $*)d V >  л /5 2 /

де Kf &  ~ матриці жорсткості ^та деформацій відповідно, {$}-  век - 

тор навантажень. Відно, що врахування фонового розв'язку у вигляді 

/5 1 /  привводить до появи додаткових навантггіень на скінченно-еле­

ментну модель. Рівняння /5 2 / ,  об’ єднані для всіх скінченних еле - 

ментів, необхідно доповнити дискретизовашми головними граничними 

умовами відносно компенсуючої функції СР  :

т *  { $ * - * * }  для вузлів межі &  • /5 з /.
' У дисертації розроблено декілька ефективних варіантів КСМСЕ.

У першому з них фонові переміщення та напруження точно задовольня­

ють рівняння рівноваги для нескінченного тіла з відомими об’ ємни­

ми силами, можливо, сингулярними. Тоді для компенсуючого розв’язку 

одержимо систему лінійних рівнянь, в якій взагалі не иуде наванта­

жень від об’ємних сил, дія яких заміниться компенсуючими наванта­

женнями на поверхні тіла. Ефективність цього варіанта підтверджу­

ється приведеними у дисертації розрахунками обертання прямокутної 

пластини навколо своєї осі. Урахування наближеного одноосьового 

розв’язку на аналітичному рівні дозволило на порядок в порівнянні 

з MCE скоротити необхідне число скінченних елементів / з  96 до 8/  

для досягнення однакової точнооті. Уже при одному структурному 

скінченному елементі похибка визначення повздовжніх напружень Не 

перевищує ІЗ %.

Наступний цікавий випадок -нехай фонові переміщення та напру­

ження є точними аналітичними розв'язками, що відповідають дії' по­

верхневих зусиль на частині межі на непівнескінченне тіло. Такі 

розв’язки відомі в теорії пружності /фундаментальні розв’язки Бус- 

сінеска, Фламана та і к ./ .  Як і в попередньому варіанті, дія цих 

навантажень, можливо сингулярних, замінюється компенсаційгми зу­

силлями на заданому контурі. Ефективність цього варіанта КСМСЕ 

підтверджується описаними у дисертації „ ^рахунками напружено ре­

формованого стану трикутного клину, навантаженого у вершині ло - 

кальною силою. Застосування точного аналітичного розв’ язку С.Л.ЇЇі- 

мошенка як фанового для нескінченного клину дозволило врахувати 

недоступні MCE синг-^лярності поведінки розв’ язків окіл навантаже­

ної вершини.

Описані варіанти КСМСЕ передбачають знання переміщень деякої 

близької до початкової крайової задачі. Однак часто побудувг и ‘їх  
важко, наприклад, для анізотропних тіл. Простіше побудувати фоно­

вий розв’язок для напружень. Наприклад, відомий розв’язок Фламана

Щодо дії зосередженої сили на півпростір має один і той же вигляд



-  as л
і для ізотропного, і для анізотропного матеріалу, в той час, коли 

переміщення для останнього знайти дуже важко. ІЬбудувати ефектив­

ну методику врахування особливостей поведінки напружень дозволяв 

описуваний у дисертації гібридний варіант КСМСЕ /ГКСМСЕ/. у ньому 

фоновий розв'язок будується для напружень, а для одержання розв'я- 

зальних систем ліиійних рі чянь використовуються варіаційні рівнян­

ня Хеллінгера-Рейсснера, як і в гібридному варіанті СМСЕ. За допо­

могою цього методу у дисертації розв'язано задачу про дію двох зо­

середжених навантажень на горизонтальну та вертикальну грані прямз- 

кутної області. Фоюві напруження одержуються "склейкою" аналітич­

них розв'язків Фламана <5^* та (jJ* для відповідних нескінченних 

півплощин *

О  * =  (  © А ? *  ■+ б£ь>л)/(>и>л + , /  54 /

д е ф у н к ц і ї ,  що входять до рівняння відповідних навантажених 

прямолінійних контурів. Напруження /5 4 /  не задовольняють диферен­

ціальні рівняння рівноваги, однак врахування їх дозволило значно 

спростити розв'язок крайової задані та врахувати недоступні iJCЕ 

особливості поведінки напружень окіл точок навантаження.

За допомогою КСМСЕ у дисертації розв'язано практичну задачу 

про концентрацію напружень окіл підзешої виробки в пружному грун­

ті під будівлею. Як фоновий використовується точний аналітичний 

розв'язок для стрічкового навантаження на нескінченний дасив грунту 

без виробки. КСМСЕ дозволив легко врахувати жорсткість нескінченно­

го грунту шляхом завдання граничних переміщень із точного розв'яз­

ку на достатньому віддаленні від підзешої виробки та підошви бу­

дівлі. При цьому компенсуюче навантаження прикладається до контуру 

вирбки. Напруження, одержані для 36 отруктурних скінченних елемен­

тів компенсаційного типу, а похибкою менше 2 %, відрізняються від 

аьлюгічних ревультатів, отриманих MCE на сітці із 432 елементів 

С U .  На рис. 5 показано графіки роаподілу вертикальних напружень 

У грунті при різній глибині залягання виробки. ССЕ рекомендується 

застосовувати для розв'язання крайових задач математичної фізики, в 

яких можна врахувати особливості поведінки розв'язку окіл меж тіла 

та окіл точок в особливим характером неї їгаження, наприклад для за­

дан про власні колирчння, локалізовані навантаження, обертання, кон­

центрації напружень!

У. п' ятому тоаділі описано засновану на методі гібридних скінчен­

них елементів методику розрахунку анізотропних ползгих оболонок 

подвійшт кривизни.



Hit відою, для скінченно-елементного розрахунку оболонок най­

більш ефективними в уточнені теорії,що грунтуються на застосуванні^ - 

залежних алрокситцій переміщень і напружень /  або Деформацій /  

оболонки та варіаційних рівнянь Хеллінгера-РеЯсбнера. У працях 

С  1, 2,8 7  і в дисертації пропонується теорія обо ланок,цо груитувтьсй 

на застосуванні незалежних апроксимацій переміщену, поворотів нор­

малі, повздовжніх і поперечно-зсувних деформацій і функціоналів 

Ху-Васідзу. Використання такої теорії обоюнок дозволяв побудувати 

сумісні скінченні елементи тонких і нетонких оболонок, що є вільни­

ми від відомих ефектів хильнзго збільшення згинальної жорсткості 

при зменшенні товщини пластини і враховують жорсткі зміщення скін­

ченних елементів. Новизна побудованих елементів порівняно з відоми­

ми полягає в тому. &Р вони мзжуть використовуватися в Задачах динамі­

ки обо донки і в тоцу, ЩО одержано особливо цінні явні аналітичні 

вирази для матриць жорсткості, які або взагалі виключають комп'ютер­

ні витрати на числове інтегрування, або вводять їх до мінімуму* Ро0- 

глядйються трикутні /лінійні та квадратичні/ та чотирикутні /білі— 

нійні та біквадратичні/ скінченні елементи.

Ефективність побудованих скінченних елементів Підтверджується 

розв'язком тестових задач вигину тонких пластин і циліндричних обо­

лонок. Показано, ар там, де відповідні скінченні елементи лагранже- 

вого типу призводять до величезної похибки, гібридні скінченні еле­

менти демонструють надійні результати*

Із застосуванням побудованих гібридних скінченних елементів у 

дисертації та в роботах / " 1 ,2 ,9  7  ро вв'язало ря£ практичних задач 

статики, термзпружності, коливань і динаміки ряду ободонновИх конст­

рукцій. V, І,і

РЬзв'явано задачу про розтяг тонкої .алюмінієвої гофровглої обо­

лонки хвиляоторо кошенсатора трубопровода /рис. б/і ІЬяавано, що при 

збільшенні періоду хвилі гофру максимальк. повздовжні переміщви т 

зростають лінійно, а поперечні - по більш складному закону. Проти­

лежна картина спостерігаються при вбільвенні висоти хвилі гофру. 

Вірогідність результатів підтверджується збіжністю згинальних ю- 

ментів при згущенні сАтки скінченних елементів.

Проведено ро зрахунки частот і форм власних згинальних і крутила 

них коливань пера Коміресорної лопатки конкретної газотурбінної ус­

тановки /  рис. 7 / .  Вірогідність розрахунку підтверджується зі„щеи* 

ням сітки елементів і збігом першої власної частоти 3 експеримэнталь- 

но.- визначеною на Запорізькому ВО "Моторобудівник".
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Далі р  зглядаються задачі про терможолоблення шаруватих плас­

тин та оболонок. Зокрема, проведено розрахунки термодеформацій при 

остиганні прямокутних аніаотрпних шаруватих пластин з скло- та 

вуглепластика при різних структурах укладання матеріалу по товщині. 

На^рис. 0 показано форму пожолобленої двошарвої пластини з різно- 

налрямленин діагональним а^ванням шарів. Проведено виркий пара­

метричний аналіз впливу геометричних рзмірів, товщини та структу­

ри укладання шарів на прг"ни та напруження шарів пластини. Віргід- 

ність результатів підтверджується аналізом збіжності при рзрахунку 

на сітках, що послідовно згущуються; якісним збігом форм пожолобленої 

двошарвої пластини з рзрахункакм інших авторів /  для тришарвих 

пластин/ і даними експерименту, що проводився на підприємзтві "Ух- 

томський вертолітний завод ім.І.Камова". Крім пластин, аналогічні 

задачі терможолоблення рзв'язувались для однорідних і шаруватих 

оболонок, іііявлено та досліджено ефект існування критичного значен­

ня кривизни і рис. 9 / ,  яко му відповідав максимальний вигин защемле­

ної в плані однорідної та п'ятишаруватої циліндричної панелі при її 

нагріванні. Достовірність рзрахунків підтверджується згущенням сіт­

ки елементів і збігом пргинів аналогічної шаруватої оболонки з рз- 

рахунками В .Г .Пискунова.

Далі р  зв'язано статичну задачу п р  стиск торцевим зусиллям 

циліндричної графі то епоксидно І оболонки з прямокутним вирізом. На­

явність вирізу приводить до істотної депланації навантаженого торця, 

тим більший, чим ближні до нього виріз. Окіл вирізу відбувається 

концентрація напружень, причому зміщення вирізу ближче до навантаже­

ного краю приводить-до збільшення коефіцієнта концентрації.

Віргідність рзрахунку підтверджується інтегральним виконан­

ням рівнянь рівноваги для поперечних перерізів оболонки - середнє 

напруження а похибкою І-*<2 % співпадає е прикладеним торцевим зусил­

лям.

Ця ж задача р з в ’ язана' в динамічній постановці з врахуванням 

деиіфірування по моделі ФЬЙгхта. Згідно з відомиш моделями пружного 

низькошаидкісгаго удару вважиться^ що торцева зусилля змінюється 

за часом по "закону С ^- ^Я л М /и  при і  і  4? та ty -O

при Ь '& Ь о  » Де to ~ тривалість удару / 5  ю / ,  ^  -

, ашлітуда, ПокрковіС рзрахунок по модифікованому алгоритмові Нью- 

трка [  І, ' ]  і порівняння результатів статичних і динамічних рэ- 

рах..<шів показали, що при динамічному навантаженні меншими будуть 

і максимальні переміщення ’ в 5-Г> рашп / ,  і коефіцієнти концентра­
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ції напружень /  в Т,5 - 2 рази / .  Це зв’ язано з меншими інтеграль­

ними навантаженнями та з врахуванням в’ язкості матеріалу, яка зава­

жає оболзнці одержувати значну інерцію руху. Характер руху в’ язко- 

пружної оболонки при ударі по торцю южна простежити з допошгою 

рис .ТО, на якому показано дефорювані форми оболонки в різні ю- 

менти часу. Вірогідність розв’ язку задачі динаміки підтверджується 

згущенням сітки в 2 рази /  36 скінченних елементів /  і зіставленням 

результатів розрахунку динаміки анізотропної циліндричної оболонки 

без вирізу з числовими розрахунками методом сіток /  O .S .Богдано­

вич / .  Похибка визначення поваровніх напружень не перевищує 5 %, 

прогинів - ЗО %, причому розраховані прогини ближче до більш точних 

з урахуванням геометрично нелінійних ефектів, ніж отримані O.S.fbr- 

дановичем у рашах гіпотез Кірхгофа-Лява.

Розділ 6 дисертації присвячено короткому описові прграмуючої 

системи АСТРА, що реалізує на комп’ютерах ІШ  PC/AT та VAX стан­

дартні та нові дискретні методи розрахунку теплових полів, статики, 

коливань, динаміки, стійкості, пластичності та повзучості широкого 

класу будівельних і машинобудівних конструкцій.

У заключній1 частині оформлювано основні висновки дисертації.

осногм иягоаві
1. Отримані в дисертації інтегральні рівності теорії пружнос­

ті узагальнюють відомі та южуть служити основою формулювання бага­

тьох наближених методів розв’ язк крайових задач, Окрема усіх ва­

ріаційних методів на основі функціоналів Ху-0асідзу, Хеллінгера- 

Рейсснера, Лагранжа, Кастільяна, проекційних методів типу Бубнова- 

Гальоркіна та зважених відхилів, а також методів типу граничних 

інтегральних рівнянь і потенціалів.

2. Заснований на ком5інуванйі аналітичних методів побудови 

повної систеш поліноміальних розв’ язків диференціальних рівняі-j 

рівноваги, граничних варіаційних рівнянь механіки та методик дисі 

ретної скінченно-елементної апроксимації метод рівноважних гранич­

них елементів є еф** '•'’ииним варіаційно-граничним методом розрахунку 

напружено-деформзвая* > стану тіл, що описується лінійними систека- 

ми диференціальних рівнянь в частинних похідних з куско-кнгостійними 

коефіцієнтами, ййсока обчислювальна ефективність методу пов’ язана 

з можливістю вибору оптимального порядку та ширини стрічки розв’ я­

зуваних симетричних систем лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 

переміщень тільки граничних вузлів, з дискретизацією лише межі ті-
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ла, з легкістю спряження методу з іншими варіаційним! методами 

й особливо з методом скінченних елементів. Проведені на ІШ  

PC/AT розрахунки багатоелементних стержньових систем, рзгалуже- 

у  трубопроводів, крутіння стержнів та прогину пластин підтверджу- 

й»* щісоку ефективність методу.

3. Поєднання ідей структурного методу R -функцій і принци­

пів дискретної скінченно-елементної апроксимації у pantax єдиного 

структурного методу скінчен.чих елементів дозволяє і розширити мож­

ливості структурного методу, зробивши доступним! для нього добре оп­

рацьовані методикіт, алгоритми та програми дискретно у апроксимації,

і збільшити ефективність скінченнаелементних методів за рахунок 

можливостей точно задовольнити всі чи частини граничних угов і вра­

хування особливостей поведінки р  зв’ язків на аналітичному рівні.

При цьоіф. найбільш ефективними в методики, засновані на точному 

задовольнянні лише кінематичних граничних умов, або ж гібридні 

підходи, що дозволяють точно задовольнити і кінематичні, і силові 

граничні умови шляхом побудови незалежних варіаційно погоджених 

структурних форцул для переміщень і напружень. Математичний аналіз 

оцінок поміток наближених розв’ язків уводить збіжність одного з ва­

ріантів структурного методу скінченних елементів. П р  ведені у дисер­

тації розрахунки концентрації напружень в областях з вирізами та у 

пружних грунтах, локального навантаження тіл, власних коливань, 

динаміки неодтрідних анізотрпних областей підтверджують обчис­

лювальну ефективність методу для задач математичної фізики, в яких 

можна врахувати особливості поведінки р з в ’ язку окіл меж тіла та 

окіл точок з особливим характеры навантаження.

4. Заснована на застосуванні змішаних варіаційних принципів 

гібридна методика рзрахунку пологих анізотрпних оболонок подвійної 

краиэннэ незалежники апрксимаціями переміщень, повортів нормалі, 

повздовжніх і поперечно зсувних деформацій дозволяє аналітично об­

числити матриці жорсткості скінченних елементів та ефективно р з в 'я ­

зувати задачі механіки тонких та нетонких /середньої товщини /  оболо­

нок, ар підтверджується приведеним! у дисертації рзрахунками ста­

тики гофрванот хвилястої оболонки, колпань пера лопатки газотур­

бінної установки, тепюжогоблення шаруватих пластин і оболонок, стати­

ки та динах*іки циліндричної.оболонки з,вирізом.

. 5. ІЬрвадженмй на ряді підприємств обчислювальний комплекс 

PACT , зр реалізує на 1ГЗМ — сумісних персональних к о ш ’ ютерах диск­

ретні рірноважні методики рзрахунку трубопрводіп, дозволяє рзра- 

ховувчги міцність і коміенсацію рзгалу.геннх птзосторвих трубопрво- "

-ЗО-



- ЗІ -

рів гарячої води, нафти та інших продукті#. Кошлекс рекомендується 

до впровадження в організаціях по проектувань теплових мереж вели­

ких міст, атомжх і теплових електроотанцій, нафто- і газопроводів.

6. Реалізуюча кошлексні дискретні методи розрахунку теплопро­

відності та термопружності, статики та динаміки, коливань та стій­

кості, пластичності та повзучості широкого класу одно-, дво-, три­

вимірних осесиметричних і о болонко в их анізотропних конструкцій прог­

раю ча  систет АСТРА в обчислювальним кошлексом для математичного 

моделювання процесів деформування елементів будівельних, машинобу­

дівних та авіаційних конструкцій на В М  типу VAX  * PC/AT та 

інших. Ефективність осгеми підтверджується описаними в дисертації

та в роботах автора прикладами розрахунків. Система АСГРА впровадже­

на і рекомендується до дальшого впровадження у будівництво, машино­

будування, авіацію як інструмент по проектуванню міцних конструк­

цій на базі сучасної обчислювальної техніки.

7. Результати дисертації, а саме методи, алгоритмі та програми, 

що реалізують дискретні структурні та рівноважні методи р з в ’ язку 

крайових задач, реко мендувться впроваджувати до багатьох існуючих 

кошлексів програм, tqo реалізують метод скінченних елементів.

8. Проведені у дисертації дослідження розвивають науковий напряі 

розробки та застосування нових варіантів дискретних чисельно-аналі­

тичних методів і кошлексів програм для математичного моделювання 

процесів декорування конструкцій. Універсальність ттематичних 

формулювань дозволяє застосовувати розроблені методи для досліджен­

ня поведінки і не механічних полів - теплових, електро магнітних, 

гідр механічних.
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